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Die  Herausgabe  eines  Lehrbuches  der  terhniscben  Mechaaik 
«ui'  elementarer  GfiTindlage  bedarf  bei  der  groUen  Auzahl  bereits 
vorhandener  Werke  einer  besonderen  Begrflndnng:  Die  meisten 
Bücher  dteaer  Art  sind  für  Scbliier  von  teebnischen  Lehr- 
anstalten bestimmt,  deren  Vorbildung  eine  ziemlich  ungleich- 
artige ist,  so  daß  eine  streng  wisKensc haftliche  Betrachtung 
'ifintig  wenig  am  Platze  ist  und  mehr  Wert  darauf  gelegt 
werden  muß,  daß  die  betreffenden  Sätze  sich  aus  einfachen 
Üherlegungen  ergeben,  deren  Berechtigung  nicht  immer  ein- 
wandfrei nachgewiesen  wird.  Vielfach  muß  auch  derselbe  Stoff 
vi)r  SehÖlem  verschiedener  Fachrichtungen  vorgetragen  werden 
and  es  ist  klar,  daß  in  sulchen  Fallen  die  .bau technischen 
Anwendungen  das  Übergewicht  erhalten  und  die  fflr  den 
Maecbinentechniker  besonders  wichtigen  Absi'hnitte  meist  zn 
knn  kommen. 

So  zeigt  eine  Durchsicht    der    vorhandenen  Bücher,    daß 

iB   dem    Lehrplan    gereicht  wii-d,   der  für  die   preußischen 

ibereu    Maschinejibiiuschnlen    gilt.      Das    vorliegende    Buch, 

iseu    zweiter   Teil    die    Festigkeitslehre    und   Mechanik    der 

'flüssigen  Körper  usw.  behandeln  wird,  schließt  sich  nun  diesen 

Fiirderangen    möglichst    an     und    versucht,    die    technische 

i«chanik    mit    Hilfe    elementarer    Rechnungen    in    miJgliehst 

ipjter  l""orm  darzustellen,   ÄUei  dings  wurde  nach  einer  R  icbtung 

i  dem  letzteren  Programm  abgewichen,  indem  die  Rechnungen 

ausfTihrlicherer  Weise   gebracht   werden,   als   es    gewöbidich 

ichieht,  da  dag  Fehlen   der  Zwischeurechnungen  erfahrungs- 

iinäQ  oft  eine  mangelhafte  Durcharbeitung  des  Stoffes  seitens 

richHler  verursacht.    Um  die  Tragweite  und  die  Anwendung 

einzelnen  Sätze  zu  zeigen,  wurde  ihnen  eine  große  Anzahl 

ifQhrtich  durchgerechneter  Beispiele  beigegeben,   die   soweit 

lögltch  der  Praxis  entnommen  und  häuüg  so  gewühlt  wurden, 

1  sieb  daran  eine  wettere  Diskussion  anschließen  kann,  wie 

bei  einigen  Beispielen  auch  angedeutet  ist. 

Diese  Beispiele  und  einige  wenige  kurze  Teile,  die  in  der 

ihule   bei   der   ersten  Durcharbeitung   des   Ganzen   über- 
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Vorwort. 


schlagen  werden  dürften,  niacbeu  das  Huch  aiu'h  als  ITinngs- 
liueli  und  Hepetitorium  für  Studierende  technischer  Hoehachnlen 
brauchbar;  es  enthiilt  etwa  das  Minimum  desRen,  wns  ein 
Student  im  Voresanien  wissen  muß,  und  aonäbemd  das  Maxi- 
mum dessen,  was  in  einer  höhereu  Maschinenbau  schule  mit 
Krfolg  durchgearbeitet  werden  kann. 

Was  die  Anordnung  betritft,  ho  wurde,  wie  es  auch  schon 
von  anderer  Seite  geschehen  ist  und  von  Auteurieth  ein- 
gehend begrflndet  wurde,  die  Statik  vor  der  Bewegungslehre 
imdDvuamik  bebandelt,  einerseits  um  die  eini'uL-hsteu  niaschinen- 
teehnisehen  Fri^jen  ilbcr  die  Reibung  usw.  mtigliehst  früh  zu 
erörtern,  und  hauptsächlich,  um  bei  Beginn  des  tTnterriehtes 
nicht  zuviel  neue  Begriffe  und  Uetinitionen  auf  einmal  ein- 
zuführen. 

Besonderen  Weit  legte  Verfasser  auf  die  Begreiizimg  des 
fieltungsbereichee  der  einzelnen  allgemeinen  Sätze  und  Formeln, 
weshalb  hierbei  selbst  einige  Wiederholungen  nicht  gescheut 
wurden.  Daß  überall  die  neuesten  Untersuchungen  Über  Er- 
fahrungskoeffizienten  u  drgl  benutzt  wurden,  braucht  wohl 
nicht  hervorgehoben  zu  weiden.  Freilich  wurden  mit  Rücksicht 
auf  die  bequeme  Anwendung  in  der  Praxis  möglichst  einfache 
Theorien  und  Erklärungen  gegeben,  die  den  Vorzug  leichter 
praktischer  Berechnung  bieten,  wenn  auch  die  tateächlichen 
Vorgänge  verwickelter  sind;  Beispiele  hierfür  sind  die  Be- 
handlung des  Rollwiderstandes  und  der  Lagerreibuug. 

Seit  einiger  Zeit  wird  auf  eine  einheitliche  Bezeichnung 
der  in  den  Formeln  gebrauchten  Größen  hingearbeitet  und  es 
muß  von  dem  Unterricht  verlangt  werden,  daB  er  diese  Be- 
strebungen natrh  Möglichkeit  unterstützt.  Verfasser  glaubte  dem 
am  besten  Rechnung  zu  tr^en,  indem  er  die  in  ..Des  Ingenieurs 
Taschenbuch"  der  Hütte,  dem  verbreitetsten  technischen  Nach- 
schlagewerk, gebrauchten  Be7;eichnungeu  fast  durchweg  über- 
nahm. Hierdurch  wurde  es  erforderlich,  den  größten  Teil  der 
Figuren  neu  zu  zeichnen.  Die  Verlagsbuchhandlung,  die  auch 
im  übrigen  für  die  gute  Ausstattung  des  Buches  Sorge  ge- 
tragen hat,  scheute  die  dadurch  venirsachten  Mehrkosten  nicht, 
wofür  ihr  an  dieser  Stelle  noch  besonders  gedankt  sei. 


Posen,  im  März  1904. 


P.  Stenhau. 
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I.  Abschuitt. 
Fioleitiin^. 


1.   Gegenstaßd  der  Mechanik. 
ik   ist   die  Lelire  von  den  Bewegungen 
1    den     Ursiitihen     der    Bewegung,    den 


Die  Mech 
der  Körper  i 
Kräften. 

Aia  Körper  bezeichnet  man  in  der  Geometrie  ein  beliebiges 
Raomgebilde  von  gewisser  Form  und  bestimmten  Abmeasimgeu. 
Im  Sinne  der  Mecbanik  und  der  Fhysik  ist  diese  Erklärung  zu 
erweitern;  man  versteht  hier  unter  Körper  ein  geometrisches 
Baamgebüde,  das  mit  träger  Materie  geffillt  ist.  Die  Menge 
dieser  Materie  heißt  die  Masse  des  Körpers. 

Die  Erfahrung  lehrt  uns  nun.  daß  die  Körper  unter  dem 
Einfluß  gewisser  Einwirkungen  sich    bewegen,    bezw.    ihre    ur- 
sprüngliche Bewegung  iindem,  wenn  nicht  andere  Einwirkungen 
dem  widerstreben.   Die  Ureaeheu  der  Bewegung  oder  Bewegungs- 
ändernng    nennt    man    Kräfte.      Behält    ein    Körper,    an    dem 
angreifen,  denselben  Zustand  der  Kithe  oder  Bewegung 
wie  wenn   diese  Kräfte  nicht  vorhanden   wären^    so   sagt 
.,  der  Körper  befindet  sich  im  (ileichgewicht. 
Die  Aufgabe    der  Mechauik    ist   es,   diesf   Bewegungen 
id  Bewegungsändemngen  zu  untersuchen,   iudem  sie  die  Ur- 
;heD  derselben,  die  Kräfte,   und   den   zeitlichen  Verlauf  der 
iwegni^en  berücksichtigt.   Die  Untersuchung  der  Bewegungen 
aich    und    ihres    zeitlichen   Verlaufes    ist    Gegenstand    der 
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Bewegungslehre,  eines  Zweiges  der  Mathematik,  der  den 
Tbergang  von  der  Geometrie  zur  Mechanik  vermittelt.  Auf 
den  Ursprung  der  Kräfte  und  ihre  Erklärung  näher  einzugehen, 
ist  Sache  der  Physik;  die  Mechanik  nimmt  die  Kräfte  als 
gegeben  an. 

2.  Einteilung  der  Mechanik. 

Mau  denkt  sich  die  Körper  zusammengesetzt  aus  einzelnen 
Teilchen  von  unmeßbar  kleinen  Dimensionen,  deren  jedes  eine 
bestimmte  Menge  der  Materie  des  Körpers  enthält,  den  so- 
genannten materiellen  oder  Massenpunkten.  Die  Be- 
tnu^htung  eines  derartigen  Massenpunktes  liefert  besonders 
*Mnluchr^  Ergehnisse,  die  sich,  wie  später  gezeigt  werden  wird, 
auf  die  Körper  leicht  übertragen  lassen.  Man  stellt  deshalb 
die  iietra/^htung  des  Massenpunktes  an  den  Anfang. 

«fe  nacth  (h*m  Zustande  der  Körper  unterscheidet  man  feste 
Körper,  di*^  entweder  starr  oder  elastisch  sein  können,  und  flüssige^ 
die  entweder  tropfbar  flüssig  oder  gasförmig  sein  können. 

Demzufolge  wird  das  Gebiet  der  Mechanik  eingeteilt  in 
Mechanik  des  Massenpunktes, 
Mechanik  fester,  starrer  Körper, 
Mechanik  fester,  elastischer  Körper, 
Mechanik  tropfbar  flüssiger  Körper, 
Mechanik  gasförmiger  Körper. 

Kin(*  weitere  Unterscheidung  wird  erhalten,  indem  man 
einerseits  nur  auf  das  gegenseitige  Verliältnis  der  Kräfte  bezw. 
auf  den  GlcMchgewichtszustand  der  Körper  eingeht  oder  anderer- 
seits auch  auf  die  Bewegungen,  welche  die  Körper  unter  dem 
Kinfluß  der  Kräfte  annehmen,  bezw.  allgemeiner  auf  ihre 
Beweguiigsänderungen.  Die  Zusammensetzung  oder  Zerlegung 
der  Kräfte  an  einem  bestimmten  Körper  (der  auch  aus  einer 
Anzahl  von  Einzelkörpern  bestehen  kann,  die  zusammen  ein 
Körpersystem  bilden)  und  die  Betrachtung  des  Gleich- 
gewichtes, die  Statik,  ist  nach  dem  oben  Gesagten  nur  ein 
Spezialfall  der  Betrachtung  der  bei  Bewegungsänderungen  auf- 
tretenden Kräfte,  der  Dynamik.     Es   empfiehlt   sich  nun  all- 


»* 
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gemein,  ntets,  von  emfiicheren  SpezialfälleQ  auf  den  allgemeiaen 
Fall  überzugehen,  da  die  VerhilltnJaae  bei  ersteren  leichter  zu 
Bbersehen  siud;  deshalb  wird  die  Statik  TOr  der  Dj'namik 
be  handelt. 


II.  Abschnitt. 
Gnmdlebren  von  den  Kräften, 

3.   Begriff  und  Bestimmuiig  der  Kraft. 
Die  allgenieiue  Erklärung  des  Begriffes  Kraft  wurde  schon 
in   der  Einleitung  gegeben:    Kraft    ist   die  Ursache   einer 
Bewegung    bezw.    einer    Bewegungaänderung.      Erfolgt 
trotz  der  Einwirkung  einer  bestimmten  Kraft  auf  einen  ruhenden 
Körper  keine  Bewegung   nder,   falls    der  Körper    sich   bereits 
bewegt«,  keine  Änderung  dieser  sL'hon  vor  dem  Einwirken  der 
Kraft  vorhandenen  Bewegung,  so  greifen  an  dem  betreffenden 
Körper  noch  andere  Kräfte  an,  welche  die  Wirkung  der  ersten 
aufbeben.    So  setzt  sich  ein  auf  einer  festen  Unterlage  rohonder 
Körper  unter    dem   Einfluß   einer  Zugkraft   nur    dann    in  Be- 
wegung,   wenn   diese   eine   bestimmte   (»röße   überschreitet,   da 
,  die  Reibung  zwischen  Körper  und  Unterlage   der   bewegenden 
ft-Xraft  en^egenwirkt. 

Obwohl  über  das  Wesen  der  Kraft  als  nicht  in  den  Bereich 
Jier  Mechanik  gehörig  keinerlei  Vomussetzungen  gemacht  werden 
■40  ist  es  dennoch   zur  Erleichterung  der  Vorstellung  zulässig, 
i  der   tecknischen  Mechanik  die  Kraft  als    einen  auf  die   be- 
ichteten KiJr[ier  ausgeübten  Zug  oder  Druck  anzusehen.     Der 
'onkt,  an  welchem  dieser  Zug  oder  Druck  angreift,  heißt  der 
Angriffspunkt   der  Kraft.     Die    steta   geradlinige   Richtung, 
I  welcher  der  Zug  bezw.   Druck  sei  es   direkt  oder  sei  es 
xh  Vermitteluhg  eines  Seiles  bezw.  einer  festen  Druckstange 
rfolgt,   wird   die  Wirknngs-   oder  Äktionslinie   der  Kraft 
mt.     Durch   den  ÄngrÜfspunkt   und    die  Aktionslinie   ist 
Lage   einer  Kraft    vollständig    bestimmt.     Da   die  Länge 
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•H  dai  Angriff  der  Kraft  rermittdiidea  Seiles  oder  de^. 
hierbei  luciit  in  Betracht  kommt,  so  folgt,  d&8  der  Angriffs- 
pankt  einer  Kraft  nach  einem  beliebigen  in  ihrer 
AktionBÜnte  gelegenen  Punkte  verschoben  werden 
kfton,  wenn  der  letztere  mit  dem  erateren  in  anver- 
änderlicber  Weise  verbunden  ist. 

Die  angefBgte  Bedingung  ist  mitwendig,  da  der  Satz  selbst- 
Terrtandlich  nicht  gilt,  wenn  der  Pnnkt.  nach  welchem  die  Ver- 
schiebnng  der  Kraft  erfolgt,  einem  anderen  Körper  angehört^ 
der  sich  selbständig  frei  l)ewegt,  oder  wenn  beide  Pnnkte  dnrch 
einen  nachgiebigen  Körper  Terbunden  sind,  der  unter  dem  Ein- 
fluß einer  Kraft  seine  Form  ändert. 

Die  Intensität  oder  Größe  einer  Kraft  wird  gemessen 
durch  Vergleichung  mit  anderen  bekannten  Kräften, 

4.   Vergleicbung  der  Kräfte.  ^| 

Wenn  zwei  an  demselben  Punkte  in  entgegengesetzter 
Bichtung  wirkende  Kräfte  sich  im  Gleichgewicht  halten,  ao 
besitzen  sie  die  gleiche  Intensität  absolut  genommen.  Kann 
eiue  Kraft  P'  zwei,  drei  oder  n  Kräfte  ersetzen,  die  an  dem- 
selben Punkte  nach  derselben  Richtung  wirken  und  deren  jede 
die  Intensität  P  hat,  so  ist  die  Intensität  P'  das  zwei-,  drei- 
oder  jj- fache  von  P.  Ein  technisches  Instrument  zur  Ver- 
gleichnng  der  Kräfte  ist  das  Dynamometer,  das  im  wesent- 
lichen au«  einer  starken  Feder  besteht,  deren  Formänderung 
ein  Maß  für  die  Größe  der  angreifenden  Kraft  bildet  Als 
Einheit  der  Kraft  gilt  das  Kilogramm  (kg). 

Behält  eine  Kraft  ihre  Größe  und  Richtung  dauernd  bei, 
■o  heißt  nie  konntaut,  audemfalls  verUiiderlicb. 

Zeicbnerisch  pflegt  man  die  Kräfte  durch  geradlinige  Pfeile 
darzustellen,  deren  Hichtung  die  Attinnslinie  ist  und  deren 
Länge  in  dem  gewähltün  Maßstab  durch  ebensoviel  Läiigen- 
einhiuten  bestimmt  ist,  als  die  Kraft  KraCteinheiten  besitzt. 
Meist  wini  lier  Pfeil  im  Angi'ifi'apunkt  der  Krall  anfangend 
geKeiclmet. 
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5.  Wirkung  and  Oegenwirknng. 

Die  Eri'iihrung  lehrt,  daß  Kräfte  nie  eiiv/.eln  auftreten, 
f  BoiKlerii  stets  iHiarweiee.  Jetler  Kraft  entspricht  eine 
Gegoutriift  von  der  bleichen  Größe,  die  in  dieselbe 
Aktionslinie  fällt,  jedoch  die  umgekehrte  Richtung  hat. 
Ein  Zug  au  dem  einen  Ende  eiiiea  f^eile8  ruft  einen 
gleichen,  entgegengesetzt  gerichteten  am  anderen  Seilende  her- 
Tor,  Ein  Km-per,  der  mit  einem  gcwisaeu  Druck  auf  einer 
Unterlage  ruht,  erfährt  seinerseits  einen  Gegendruck  seitens 
der  Unterlage  von  derselben  (irntle,  aber  entgegengesetzter 
'  Bichtung.  Ein  an  den  Endpunkten  unterstützter,  durch  senk- 
^Kretrlite  Kräfte  belasteter,  horizontaler  Balken  Uht  auf  jede 
^^■Stötze  einen  bestimmten  senkrecht  nach  unten  gerichteten 
^^■Auflagerdruck  aus,  umgekehrt  erfuhrt  der  Balken  von  jeder 
^^KßtÜtze  den  gleichen,  senkrecht  nach  aufwärts  gerichteten  äegen- 
^^Bdmck,  den  StiUzenwiderstand.  Die  Sonne,  die  mit  einer 
^^■bestimmtea  Anziehungskraft  auf  die  Erde  einwirkt,  wird  ihrer- 
^^Kfleita  von  der  Erde  mit  der  gleichen  Kraft  angezogen. 
^^P  In  einzelnen  Füllen,  wie  etwa  bei  dem  gegenseitigen  Ver- 

hBltnis  von  Sonne  und  Erde,  wo  das  Bestehen  der  Gegenkraft 
nicht  ohne  weiteres  zu  ersehen  war,  hat  dieser  aus  der  Er- 
fahrung gewonnene  Satz  zu  ihrer  klaren  Erkennung  geführt. 
Wie  aus  den  auf  geführten  Beispielen  hervorgeht,  können 
Kräfte  nur  dann  auftreten,  wenn  Körper  vorhanden  sind,  welche 
als  Träger  der  Kräfte  dienen. 


III.  Abschnitt. 
Htatik  des  Masseupuiiktes. 

Ük)  Kräfte,    die  an  einem  Funkt  angreifen  und  in  derselben 
Ebene  wirken. 

Zusammensetzung  von  Kräften,  welche  In  dieselbe  Wirkungs- 
linie fallen, 
Haben  alle  Kralle   die  gleiche  Richtung,  so  addieren   sie 
tiob  nach  der  in  Absatz  4  gegebeneu  Erklärung.     Ist  ein  Teil 


i)       Erate  Abteilung.    Grundlehren  und  Statik  des  Masienpnnktes. 

der  Kräfte  den  anderen  entgegengesetzt  gerichtet,  so  kann  man 
zuerst  die  nach  der  einen  Richtung  wirkenden  Kräfte  sununieren 
und  darauf  die  entgegengesetzt  gerichteten.  Die  größere  Siunme 
kann  nun  in  zwei  Werte  zerlegt  werden,  von  denen  der  eine 
ul>Holut  genommen  gleich  dem  Gesamtbetrage  der  entgegengesetzt 
gif  richteten  Kräfte  ist,  so  daß  diese  beiden  Betrage  einander  auf- 
)j<'ben.  Der  resultierende  Rest  gibt  dann  die  Große  der  alle 
Kinzelkräfte  oder  Komponenten  ersetzenden  Mittelkraft 
oder  Resultante  an,  deren  Richtung  dieselbe  ist  wie  diejenige 
4ler  die  gnißore  Summe  ergebenden  Einzelkräfte.  Der  Vorgang 
ifiüL  HJch  erheblich  kürzer  beschreiben,  wenn  man  die  in  der 
4'iiieij,  l)eliel)ig  angenommenen  Richtung  wirkenden  Kräfte  als 
(joHitiv  und  die  in  der  entgegengesetzten  Richtung  wirkenden 
uIn  ii(5gativ  bezeichnet.  Man  erhalt  dann  den  Satz:  Die 
(iröüti  und  Richtung  der  Mittelkraft  ist  durch  die 
lilgi^braiHche   Summe  der  Einzelkräfte  bestimmt 

Hi'iMpii'l  1.  Tn  derselben  Wirkuiigslinie  und  Bichtimg  greifen 
Hfl  «iiH'iii  J'iiiikt  an  die  Kräfte  Pj  =  25kg,  Pg^öOkg,  P3  =  39kg. 

l)ji'   (iWilio   ihr  Mittelkraft   ist    //=  25 -r  50  +  39  =  114  kg. 

Jd'iHpiol  2.  In  derselben  Geraden  wirken  an  einem  Punkt 
«liit  Ki.iflp  /',  IHkg,  Pj  =  57kg,  p8  =  34kg,  P^  =  7kg  nach 
<|if  iifMii  Wirlituiig  und  diekrüfte  P.  =  12kg,  Pg  =  29kg,  P-  =  35kg 
IUI' li  <li-i    i'fil^r<'^<Mige8et7.ten  Richtung. 

liir  Mit  1.1*1  kraft,  ist  nach  Größe  und  Richtung  bestimmt  aus 
lU  I    Ulinliiiii^ 

//        I    IM    I    ;m    I   31  +  7  -  12  -  29 -35  =  + 40kg, 
iilK   wiiU   hImo  iiiirli  dorselhen  Hii-htuug  wie  die  ersten  vier  Kräfte. 

7    Hat/«  vom  Parallelogramm  der  Kräfte. 

All  iiiioiii  l'iiiilil  greifiMi  zwei  Kräfte   l\  und  P^  an,  deren 

^    Kii'ljltiMj^iMi  einen  Winkel  ;•  einsehließen.    Die 

fl        H         '     iiiiWSr  und   {{iehtun^   der  Mittelkraft  er- 

^  ^ilil  NK'li  iiIn  l>iiigi>n:ile  des  aus  den  beiden 

^  Neili-iikräfti'H    /*,  und  II  gebildeten  Par- 

^^  iillnhipinunMiN.     (  Kig.   1."^ 

t^wi^'«   MaI«   IhI    Iiii*i    itl^   Mrfnbrungst.itsaehe  anzunehmen. 


nach    sP^^^>^, 
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Auf  rein  zeicbneriachem  Wege  tindet  maii  die  Mittel- 
kraft am  bequemateu,  indem  ille  beiden  Seitenkräfte  P,  und  Pj 
nach  Größe  und  Kiclitung  aneinander 
abgetragen  werden;  die  Schlußlii 
a,  welche  vom  Ausgangspunkt  nach 
dorn  Endpunkt  gezogen  wird,  »teilt  dann 
die  Mittelkraft  dar.  (Fig.  2.)  Ea  ist  da- 
bei gleiehgöitig.  in  welcher  Reihenfolge  die  Seit«nkräfte  an- 
einimder  abgetragen  werden.  Die  erhaltene  Figur  heißt  das 
KrÜftedreieck. 

Keehnerisch  ergibt  sich  aus  Fig.  1  nach  dem  CosinussatK: 
i;=  =  P,  =  +  Pjä  -  2  Pj  P,  cos  (;r  -y) 


Fig.  a. 


oder 
,  and  daraus 


ß-  =  P.' 


-  2  P,  P,  cos  y 


P  =  /P^s  4-  p^»  +  2  P^  P,  eos  y. 
Die  Neigung  der  Resultante  gegen  die  beiden  Seitenkräfte 
ittdt  sich  nach  dem  Sinusaatz: 


sin  (je  —  y) 
nd  entsprechend 


=  ~      oder 


Bin/!t 
siny 


■  Beide   Olelchungeu    können    zusammen  gefaßt    werden    zu    der 
■Oportion: 
!]ä(a)  sinK:ain^:Bin3^  =  P^-.F^-.R. 

Bilden  die  Seitenkrüft«  miteinander  einen  rechten  Winkel 
K^ig.  --i).   30   ergibt    sich    die  Mittelkraft   nach 
~ein  Satz  dea  PTthagoras: 

P»  =  P^»  -I-  P,* 
nd  daraus 

3)  K-  yp'^+iY. 

Ihre  Neigung   gegen   die  Seitenkräfte  folgt  i 
en  am  rechtwinkligen  Dreieckt 


Fig.  3. 

18  den   Be- 


n 


--/- 


,♦ ,x'  '.  j 
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P  P 

^n  tg«=p*     und     tg/3  =  pS 

iiunt'ou  lut^hrore  nach  verschiedenen  Richtungen  wirkende 
KiUll*^    »^»^   »*i»**^»^»    INinkte   an,  z.  B.   P^,  P^,  P„  P^   (Fig.  4) 

so    kann    man    an 
.^«  zeichnerischem  Weg( 

•      **..^  zuerst  Pj  mit  P,  21 

einer  Mittelkraft  za 
sammensetzen,  da 
rauf  diese  Mittelkraf 
mit  P3  zu  einer  neuei 
Mittelkraft,  welch« 
mit  P4  zusammen 
gesetzt  die  Mittel 
kraft  1?  aller  Seiten 
kräfte  nach  Größ< 
uimI  |{it^l»i*»»K  •'H^f*'***  Anstatt  stets  die  einzelnen  Parallelo 
irruiumo  zu  /oiohnoii,  kommt  man  bequemer  zum  Ziel,   wem 

man  die  Seitenkräft< 

^  *  der  Reihe  nach   an 

einander  abträgt  un( 
die  Schlußlini< 
des  so  erhaltene! 
Kräftepolygons 
vom  Ausgangspunk 
bis  zum  Endpunk 
des  Polygons  ziehi 
(Fig.    5.)       Dieselbe 


KiK.  4. 


V 


^--^^ 


nlr 


FiR.  6. 

,lio  Mittelkraft  B.  dar. 


llniMpiol  IJ.  Zwei  rechtwinklig  zueinander  stehende  Kraft« 
/',  V»>Kff  und  i'jj  =  50kg,  die  an  einem  Punkt  angreifen,  sine 
^u  oiniM'  Mitti'lkraft  JK  zusanunenzusetzen ,  deren  Größe  und  Neigunj 
^M'^Th    /*,    iH'siiinnit  werden  soll. 

hii»   Itoi'linung  ergibt  nach  Gleichung  (3): 


7e  =  ]/75«+  50^  ~  90,2kg 
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lud  nach  Gleiehung  (4) 


ÖO 


111(1     j3~3(iH9'. 


Beispiel  4.  Die  Richtungen  zwei 
=  65  kg  aoUließeH  einen  Winkel  von  6i 
•  Mittelkraft  H  und  deren  Neigung  a  i 

Nadi  Gleichung  (IJ  ist: 


li  = 

-■  yi20*  -f  85»  +  2 

■  120 

■  85 

■  cos  60"  r 

^  r 

Nach 

Gleii'hung  (2)  ist: 

85       . 

8ina=  ^-g^^  sui 

.eo» 

um! 

" 

~24" 

'22' 

120 

sin  fl  = 8111 

'^       178.4 

60"     und 
Kontrolle: 

ß 

^sb" 

'38' 

y 

=rco' 

r  Kräfte  1\  =  120kg. 
"  ein.  Zu  bereühnen  ist 
lä  ß  gegen  Pj .  bezw.  Pj. 

178,4  kg. 


Beispiel  ö.     Die 
■  einen  Winkel 


Wirkuugslinien   derselben    Kräfte   schließen 
on    60"  ein,   jedoch    ist    P^   entgegengesetit 


In  d^n  obigei 
,  al£o 


Gleichungen  ist  J*j   als   negative   Kraft  ■ 


a  — yi20»+  85*  —  2 


120  ■  85  ■  ci 
ji  60*,     K  -^ 


60"  ~  106,9  kg, 
-4  30  32', 


106,9 
130     , 

''^^^        106,9" 

•  Winkel  a  ist  von  P,  aus   nach    der  anderen  Seite  abzutragen 
Sid  ß  ergänzt  ihn  in   120",  dem  Winkel,  welchen  die  Eichtungen 
:  beiden  Seitenkräfte  einschließen. 

spiel  6./An  einem  Tunkt  greifen  vier  Kräfte  an  P,=370kg, 
fc  =  715  kg,  P,  =  655  kg  und  P^  =  890  kg.  P,  schließe  mit  P, 
Ten  Winkel  a  =  30*  ein,  P^  mit  Pj  den  Winkel  ß  =  70*  und 
^  mit  P3  den  Winkel  y  =  50*.  Die  Größe  und  Lage  der  Mittel- 
;  B  gegcQ  Pj  ist  auf  zeichnerischem  Wege  zu  ermitteln. 
Man  zeichnet  nach  Fig.  5  das  entsprechende  Kräftepolygon  in 
iaem  beliebig  gewUhlton  Kräftemaflstab,  etwa  10  kg  =  3  mm. 
>i[rcli  Abmessen  aus  der  Zeichnung  wird  £  ^^  1450  kg>  und  der 
(leigiingswinkel   f  "-  85"  50'   erhalten. 
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8.  Zerlegung  von  Kräften. 

Die  Zerlegung  einer  gegebenen  Kraft  in  zwei  oder  mehr 
Einzelkräfte,  die  in  demselben  Punkt  angreifen,  erfolgt  in  um- 
gekehrter Weise.  Meist  wird  gefordert,  daß  die  beiden  Seiten- 
kräfte einen  bestimmten  Winkel  a  einschließen  (Fig.  1)  und 
daß  die  eine  Seitenkraft,  beispielsweise  P^,  unter  einem  gegebenen 
Winkel  a  gegen  die  ursprüngliche  Kraft  R  geneigt  ist.  Die 
Größe  der  Kräfte  P^  und  Pg  berechnet  sich  dann  nach  der 
Gleichung  (2). 

Wenn  die  beiden  Seitenkräfte  einander  gleich 
sind  und  mit  der  ursprünglichen  Kraft  je  den  Winkel  a 
einschließen  (Fig.  6),  so  ermittelt  sich  ihre  Größe  aus 
der  Gleichung: 

^  J  cos  a 

Ein  sehr  häufig  wiederkehrender  Fall  ist  der, 
daß  die  Seitenkräfte  aufeinander  senkrecht  stehen 
sollen  und  daß  die  eine  P^  einen  gegebenen  Winkel  a 

mit    der  ursprünglichen    Kraft  B  einschließt.    (Fig.  3.)     Man 

erhält  dann: 

(6)  P^^  li*  cos  a     und     P^  =^  R  •  sin  a. 

Diese  Zerlegung  wird  benutzt,   um  die  Mittelkraft  einer 

Anzahl  Kräfte  P^,  P.,  Pg,  P^,  •  •  -, 
die  in  demselben  Punkt  angreifen, 
rechnerisch  zu  bestimmen.  Man 
wählt  zwei  beliebige,  aufeinander 
senkrecht  stehende  Richtungen,  die 
X-  und  die  F-Achse,  nach  denen 
die  gegebenen  Kräfte  zerlegt  werden. 
Sind  die  Winkel,  welche  die  Kräfte 
mit  einer  dieser  Richtungen  z.  B. 
der  X-Ache  bilden,  zu  «i  ?  «g ,  «3,  a^ , •  •  • 
aufgemessen  worden  (Fig.  7),  so  er- 
hält man  die  einzelnen  Seitenkräfte  nach  der  X-  bezw.  Y- 
Achse: 


Fig.  7. 


m 

i'i 

_P,  -CO.«,, 

y,  =  P,  ■  Bin  K, 

X, 

-  P,  .  CO,  »,, 

i;  =  P,  ■  »in  a, 

X. 

=  Pj  ■  coa  «g, 

i;  =  Pj  ■  Bin  ß. 

A', 

=  P,  ■  COB  «,, 

i;  =  P,  ■  sin  a. 

■Die  Seitenkräfte  X^.  A'j,  A'j,  •  ■  ■  welche  dieselbe  Bichtungatinie 
rliabeQ,  gummieren  »ich  zu  eiu^r  (jesamtkntft  X  und  ebenso 
f  die  Seitenkräfte  1\,  Y,,  }\,  -  zu  der  tiesRmtkraft  1'.  Diese 
['beiden  Einzelkräfte,  die  aufeinander  senkrefht  stehen,  werden 
nach  Gleicliun^  (4)  zu  einer  Mittelkraft  zusammengesetzt: 

[eren  Neigung  tt  gegen  die  X-Achse  sirh  ergibt  aus  einer  der 
Heichnngen: 

cos  a  =  j,      oder      tg  k  =       ■ 


I 


Wenn  die  Wahl  der  beiden  Achsenrichtungen  freisteht, 
.  man  zweckmäßig  die  eine  Achse  mit  einer  der  gegebenen 
m  fallen  lassen. 


ptel  7.  Die  Strehe 
«inesH&Dgewerkes  ist  unter  emem 
Winkel  von  ii=  40"  mit  dem  ho- 
xizontalen  Dachbalken  verzapft. 
Der  Strebendruck  be- 
=  ÖOOO  kg,  die  wage- 
Ate  Seitenkraft  ff  und  die 
achte  V  sind  ku  berechnen. 
Nach  Gleichung  (6)  ist 

H  =  5000  .  cos  40"  —  3830  kg 

1*  =  5000  ■  sin  40° --3214kg. 

Beispiel  8.      Die    Eolbenstange    einer    Dampfmaschine   Qber- 

i  auf  den  Ereiukopf  einen  Druck  /"  =  4900  kg.     Zu  berechnen 

,   der  Druck  S,    den    diß  Schubstange    erhalt,   und    der  Nonnal- 

' :  If  des   Kreuzkopfes   auf  die    Gleitbahn   in   dem   Augenblick, 
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wo  Schubstange  und  Kurbel  senkrecht  aufeinander  stehen.  (Fig.  9.) 
(Bei  liegenden  Betriebsdampfinaschinen  wählt  man  gewöhnlich  die 
Länge   der   Schubstange   gleich   dem   fünffachen    des  Eurbelarmes.) 


\ 


\ 


/ 


/ 


Fig.  9. 


Der  Winkel  Jjiergibt  sich  aus  tgß^j  zu  ~  1 1®  20'.    Ferner  ist 


■  A 


s  = 


4900 


rvj 


5000  kg 


und 


cos/3       cos  11^20' 
N=^P'igß^  4900  •  l  =  980  kg. 


Beispiel  9.  Die  Kraft  I(  =  12500  kg  soll  in  zwei  Seiten- 
kräfte  zerlegt  werden,  die  einen  Winkel  von  75®  einschließen  und 
deren   eine  P^   gegen  B  um  30®   geneigt  ist.     Die   Größe   von  P^ 


und  Pjj  ist  zu  ermitteln. 


Man  erhält  nach  Gleichimg  (2) 


12500 -sin  45®       ^,,^, 

P.  = .-  - -n ~  9150  kg 

^  sin  75®  ^ 


und 


^2  =  - 


12500  .  sin  30® 


in  75® 


-  -    r>j 


sm 


6470  kg.; 


Beispiel  10.  Die  Größe  der  Mittelkraft  jB  und  der  Neigungs- 
winkel £  in  Beispiel  6  ist  auf  rechnerischem  Wege   zu  bestimmen. 

Als  Richtung  der  X-Achse  wird  die  der  Kraft  P^  gewählt 
und  s(?nkr(.'cht  dazu   die    F-Achse  angenommen.     Man  erhält  dann: 


^i-J\                 =  +  370     kg 

Y,                         -        0     k| 

Xjj  —  P2  cos    30®  —  +  619,2  „ 

Yo  -  P2  «in     30®  -    357,5  „ 

X^^PyCos  100®   -  -  113,7  ., 

r,  -  P3  sin  100®  -     645      ., 

X^  -  I\  cos  150®  -  -  770,7  ., 

r^- P^sin  150®-    445      ,, 

X  -  +  105,8  kg 

r=  1447,5  kfl 

in.  Abschnitt.     Ststik  äet  Magsenpiinktea 


=  ys^  +  ~Y'- 

Y 


1451kg, 

85°  49'. 


Man  ersieht,  daß  die  ueichneriscbe  Bestiiiimung  ein  für  t«ch- 
nische  Zwecke  hinreichend  genaues  Resultat  ergibt. 

Beispiel  11.  Gegeben  sind  die  folgenden  an  einem  Punkt 
an  greifenden  Krüfte  abaolut  genommen  und  ihre  Neigimg  gegen  die 
Hiirizontale,  wobei  der  Npigungawinkel  stets  in  demselben 
Sinne  gemessen  wiril. 


P^  -  1247  kg 
Pj  =  S124  „ 


Nicbnen  ist  die  Größe 
eselbe  Rechnung  wie 
UHU     1 14733  kg.      T^ 


Pß  =  1658  ,. 


,  =     80"  12' 
.  -  117"  3:>' 


,  =  324" 53' 


id  Neigung  der  Mittfllkmft. 
.  Beispiel  10  ergibt  Z  ~  -  1891  kg 
beide    SeitenkrSfte    negativ    sind,    so 
laut  die  Mittelkraft    in    läen    dritten    Quadranten.     Ihre   Gröfle   er- 
mittelt sieh  zu    fl-^  14854  kg.     Ihr  Neigiiiigswinkel  wird 


„==  180"+  82041'  =  aiil»"  41' 


^^V  9.    Qleichgewichtsbediagiuigen. 

^^B  Xach  der  in  <ier  Einleitung  g^egebeneu  Definition  befinden 

^^P^ch  BD  demselben  l'imkt  UDgreifendc  Kräfte  im  Gleichgewicbt, 

wenn  sie  sich  in  ibrer  Wirkung  aufheben,  mit  anderen  Worten, 

wenn  sie  bei  der  Zuaamniensetzung  keine  Mittelkraft  ergeben. 

Zeichnet  man  also  das  Kriifti^polygon  für   den  Fall 

dea    Gleichgewicbtes,    so    ergeben    die    Seitenkrüfte    eine 

geschlossene  Figur,   da  die  Länge  der  Scidußlinie,   welche 

die   Mittelkraft  reprüsentiert.  gleich  Null  ist. 

Bei   der   rechnerischen    Behandlung    erhält    man   für   das 
leichgewicbt  die  Bedingung 
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\ß^  f}^lti(f  Summanden  als  Quadrate  stets  positiv  sind,  so  muß 
j«r^<^r  Ulr  sich  gleich  Null  sein,  um  diese  Bedingung  zu  erfüllen; 
:isiv/  iijuß  sein: 

.\  =  o  und    r=o, 

d,  h,  die  algebraische  Summe  der  Komponenten  nach 
zwei  aufeinander  senkrecht  stehenden  Achsen  muß 
für  jede  Achse  den  Wert  Null  ergeben.  Der  Satz  gilt 
unter  der  Bedingung,  daß  die  Kraft«  an  einem  Punkt  angreifen 
und  in  derselben  Ebene  wirken. 

Für  den  Fall,  daß  nur  drei  Kräfte  vorhanden  sind,  läßt 
sich  die  Gleich gewichtsbedingung  auch  wie  folgt  aussprechen: 
.Jede  Kraft  muß  gleich  der  Mittelkraft  der  beiden  anderen  sein 
und  die  umgekehrte  Richtung  derselben  haben. 

Beispiel  12.  Zwei  Kräfte  P^  =  350kg  und  Pj  =  620kg 
schließen  einen  Winkel  von  y  =  40®  ein.  Die  Kraft  P,  welche 
ihnen  das  Gleichgewicht  hält,  ist  zu  bestimmen. 

Nach  (ileichung  (l)  ist 

1^  =  p^2  +  i>j«  +  2P1P2  COS  y  ~  916  kg. 


Die    Neif^'ung    der    Mittelkraft   JR    gegen    P^    und    P,    folgt    nach 

und 


Pj  sin  y 

(ileichung    (2)     aus      sina  =  — --— ^ 


sm  p  =  —      —     zu 


'^yyy^y^.^/yy^;y/y.^A 


u  -:  2')"  17'      und     ß  ==  14^13'. 

I)i(i  Neigung  der  das  Gleichgewicht  bewirkenden   Kraft  P  ergänzt 

diese  Winkel  zu  180®,  man  erhält 
also  a  =  154^13'  und  ^'=  165*47'. 

^  Beispiel  13.  An  zwei  Fäden 
hangt  eine  Last  P  =  20  kg  senk- 
recht nach  unten,  die  Winkel,  welche 
die  Fäden  mit  der  Wirkungslinie 
von  P  einschließen,  seien  a  =  60®, 
|3  «  40^  (Fig.  10).  Die  in  den 
Fäden  auftretenden  Spannkräfte 
PjL  und  Pg  sind  zu  berechnen. 

Die  beiden  Kräfte  P^  und  P, 


^.a^. 


Fig.  10. 


müssen  der  Last  P  das  Gleichgewicht  halten,  folglich  ist  das  Kräfte- 
droieck  geschlossen,  aus  dem  P^  und  Pg  sofort  zeichnerisch  einnittelt 
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werden  können.     RechnPiiseh  erhält  man  unter  Zugraiidelegnng  üeü 
Kväftedreiflcka 

Hieraus  ergibt  sich   P,  ^^  13,1  kg  und   P.  '^  17,6  kg. 


i 


b)  Kräfte,  die  an  einem  Punkt  angreifen  und  nach  beliebigen 
Bicbtungen  im  Baume  wirken. 

10.   Satz  vom  Parallelepiped  der  Erärte, 
Au  dem  Punkt  A  greifen  die  drei  Punkte  i', ,  P,,  P,  an, 

die   nicht    in    derselben    Ebene    liegen    (Fig.  11).     Man    setzt 

zaeret  die  beiden   Kräfte   Pj   und   P.   zu   einer  Mittelkraft  li' 

zneammen,   die  iu  die  Ebene  von  Pj 

nnd  Pj  fällt.     Nun   wird   Ti'  mit  I'g 

zusammengesetzt    zur    R«sultuiite    //, 

die  in  der  Ebene  von  P„  und  IC  liegt. 

Verroll  stand  igt  man  die  Figur  durch 

die  punktierten  Linien,  so  sieht  man. 

dafi  die  Mittelkntft  R  die  Diago- 
nale des  Parallelepi{>eda  aus  den 

orsprCngiichen  drei  Kräften  ist. 

J{  ist  auch  hier  die  SchluBlinie  AD  des  räumlifhen  Polygons 

A,.BCD,  das  durch  Aneinandersetzung  der  drei  Kräfte  P,,  Pj,  P^ 

entsteht. 

Für  den  häufig  wiederkehrenden  Fall,  daß  die  drei  Seiten- 

Icräfte  aufeinander  senkrecht  stehen,  ergibt  sich: 

K'*  =  P,s  -t-  Pj* 
P»  =  P,ä  +  p^*  +  Pj» 
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11.  Mittelkraft  einer  beliebig^en  AnzaU  von  Kräften,  die  in 

demselben  Punkt  anirreifen. 


Die  Ermittelung  erfolgt  rechnerisch,  indem  man  durch 
den  Punkt  drei  aufeinander  senkrechte  Achsen  legt,  die  X-, 
die  Y-  und  die  Z- Achse,  und  die  einzelnen  Krafle  Pj,  Pj,  Pj,  •  •  • 
in  ihre  Seitenkräfle  nach  diesen  Achsen  zerlegt.  Wird  der 
Winkel,  den  I\  mit  der  X-Achse  bildet,  a,  genannt,  ebenso 
der  mit  der  F-Achse  ß^  und  der  mit  der  Z- Achse  y^  usf.,  so 
erhält  man: 

Xi  =  Pi  cos  «1,     Yj  =  P^  cos  ß^y     Zj  =  P^  cos  y^ 

Xg  =  Pg  cos  «2,     y^  ^  ^t  ^^^  A>     ^i  ^  ^t  ^^^  Vt 
X,  =  Pj  cos  «3,     Tj  =  Pj  cos  ^3,     Zj  =  P,  cos  y^ 

Die  Seitenkrafte  nach  den  einzelnen  Achsen  sununieren   sich 
algebraisch,  es  ist  also 

X  -  Z(P  cos  a),      Y=^  2:{F  cos  ß),     Z  =  Z-(P  cos  y) 

und  die  Mittelkraft  1?  dieser  drei  Kräfte,  welche  die  sämtlichen 
P  ersetzen,  wird  nach  Gleichung  (7) 

(8)  ii=yx^'+Y^  +  zK 

Die  Winkel  a,  /3,  y,  die  1?  mit  den  Achsen  bildet,  ergeben 
sich  aus  den  Gleichungen: 

X  Y  Z 

(\))  cos  «  =  1>  ,     cos  /3  =  ^- ,     cos  y  =  T>  • 

iC  Xt  ii 

Beispiel  14.  Gegeben  sind  die  Kräfte  P  und  ihre  Neigungs- 
winkel gegen  die  positiven  Richtungen  der  drei  beliebig  durch  den 
Angritrspunkt  gelegten  Achsen  X,  F,  Z,  die  aufeinander  senk- 
recht stehen. 


P 

a 

ß 

/ 

1. 

1200  kg 

30^ 

60<^ 

9()<^ 

9 

Ab  • 

2100  „ 

120® 

4o® 

240« 

3. 

1500  „ 

45® 

270<^ 

225« 

4. 

1900  ,. 

300« 

225<^ 

GO« 
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Es  ergibt  sich  daraus 

12  3  4 

C=  +  1200 -^"l/ä— 2100..;  +1500-4^y2 +  1900-^  kg 
"  —  +  1200*  +  2100 -ll^ä +  1500-0  —IdOO-iYi  „ 
.+  1200-0        — 2100-J-        — 1500-i-V^+1900-i 

ffolgHch      X  =  +  2000;      F  =  +  741,4;     Z 1160,7  kg     und 

l.&ach  Gleichung  (^8)  ß  "^  3428  kg.     Die  Neigungswinkel  der  Mittel- 
f  Icraft  werden 


12.   Oleichgewichtsbedlngimgen. 
Wciim  die  Kräfte  P,.  F^,  1\,  ■  ■  ■  sich  in  ihren  Wirkungen 
knaf heben,   kann    bei    der  Zusammensetzung    keine   Mittelkraft 
mtstehen.  es  muß  also  X  =  0,  i'=0,  2=0  sein.    Wenn  man 
lierin  die  Ausdrücke  einsetzt,  filr  welche  die  Zeichen  X,  Y,  Z 
Abkürzungen   eingeführt    waren,    so    ergeben  sich   als  nll- 
;e  in  eine    Gl  ei  chgewichtsbedin  gütigen    des    materiellen    Punktes 
pdie  drei  Gleichungen: 
r(10)     2:(Pco8o|=0,     i:(Pcoaß)  =  0,     i:(Pcosy)  =  0. 

An  einem  Mtissenpunkt  halten  sich  beliebig  viele 

I  Kräfte  das  Gleichgewicht,   wenn  in  bezug  auf  ein  be- 

Ijiebiges  rechtwinkliges  Achsenkreuz  die  algebraische 

Bnmme    der     bei     rechtwinkliger    Zerlegung     iu     jede 

Achsenricbtung  fallendeu  Seitenkräfte  gleich  Null  ist, 

TJmgekeiirt-  gilt:    Wenn   iu   bezug   auf  jede  von  drei  be- 

slimmtet),  aufeinander  rechtwinklig  atdiendeu  Achsen  die  Summe 

der    Seiteakräfte  Null    ergibt,    so   findet   das  gleiche   iu  bezug 

VAnf  jede   beliebige  andere   Lage   dea   Achsenkreuzes   statt   und 

Idie  Kräfte  siud  im  Gleichgewicht. 

Häufig  vereinfachen  sich  diese  Gleichgewichtsbcdingungen 

ganz  wesentlich,  wie  uns  dem  naclifolgenden  Beispiel  hervorgeht. 

eispiel  15.     An  einem  aus   drt^i  Streben    guLildeten  üerüst 

L  bSagt   eine  Last    Q=  1800  kg.     Die    in   den  Streben   auftretenden 

I  I>nickkrBfte   P  sind  zu  berechnen,  wenn  erstere  mit  tter  Richtung 

1  Q  einen  Winkel  a  =  20"   einschließen  (Fig.  12). 
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Da  alle  drei  Streben  mit  Q  denselben  Winkel  bilden,  sind  die 
Druckkräfte  in  ihnen  gleich,  also  P^  =  l\  =  I\.     Ihre  senkrechten 

Komponenten    müssen    zusammen     gleich 
Q  sein: 

Pi  cos  a  +  -P»  cos  a  +  P5  cos  a  =  Q 

Q 

-     oder  3Pcosa  =  (?  und  daraus  P=  \     —  . 

3cosa 

was   bei  Einsetzung  der  obigen    Zahlen- 
werte    P  '^  640  kg    ergibt. 

Die  in  der  horizontalen  Ebene  senk- 
recht zu  Q  wirkenden  Kräfte  Pj  sin  a, 
Pgsina,  Pjsina  müssen  sich  gegenseitig 
authel)en.  Aus  dieser  Bedingung  bestimmt  sich  die  Stellung  der 
drei  Streben  gegeneinander,  denn  das  Kräftedreieck  der  drei  gleichen 
Kräfte  P  sin «  muß  geschlossen  sein.  Die  Fußpunkte  der  Streben 
bilden  also  ein  gleichseitiges  Dreieck. 


Fig.  12. 


Zweite  Abteilung. 
Statik  starrer  Körper. 


IV.  Abrichnitt. 
Starre,  frei  beweirlirho  Körper. 
s)  In  einer  Ebene  wirkende  Kräfte. 
13.  An  einem  Punkt  angreifende  Kräfte. 
Die  im  vorateljczideii  hergeleiteten  Siltze  über  die  Znsam- 
mensetzuiig,  die  Zerlegung  und  das  Gleich  gewicht  von  £räften 
sind  uater  der  Voraussetzung  entwiclcelt  worden,  daß  die  be- 
treffenden Kräfte  au  eiaem  einzelnen  Masaeupunkt  angreii'en. 
Derartige  istilierte  Maasenpiinkte  gibt  es  jedoch  in  Wirklichkeit 
nicht,  vielmehr  geboren  dieselben  stets  einem  aus  unendlich 
rielen  Mnssenpunkten  bestehenden  Körper  an.  Die  abgeleiteten 
Sütze  bebalten  aber  ihre  Gültigkeit,  wenn  nur  die  etwaigen 
Kraft  Wirkungen  der  benachbarten  Massen  punkte  in  Rechnung 
gezogen  werden,  da  übur  die  Art  der  au  dem  betreffenden 
Ponkt  angreifenden  Kräfte  keinerlei  Voraussetzung  gemacht 
ifiirde.  Um  diese  VeruUgemeinenmg  oline  eine  Abänderung 
des  Ansdrackea  vornehmen  zu  können,  wurde  in  dem  ÄbBchnitt 
von  der  Statik  des  Massenpunktca  v(m  vorneherein  von  Kräften 
gesprochen,  die  an  einem  Punkt  »ngreifen,  wobei  allerdings 
damals  vorausgesetzt  wurde,  lialJ  dieser  Punkt  ein  isolierter 
Massenpunkt  sei. 

14.    An  verschiedenen  Punkten  angreifende  Kräfte. 
Um  die  an  einem  endlich  begreiiaten  starren  Körper  beliebig 
angreifenden  Kräfte  zu  untersuchen,  sind  bestimmte  Annahmen 
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zu  machen^  die  zu  einer  einfachen  Lösung  der  in  Frage  kom- 
kommenden  Aufgaben  f&hren.  (^ine  derartige  Annahme,  die 
zuerst  an  einfachen  Fällen  erfahrungsgemäß  als  gültig  erwiesen 
wurde,  bildet  auch  der  in  Absatz  5  entwickelte  Satz  Ton  der 
Wirkung  und  Gegenwirkung.)  Die  Richtigkeit  dieser  Voraus- 
setzungen (Axiome)  folgt  aus  der  Übereinstimmung  der  damit 
erhaltenen  Resultate  mit  der  Wirklichkeit.  Im  vorliegenden 
Fall  ergibt  das  in  Absatz  3  an  Beispielen  klar  gelegte  Axiom 
von  der  Verschiebung  einer  Kraft  in  seiner  Wirkungslinie  die 
Lösung. 

Die  in  den  Punkten  A  und  B  eines  festen  starren  Körpers 
angreifenden  Kräfke  Pj  und  P, ,  deren  Richtungen  den  Winkel  y 

einschließen,  (Fig.  13),  lassen  sich 
nach  dem  angeführten  Gmnsatz 
nach  dem  Schnittpunkt  C  ihrer 
beiden  Wirkungslinien  verschie- 
ben, wo  sie  in  bekannter  Weise 
zu  der  Mittelkraft  P  zusammen- 
gesetzt werden  können.  Die  Größe 
von  P  und  die  Lage  ihrer  Wir- 
kungslinie ist  dadurch  festgelegt, 
während  der  Angriffspunkt  an 
beliebiger  Stelle  des  Körpers  anf 
dieser  Wirkungslinie  angenommen  werden  kann.  Zur  rechne- 
rischen Bestimmung  der  Mittelkraft  P  und  ihrer  Neigungs- 
winkel a  und  ß  gegen  P^  bezw.  Pj  dienen  folglich  die  Gleichungen: 


Fig.  13. 


(1)  li  =  ]/Pi«  +  Pg^  +  2F,P,  COS  y, 

(2)  sin  cf :  sin  /3  :  sin  y  =  F^:  1\:  B. 

Auf  zeichnerischem  Wege  erfolgt    die  Ermittelung   mit   Hilfe 
(los  Kräftedreiecks. 

Steht  der  Körper  unter  dem  Einfluß  beliebig  vieler  in 
einer  Ebene  liegenden  Kräfte,  so  lassen  sich  zwei  derselben 
nach  dem  obigen  Verfahren  zu  einer  Mittelkraft  P'  zusammen- 
setzen, diese  wieder  mit  einer  dritten  Kraft  und  so  fort.  Läßt 
man   wie   in  Fig.  4  bezw.  5  die  überflüssigen  Linien  weg,   so 
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ergibt  sich  aucli  hier  die  Mittelkraft  ihrer  firöße  und  Richtung 
nach  als  Schlußiiiiie  des  entsprecheudeu  Kräfte polygous.  Jedoch 
ist  damit  die  Lage  der  WirknngBlinie  noch  nicht  bestimmt, 
Zti  dem  Zweck  werden  zu  den  Kriiften  P,,  Pj,  I\,  ■  ■  •  die  in 
dieselbe  Wirknngslinie  fallenden,  einander  gleichen,  aber  ent- 
g^^ngeaetzt  gerichteten  KräftePp  und  P^' hinzugefügt  (Fig.  14a). 
Pu  wird   mit   P,   mit   Hilfe    des   besonders  heransgezeichnetea 


I 


L 


Fig.  14  a,. 


Kräftedreiecks  vereinigt  (Fig.  14b)  zu  der  Mittelkraft  P,,  die 
in  die  erste  Fipur  vom  Schnittpunkt  der  beiden  Kräfte  P,,  und 
/*,  nach  Richtung  und  Größe  abgetragen  wird.  Jetzt  wird  B, 
mit  Pj'in  derselben  Weise  zu  IL  zusammen  gesetzt,  die  wieder 
in  Fig.  16a  übertragen  wird,  ebenso  die  aus  Pj  und  P^  erhaltene 
Kraft  /fj,  femer  P,  ans  P,  und  P^  und  endlich  Pg  aus  Ji^ 
und  Pfl'.  Die  auf  diesf  Weise  erhaltene  Mittelkraft  Jt^  ist 
gleich  und  gleichgerichtet  der  ohne  Einschaltung  der  beiden 
■ich  aufhebenden  Kräfte  I'g  und  P^'  erhaltenen  11^'.  Die 
Kraft  itj  wird  noch  in  die  Figur  14a  nach  dem  Schnittpunkt 
Ton  P,  mit  P„'  übertragen,  womit  die  Wirkungslinie  der 
Mittelkraft  E^^  gegenüber  den  gegebenen  Kräften  P,,  P,,  Pj, 
P,,  Ps  festgelegt,  ist. 

Die  sämtlichen  Kräfte  P  schneiden  sich  in  der  Figur  14b 
in  einem  Punkte,   dem   sogenannten  Pol  des   KrUftepoIygons, 
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dpBsen  IiAge  beliebig  ist,  da  die  Größe  und  Richtung  der  beiden 
Zusatzkräfte  Pg  und  P^',  welche  die  Lage  des  Pols  gegenüber 
L  P^,  Pe,  -  ■  ■    sieben    hatten,    beliebig  angenoinroen   war.      Die 

H  Wirkung^linien  der  einzelnen   Hesultanten  iu   Figor   14a  sind 

H  parallel  den  entsprechenden  in  der  Figur  14b.    Man  erhält  so 

H  für  die  zeichnerische  Bestimmung   der  Größe  und   Wirkungs- 

H  linie  der  Mittelkraft   einer   beliebigen  Anzahl  Kräfte   die    fol- 

^L  gende   Vorschrift  (t'ig-  lf»a  und  b): 

.  Man  zeichne  das  Polygon  der  Einzelkräfte  besonders  heraus, 

die   Schlußlinie   desselben   gibt  dann   die   Größe  und  KJchtung 
_  der  Mittelkraft  li  au.     Ilierauf  nehme  man   einen    beliehigai 

Pol  ^   im  Kräfteplan  an,   von  dem  aus  niieh  den  Endpuuklm 
aller   Kräfte   Polstrahlen   (BI),  (1 11),  [H  Jll  \.  \UI  IYk 
{IV  li)   gezogen    werden.     Parallel    zn    den   Polstrahlen   zieht 
man   in  der  Kräftetigur  durch   einen  beliebigen  Anfangspunkt 
die  Linien  (1  R),  (1  2),  (2  3),  (j^  4)  und  (4  B),  das  sogenannte 
Seilpolygon.     Der  Schnittpunkt  .-1    von  {4Jn  mit  llfi)i»* 
dann  ein  Punkt  der  WirkungsUnie  von  **■ 
Durch  parallele  Übertragung  derMittelfcr&f * 
R  aus  dem  Kräfteplan  ist  die  Aufgabe  gelÖ»**- 
Sind  die  gegebenen  Kräfte    eijiandp' 
parallel,  so  führt  dieselbe  Konstruktion  znt** 
Ziel,  nur  fällt  das  Kriiftepoljgon  in  dn^ 
gerade  Linie  zusammen  (Fig.  16a  und  b>' 
Daraus  folgt  dann  unmittelbar   der  Satz  ^_ 
Die  Mittelkraft  paralleler  Kräfte 
parallel  den  gegebenen  Kräften  und  gleich   ihrer  algebraie 
Summe.   Hierbei  werden  die  nach  der  einen  Richtung  wirkt 
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Kräfte  als  positive  iiod  die  natjh  der  entgegengesetzten  Richtuug 
wirkenden  als  negative  io  Rechnung  gestellt. 

Von  besonderem  Interesse  ist  nooli  der  Spezialfall,  daS 
nur  zwei  parallele  Kräfte  an  dem  Körper  augreifen.  Sind  diese 
gleich  gerichtet,  so  ergibt  sich  die  Lage  ihrer  Mittelkraft  R 
nach  Figur  17.    Die  Größe  derselben  ist  ll^V^  +  l^. 


Jfemer    erhält 
C^ED  und  01},JJ^: 


der    Älmüchkeit    der    Dreiecke 


C,E  _  B,0 

ED  ~  iJ,  B. 

nd  ferner  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  C's  ED  und  0  B^  B^ 

EI)  _  B,  ß, 

-EPj      ß,0  ' 

Durch  Multi|)likfttiou  der  beiden  Gleichungen  ergibt  sich: 

C^E  ^B^B^  ^P^ 

E(\      JJ,  7^      7', 

der  wenn  dii'  Abstände  der  Mittelkraft  von  den  beiden  Einzel- 

■  träften  B^   und  P„  mit  a^    bez.  ii.,  bezeichnet  werden; 

I  woraus  die  rrudnkteiigleichiing  folgt 

iV,  -Pi"f 

(  Klitteiki-aft  teilt  »Iso  den  Abstand  der  beiden  Seiten- 
t  im  umgekehrten  Verhältnis  derselben. 
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Sind   die  beiden  Kräfte    P^   und  P^    entgegengesetzt   ge- 
richtet (Fig.  18),  so  wird  die  Größe  der  Mittelkraft 

und  auf  ähnliche  Weise  wie  oben 


«1 


A 


bezw.     Pi  a^  '^P^a^, 


^"'ß 


jedoch  liegt  K  nicht  wie  oben  zwischen  P^  und  Pj,  sondern 
außerhalb  und  zwar  auf  der  Seite  der  größeren  Kraft. 

Die    Produkte    PjW^    bezw.    P^a^    haben    eine   bestimmte 
mechanische  Bedeutung,   die  sich   aus  dem   folgenden  Absati 

ergibt    Vermittels 
^p^  der  dort  gegebenen 

Erläuterungen  wird 
sich  auch  eine  eix^" 
fache   rechneriscli-^ 
Behandlung       A^^ 
Aufgabe    ergebe*^^ 
wenn  mehr  als  zv^  *^* 
Kräfte  auf  den  K<>*' 
per  einwirken. 

Die  Lösung  a^r 
Aufgabe,  dieMitfc^-^ 
kraft  zweier  par^-*" 
leler  Kräfte  zu  ^^^ 
mittein,  kann  auci^ 
auf  anderem  Weg^ 
erhalten      werdea-* 
Man  verbinde   di^ 
A  n  griffspunkte    Ä 
und  Ji  der  beiden  Kriifte  P^  und  Po  miteinander  (Fig.  19)  und 
füge  zu  dem  System  die  beiden  an  -i  ])ezw.  B  angreifenden,  in 
die  Wirkunj^slinie  AJB    fallenden    Kräfte    P^    und    Pj'    hinzu, 
die     einander     gleich     sind     aber     entgegengesetzte    Richtung 
haben.      P^    ergibt    mit   ]\    zusamuiongesetzt    die    Mittelkraft 
{\,    ebenso    P^   mit  Pg'    die    Mittelkraft    Q^,     Die  Wirkungs- 


Fig.  18. 
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linien  beider  schneiden  sich  im  I'iinkte  (!,  nach  dem  Q^  und  Q^ 

Terachobeii   und    dort   zu   der   Mittelkraft  H  vereinigt   werden. 

Dieee  ist  die  Mittelkraft  der 

beiden    Einzelträfte    P^    und 

/*,,  deren  Wirkungslinie  die 

Strecke   AB    im    Punkte   1) 

schneidet. 

Zerlegt  man  nämlich  die 
Dach  f  Terschohenen  Kräfte 
^,  wieder  in  ihre  Beiteokräfte 
pamllel  und  gleich  P,  bey.w.  I\ , 
sowie   die    andere    Kraft   f^o    ebenfalls    in   die   entsprechenden 
Komponenten  parallel  und  gleich  1\'  bezw.  Pj,  so  ergibt  sich 
sogleich  aus  der  Figur,   daß  JI  =-  P,  +  /',  ist.     Femer  erhält 
man  aus  der  Ähnlichkeit  der  betr.  Dreiecke: 
AD      P,        ^     SD      P- 
DV  =P.     "°^    DC-'P, 
und  durch  DiTision  der  beiden  Oleichnngen; 
AD      Pj 
BD  ^  Pi ' 

I  d.  h.  die  Mittelkraft  teilt  die  Verbindungslinie  der  Angi-iffs- 
I  punkte  bezw.  den  Abstand  der  beiden  Seitenknlfte  im  um- 
I  gekehrten  Verhältnis  dieser  Seitenkräfte. 

Dasselbe    Resultat   wird    erhalten,    wenn    die   eine   Ki-aft 

Wogegen  gesetzt  der  anderen  gerichtet  ist,   nur   ergibt  sich  die 

l'GrSße  der  Mittelkraft  K  =  P^  —  P^   und   ihre  Lage  außerhalb 

der  Verbindungsstrecke  A  B.    Die  gegenseitige  Lage  der  Kräfte 

;eigt  Fig.  IS. 

Sind  mehrere  parallele  Kräfte  vorhanden,  so  können  je 
zwei  nach  dem  obigen  Verfahren  zu  einer  Mittelkraft  vereinigt 
I  werden,  deren  Grüße  gleich  der  algebraischen  Summe  der 
I  .beiden  Seitenkräfte  ist.  Je  zwei  dieser  Mittelkräfte  kömien 
i'irieder  zu  einer  Mittelkraft  zusammengesetzt  werden  nad  so 
I  fort.  Der  Satz:  Die  Mittelkraft  paralleler  Kräfte  ist 
|,deD    Seitenkräften    parallel    und    gleich    ihrer    alge- 
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braischen    Summe,    gilt  also    allgemein   für   beliebig   viele 
Kräfte. 

Beispiel  IG.  An  einem  Körper  greifen  zwei  parallel  und 
gleich  gerichtete  Kräfte  P^  =  320  kg  und  Po  =  550  kg  in  einer 
Entfernung  a  ==  2,8  m  voneinander  an.  Die  Größe  und  Lage  der 
IVlittelkraft  ist  zu  bestimmen. 

Die  Richtung  der  Mittelkraft  ist  nach  dem  obigen  parallel 
zu  den  Seitenkräften,  ihre  Größe  P  =  320  +  550  =  870kg.  Sie 
teilt  die  Entfernung  a  in  zwei  Abschnitte  «^  und  a^,  für  die  gilt: 


«1        P^        550 


a. 


=  1,72, 


■2        1\       320 
femer  ist  a^  +  «2  =  2,3. 

Wird  zu  beiden  Seiten  der  ersten  Gleichung  1  addiert,  erhält  man: 


«1  +  «2 


ih 


=  2,72 


oder  durch  Einsetzung  der  zweiten  Gleichung 


a. 


=  2  72 


also     r/., 


■2    -  0,85    und    a^  f^  1,45  m. 

Beispiel  17.  Die  beiden  Kräfte  Pi=  460kg  und  P^=  190  kg 
seien  entgegengesetzt  gerichtet,  ihre  Entfernung  betrage  a  =  1,5  m. 
Die  Lage  und  Größe  der  Mittelkraft  ist  zu  berechnen. 

Man   hat   hier     P  =  P^  —  I\y  =  270  kg,     femer 

190 
460 

und  «2  ~~  ^'i  =  a  =  1,5  m. 

^ Q ^         Hieraus  ergibt  sich 

i^2 


*< 


E 


Fig.  20. 


B 


PI 


a^  ~  2,23   und    a^  ~  3,73  m. 

Um  die  Aufgabe  in  ein- 
facher Weise  zeichnerisch  zu 
lösen,  trage  man  im  Angriffs- 
punkt B  der  Kraft  P^  die  Kraft 
1\  entgegengesetzt  zu  Pg  an 
und  im  Angriffspunkt  A  von 
1\  die  Ki-aft  Po  mit  1\  gleich- 


geri eiltet   an    (Fig.  20).     Verbindet   man    die    so   erhaltenen    beiden 
Punkte    miteinander,    so    schneidet    diese    Linie    die    Verbindungs- 
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gerade  AB  im  Punkte  C,  deiu  AiigriffspuDkt  der  Mittelkraft. 
Richtigkeit  der  Konstruktiou  erhollt  aus  der  Proportion 


Hi^aelbe  Vovsi'brift  ^!t  auch  tilr  das  vorhergehende  HejspieL 


V  15.   Sätze  vom  statischen  Moment. 

^P  Ist   P  eiue   in  der  Bildebeüe  an   einem  Körper  wirkende 

Kraft  und   0  eine  feste  Achse  rechtwinklig  /ur  Bildebene,  die 

sich    also    als   Pnnkt    projiziert   (Fig.  '21),    so 

daß    die   Wirkimgalinie    der    Kraft    und     die 

»Achse   sieh   im  Ifautne  rechtwinklig  kreuzen, 
so   wird   die  Kraft  eine  Drehung  des  Körpers 
hervorzubringen  suchen.   Diese  Drehbeatrebung 
wächst  mit  der  üröQc  der  Kraft  und  ihrer  Ent- 
fernung TOn  der  Achse,  man  hat  deshalb  das 
Produkt    aus    der   Kraft    I'   und    ihrer    Ent- 
tfemongfl  von  der  Achse  als  Maß  dieser  Drehbestrehuug  eingeführt 
ad  bezeichnet  es  mit  dem  Ausdruck  statisches  Moment  oder 
Drehmoment  in  bezug  auf  die  nngenommeue  Achse  0: 
11)  ■    31^  Pa. 

Da  die  Größen  der  Kräfte  iu  Kilogramm  und  die  Längen 
Metern  gemessen  werden,  so  ergibt  sich  als  Maßeinheit  für 
wAoB  Drehmoment  das  Meterkilogramm  [mkg). 

Der  rechtwinklige  Abstand  der  Kraft  von  der  Achse  wird 
fHebelsarm    der    Kraft    genannt.      Man    kann    deshulb    kurz 
Iflagen:    l^os  Drehmoment    ist  das 
Produkt  aus  Kraft  und   Hebels- 
ar m. 

In   Fig.  2'2   sind   zwei    Drehmo- 

nente  dargestellt,    deren  Drehbestre- 

in^^  entgegengesetiit  gerichtet  sind. 

Kiui  ist  übereingekommen,    Drehmo- 

(b^nte,    deren    Drehbeatrebung    rechtsherum    gerichtet    ist,    als 
ositive  und   »olche   mit  nach   links  gerichtet«m  Drehsinn  als 
-atiTe  zu  bezeichnen. 


Fig.  2->. 
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Fig.  23. 


Der  Angriffspunkt  A  der  Kraft  B  sei  durch  einen  starren 
Hebel  l  mit  der  Drehachse  0  verbunden  (Fig.  23),  das  statische 
Moment  der  Kraft  R  ist  31  =^  H  a.  Man  kann  nun  R  in 
zwei  Seitenkräfte  zerlegen,  deren  eine  P^  senkrecht  zu  l  steht, 
während  die  Wirkungslinie  der  anderen  P,  ^^^  ^  zusammen- 
fällt. Die  beiden  Dreiecke ;  die 
'-^  von  den  Seiten  iJ,  P^,  Pg   bezw. 

ly  a,  R  gebildet  werden,  sind  nun 
L^<*^  /     \  einander  ähnlich,  man  erhält  also 

0^^  \  I         \  ^      die  Proportion 

RiP^^-lia 

oder  die  Produktengleichung 

Ra^P^'l, 

d.  h.    das    statische    Moment 
einer    Kraft   in   bezug   auf  eine    angenommene    Dreh- 
achse kann  ersetzt  werden  durch  das  Produkt  aus  Ent- 
fernung des  Angriffspunktes  der  Kraft  von  der  Dreh- 
achse und  ihrer  Sei  ten- 
^-^  kraft  senkrecht  zu  die- 

ser Entfernung.  Die 
andere  Seitenkraft  P,  hat 
keinen  Einfluß  auf  die 
Größe  des  Drehmomentes, 
da  sie  durch  die  Dreh- 
achse geht,  also  die  Ent- 
fernung Null  von  der- 
selben hat. 

Gegeben  seien  die 
beiden  im  Punkt  A  an- 
greifenden Kräfte  Pj  und 
Po ,  ihre  Mittelkraft  R  und 
die  Entfernung  l  des  Angriffspunktes  A  der  drei  Kräfte  von  der 
Drehachse  0.  (Fig.  24.)  Man  kann  dann  jede  der  drei  Kräfte  zer- 
legen in  ihre  Komponenten,  deren  eine  senkrecht  zu  l  steht  und 
deren  andere  mit  l  zusammenfällt.    Nach  dem  obigen  Satze  ist 


Fig.  24. 
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das  Moment  der  Kraft  P,  :  JW,  =  AB'-  / 

dasjenige  der  Kraft  P^  :  M^  =  AC  ■  l 

und  das  der  Mittelkraft  E :  M  ^  AD'- 1 

Da  nun   CD  gleich   und   ])arallel   AB  ißt,   so   muß  auch    die 

Projektion  CD'  =  AB'  sein,  man  erhält  also  aus  der  an  der 

Figur  abzulesenden  Gleichuiig 

AD'  =  AC  +  CD', 
die  andere 

AD'  =  AC  +  AB' 

bezw,  nach  Multiplücatioa  mit  dem  Faktor  l 
AD'l^ACl^-AB'l 
oder 

M^M^  +  Mi- 

Das  statische  Moment  der  Mittelkraft  in  bezug 
anf  eine  beliebige  Achse  ist  gleich  der  algebraischen 
Summe  der  statischen  Momente  ihrer  Seiteukräfte  in 
bezog  anf  dieselbe  Achse. 

Greifen  die  Kräfte  an  verschiedenen  Punkten  eines  starren 
Körpers  au,  so  erhält  man  dieselbe  Figur  wie  bei  obiger  Dar- 
legung, wenn  man  die  beiden  Seitenkräfte,  sowie  die  Mittel- 
kraft in  ihren  Wirkungslinien  verschiebt,  so  daß  sie  in  deren 
Schnittpunkt  augreifen.  Der  Satz  ist  also  auch  fElr  diesen 
Fall  gültig. 

Sind  mehr  als  zwei  Seitenkräfte  vorhanden,  so  kann  man 
je  zwei  derselben  zu  einer  Mittelkraft  vereinigen,  für  die  der 
obige  Satz  bewiesen  ist.  Je  zwei  der  so  erhaltenen  Mittelkräfte 
lassen  sich  wieder  zu  einer  Resultante  zusammensetzen,  für  die 
der  Satz  ebenfalh  zutrifft,  und  so  fort.  Der  ausgesprochene 
Satz  gilt  also  allgemein  für  beliebig  viele  Seitenkräfte,  die  in 
einer  Ebene  wirken. 


16.    BeolmeriBclie  Bestiumung  der  Mittelkraft  beliebiger,  in 

einer  Ebene  wirkender  Kräfte. 
Für  den  Fall   jiarfilh'li-r  Kräfte  gestaltet  sieh  die  Berech- 
nung besonders  einfach.    Man  nimmt  eine  beliebige,  senkrecht 
zur  Ebene  der  Kräfte  stehende  Drehachse  an,  die  zweckmäßig 
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durch  die  Wirkungslinie  einer  der  Kräfte  geht.    Das  stati! 
Moment    aller  Einzelkräfte  in  bezug  auf  die  Drehachse  er 

sich  dann  mit  Ben 

—  a^ ,         sichtigung    der    Di 

^  ß     richtungen      aus 
als  Beispiel  dienen 
«r-jß  Fig.  25  zu 

+  ^3-^8, 
dieses  muß    nach    < 
Fig.  25.  vorstehenden  Satz  gh 

dem  statischen  Mom 
der  Mittelkraft  in  bezug  auf  dieselbe  Achse  sein,  so  daß  n 
den  Bezeichnungen  der  Fig.  25  ist: 

Da    11  =  Po  +  Pi  —  P2  +  P3   is^   ergibt   sich    die    senkrec 
Entfernung  l  der  Mittelkraft  vom  Drehpunkt  zu 

P,    . 3   -  P2  •  ag  +  Pg^fl^ 

P^  +  P^-P^  +  p^^ 

oder  allgemein  ausgedrückt: 


/=  - 


(12) 


i  = 


2:{P-a) 


Füllt  /  negativ   aus,    so    ist  der   Abstand  nach  der   entgeg 
gesetzten  Kichtimg  abzutragen. 

Man    wählt    den   Drehpunkt    meist    in    der  Wirkungsli 
einer  der  Kräfte,  um   die  Berechnung  eines  Momentes  zu 
sparen. 

lla])on  die  Kräfte  beliebige  Richtung,  so  läßt  sich 
Aufgabe  der  Berechnung  der  Mittelkraft  auf  den  vorhergeh 
den  Fall  zurückführen,  indem  man  wieder  eine  beliebige  Dr 
achse  senkreclit  zur  Ebene  der  Kräfte  annimmt  und  dui 
diese  zwei  aufeinander  senkrecht  stehende  Richtungen  x  unc 
in  der  Kraftebene  legt.  (Fig.  26.)  Jetzt  werden  die  einzeli 
Kräfte   J\,  P.,  Ps,    "   ^  i*ire  Komponenten  X^,  Xj,  X3,  - 
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bezw.  Y^,  Y^f  Y^f  '  •  '  parallel  zu  diesen  Richtungen  zerlegt 
und  man  erhält  auf  diese  Weise  zwei  Systeme  paralleler  Kräfte, 
deren  Mittelkräfte  sich  ihrer  Größe  nach  aus  den  folgenden 
Gleichungen  ergeben: 


(13) 


B^=Y,  +  Y,  +  1\  + ZY, 


Fig.  26  a. 


V 

^ 

«r 

^^^^^ 

•*» 

5, 

3b 

0 

«. 

Fi^.  26  b. 


^orin  die  nach  der  positiven  Richtung  der  Achsen  wirkenden 
*^fte  als    positiv    und   die    entgegengesetzt    gerichteten    als 


*c 


SS    »^ 


,^2«   V-H^ilujB^.    Statik  starrer  KOrper. 

xäauu^c  ^lellt  werden.     Die  Entfemuiig  y^  der 
>)«a^imkt  folgt  aus  der  Momentengleichiiiig 

su^uruuwg  ^0  ^^^  Kraft  li^  aus 

,        v-Ki  vu^  reohtsdrehenden  Momente  als  positiTe  und 

»yCioiia^«  äIs  negative  zu  berücksichtigen.    Die  GrröBe 

\    a   »^»ä5    der  Mittelkraft  H,  die  in  dem   so  festgelegten 

. '  V*  ^tvAft%  ergibt  sich  durch  Zusammensetzung  der  beiden 

..  yv.j;\>a  Seitonkräfte  R^  und  li^, 
V   ovAueiu    kann    man   die    Abstände   des  Angriffspunktes 
V  v'olkvtift   li  ^on  den  beiden  Achsen  ausdrücken    durch 

h^  ^vwa^iioUlt  nifh  auch  in  diesem  Falle,  den  Drehpunkt  0  und 
»i\n\\    ^Ivo    Itiohtung   einer    Achse   z.  B.    der   a:-Achse    in   die 
\\  vA\^^^^*l***'**  einer  der  gegebenen  Kräfte  zu  verlegen. 

^U^i-»i»H»l    IH.      An   einem  Körper  greifen    folgende   einander 
y,..s\Ms^    Kriitto    an:     Po=  280kg,    P^  =  360kg,    P,  =  640kg 
f«         \  U»kK»   ^4  "^  720  kg  und  zwar  wirken  P^,  Pj,  Pj  nach  de 
1^  ^    |{»Jihinf(    und   Pg,  P^    nach    der    entgegengesetzten.     P^   i 
^  lu  ."    dh»  Htn^itke  a^  =  1,2  m  entfernt,  Pj,  die  Strecke  03  =  1,9 
,,    ^y^yy\   1*^  lioj^'im  auf  der  anderen  Seite  von  Pq  und  zwar  um  <^ 
-\\»^^v>  i»„    -  l,<>ni  bezw.  a^  =»  2,8m  von  Pq  entfernt.    Ihre  Mitt 
\,\  \\\    i't    •«lieh  Größe  und  Lage  auf  graphischem  und  rechnerisclx^ 
\\  ,.„t;   ..u   lii^süniinen. 

)iii>    /iMJ'hnerisehe    Ermittidung    erfolgt    nach   Auftragung 
^\s  \\\\>    liiid    liilngen    in    einem    beliehi^on  Kräfte-   und  Längenn». 
.\.sU  JiiUhpndswei.se  50  k^  --  I  ein   und   1  m  =  4  cm)  wie  in  Fig. 
\  s\\    illo   llnvehniing  wird    in    der   Wirkungslinie  von  Pq  ein  Dir 
v\\s\\*\     j»nfjr«'noinnieii,     naehdem     die     (Jröße     und    Richtung     -^^  ^ 
/,  I    -JHO   I-  :J()()  ■  ■  <i10   I    110       720 --- —  r)80kg    festgest^^^ 

^.\       huiui   ist  die  KenkrerhU»   Kntfernung  der  Kraft  ]{  von  P^ 

'MU)'\.2\   «MOI./,»   I    IIOI.C,       7202,8         .       „^ 
wtttl     \\jii    lieg*    /i  auf  dHünlh^ri   'iWtU^   von    P^^  wie  P^  und  ist 

r,    fileli'll    ^MM-irlitel. 
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Beispiel  19.  An  «nem  Körper  greifen  die  in  einer  Ebene 
wirkendeu  Krtttte  Pg  —  720  kg,  P,  ==  180  kg,  Pj  =  350  kg,' 
J*!  =  570  kg    an.      Durth   ileu   Angriffspunkt  von  Pg    werden   /wei 

Ianfe inander  seukreelite  Achsen  jrelegl,  so  daß  die  positive  Richtung 
der  I-Aehse  mit  P^  zusammenfillit.     Die  Koordinaten  der  Angriffs- 
punkte der  Kräfte  und  die  Winkel,    die   P^ ,  Pj,  P,,  mit  der  posi- 
fLven  Richtung  der  j-Achse  bilden,  sißd  folgende: 
1  .  ,,  . 

i  Pi        +  1,7  m       +  3,:»  m  50»  20 

I  Pj        —  0,C  m       -f  0,4  m        125°  50' 

I  P„       -  0,5  m       -  0,7  m       334"  K/. 

Xach  Zerlegung  der  KrSfte  erhalt  man 
Jl^=  +  720  4- 180  -  cosSCao'  4-  350  ■  cos  135''50  +  570-003  334"  10' 

'^+ 1143  kg, 
B.=  +  180'  sin  60"  20'  -f  350  ■  3ial25'>50'+  570  •  sin  334"  lO' 
-  +  174  kg 


^ 


und 


J?  = 

1/1143'+  174' 

'~  1] 

[56  kg. 

Koordinaten 

des  Angriffspunktes  ' 

fon  P 

+  115  .  3, 

,5  -  205  ■  0,4  - 

513 

■0,7 

1143 

—  139  .  1 

,7  +  284-0,6- 

248 

-0,7 

folgt 


Neigungsw 


1  von  K  gegen  die  positive  Richtung  der  i-Ächse 


tga  = 


1143' 


-  8"  40'. 


I 

Bfc-,         Die    zeichnerische    Ermittlung   nach   Fig.  15    gibt   die    Lösung 

,.  *■    KeniJgend  großem  KrSfte-  und  LUngenmaöstab  mit  hinreichender 

_**^5».iiigkeit    auf    schnellerem    Wege.      Da    sie    ferner    den    Vorzug 

^*^Öerer  Übersichtlichkeit  besitzt,  so  daß  ein  Fehler  sofort  bemerkt 

^^ ,    wendet    man    sie    in    der    Technik    bei    tterarligen    Aufgaben 

"*8«Unaßig  an, 

17.  Eräftepaare. 
Die    Zusammensetzung   zweier   paralleler   Kräfte,    die   an 
*in  Körper  nach  entgegengesetzten  Richtungen  wirken,  führt 
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zu  keiuem  Ergebnis,  wenn  die  beiden  Kräfte  absolut  genom- 
men einander  gleich  sind  (vergl.  Fig.  20).  Die  Größe  der 
Mittelkraft  wird  gleich  Null  erhalten;  ihr  Angriffspunkt  liegt 
unendlich  weit  entfernt,  da  die  Schnittlinie,  welche  den  An- 
griffspunkt C  beatimrat,  parallel  zu  AB  verläuft.  Man  uennt 
ein  derartiges  Kmfteaystem  ein  Kräftepaar.  Die  senkrecht« 
Entfernung  der  beiden  Kräfte  heiSt  der  Hebelsarm  des 
Kräftepaares. 

Ein  allgemeiner  Beweis  dafür,  daß  ein  Kräftepaar  keine  Mittel- 
kraft besitzt,  ist  der  folgende.  Angenommen  die  Kraft  R  wäre 
die  Mittelkraft  des  Krüftepaares  (P,  P,), 
80  würde  sie  bei  einer  halben  Um- 
drehung des  Krärtepaiirea  um  den  Mittel- 
punkt 0  des  Hebelsarmes  in  die  Lage  fi* 
gelangen,  während  das  Kräftepaar  sich 
nicht  geändert  hat  (Fig.  27),  da  nur 
die  Kraft  P,  an  die  Stelle  von  P, 
gekommen  ist  und  umgekehrt.  Das 
Kräftepaar  hätte  also  zwei  verschiedene 
Mittelkräfte  li  und  It',  d.  h.  eine  Kraft, 
Fig.  27,  die  gleich  H  aber  in  derselben  Wirk ungs- 

linie  entgegengesetzt  gerichtet  ist,  müßte 
der  Kraft  E'  das  Gleichgewicht  halten,  was  unmöglich  ist. 
Ein  Kräftepaar  hat  das  Bestreben,  eine  Drehbewegung 
des  Körpers  hervorzurufen,  an 
dem  es  angreift,  bezw.  wenn 
tlcr  Körper  bereits  vor  der  Ein- 
wirkung des  Kräftepaares  eine 
Drehbewegung  ausflihrte.  sie  zu 
ändern,  während  Einzelkräfte 
eine  fortschreitende  BeweguiH 
herbeizuführen  bezw. 
dem  suchen. 

Obwohl     ein     Kraft 
keine  Mittelkraft  besitzt,  kann  man  doch  von  einem  statisc 
oder  Drehmoment  des  Kräftepaares   sprechen.    Man   erhSIb  i 


\ 


ig.  28   in  bezug  auf  die  beliebige,  senkrecht  zur  Kraftebene 
stehende  Drehachse    O  ala  Moment  des  Kräftepaaree 

ier  da  P,  =  P,  =  P  ist 

h.    das   Moment   eines    Kräftepaares    ergibt   sich   als 
'rodukt  ans  Eraft  nnd  Hebelsarin  und  zwar  pflegt  man 
ein   reehtsdrehendes  Moment  als  positiv  und  ein  linksdrehendee 
als  negativ  in  Rechnung  zu  stellen. 

Du  der  Ausdruck  für  das  Moment  nur  die  Differenz  der 
Kraftentffirnnngen  von  der  Drehachse  enthält,  so  kann  die 
Lage  des  Kräftepaarcs  in  bezug  auf  die  Drehachse  beliebig 
verändert  werden,  ohne  dafi  dadurch  die  Wirkung  des  Kräfte- 
paares sich  ändert.  Ein  Kräftepaar  kann  also  in  seiner 
Ebene  beliebig  verschoben  werden. 

Greifen  an  einem  Körper  zwei 
Kiuftepaare  au  (P,  Pj)  vom  Mo- 
ment .1/,  —  Pa  und  {Q^  Q^)  vom 
Moment  M^-Qb  (Fig  29),  so 
kann  die  Kraft  P,  mit  Q^  zu  einer 
Mittelkraft  R^  vereinigt  werden, 
indem  beide  Kräfte  bis  zum 
S<4uittpimkt  ihrer  Wirknngslinien 
verschoben  werden  und  dort  djis 
Parallelogramm  gebildet  winl.  In 
Jetseiben  Weise  werden  P;  und  Q^ 
mr  Mittelkraft  R^  zusammen- 
gösetzt,  die  gleich  Ü,  aber  ent- 
^ngesetzt   gerichtet  ist.     Man 

t^Slt  BO  ein  resultierendes  Kräfte- 
paar   vom    Moment     M  =  R  ■  l. 
•"ird  jetzt    der  Angriffspunkt   von    R,    iils    Drehpunkt    ange- 
Dommen,    so    besteht    die    Momentengleichung    in    bezug    auf 
diwBM  Punkt: 
- — 
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oder 

worin    die  Momente  je   uaeli    ilireni   Drehsinn 
uei^ativ    eingeführt     wenhm.      In     einer     1- 
Kriiftepaare    lassen    sieh    ersetzen    du» 
dessen   Moment   gleieh    der    alLfel)rai*' 
Momente  der  einzelnen   Kräftepaare 

Besitzen  zwei  Kräftepaare  dasselhe  V 
gesetzten   Drehsinn,   so   hel)en    sie   eiinii 
algebraische  .Snmme  ihrer  Momente  dei 

Mit   Hilfe    dieser    Folgerung   läßt 
Kräftepaar   durch   ein   heliehige- 


« 


Ki^'.  3«i. 


das  Kräft<'])aar  U\  /V»  «'i; 
Nach   di-ni   vorst<']jend«Mi 

(Va  Vi;   '"'*'   ^f\  f'j)    ••"' 
tresetzt«']!    Dndi^inn    lui 

'  V)  V2  '^^^  '*"'  *'*''*  '^"' 

wie    J\  /',.  hilf.    Ist  -1 
.-irji    ihr  All' t;if)d    ;i' 


An    ein<*fii    Iv 
-  ^M,.    Miiri  K; 
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1  an   alldem,  ioi  Punkte  B  zwei  entgegeDgestetzt«  Kräfte 
r  J*'   »intl   P"  anbringen,   dJe   parallel   und  gleich  P  sind.     Die 
teideo   Kräfte   P  und  P"  köunea  zu  einem  Krätte- 
Mtar    vttm    Moment    P-  ri    zusamniengefiißt    werden,      t         * 
'   daß   die   in   A    angreifende    Kraft   P   ersetzt   ist      t...»— v 
rch   dieses  Kräftepaar  und  die   ihr  gleiche    in    ß    ■*  r 

reifende    Kraft    P'.      Man    kann    eine    Kraft  'i^* 

hrer  Ebene    parallel  zu  sieh   selbst  Ter-      Fig.  31. 
Schieben,    nenn    man    ein   Kräftepaar   hinzu- 
Kfügt,    dessen  Moment  gebildet    ist  aits   der  Kraft  und 
|der   Größe    ihrer  seitlichen  Ver8«-hiebung. 

Umgekehrt  ergibt  sich  die  Zusammensetzang  eines  Kräfte- 

Ipaares  vom  Moment  M  mit  einer  in  derselben  Ebene  liegenden 

r£tiizelkraft  P'  in  folgender  Weise.    Man  reduziere  das  Kräfte- 

I  paar   auf  die  Kraft   P',   der  Hebelsarm    wird    dann    «  =  p. - 

DaiBuf  Tersehiebe    man    das   Kriiftepaar  (PP")    so    in    seiner 

■  Ebene,  daß   die  Kraft   P"  die  entgegengesetzte  Richtung  von 

1*'  hat  (Fig.  31);    P'  und   P"   heben   sich    dann    auf  und   es 

bleibt   übrig   die    um    den    Hebelsarm   «    parallel    verschobene 

Kraft  P. 

jpiel  20.  Ein  an  einem  Ende  horizontal  ein  gespannter 
Stab  TOn  der  Länge  /  =  2,4  m  wini  am  freien  Ende  durth  i  ' 
r  -vertikal  nach  unten  wirkende  Kraft  P  ^=  2450  kg  beansprucht. 
'  (Fig.  32.)  in  ermitteln  ist  die 
;  Seansprucbung  einer  beliebigen  Stelle 
s  Btahes  in  der  Entfernung  3:^1,»  iii 
m  freien  Ende  und  au  der  Ein- 
'  8|)annungsstelle. 

Die  Kraft  J*  wird  parallel  mit 
'  sich  selbst  nach  der  Stelle  r  verschoben. 
f  r>art  greift  dann  an  die  Einzelkraft 
rj^i~2450kg  und  ein  Kriiftepaar  vom 
"~  rehmoment  M  ^  P-  j  =  3075  mkg. 

An  der  Eiiispanunngsstelle  hat  das  Drehmoment  den  Wert 
r'=p./ =  5880  mkg,  wahrend  die  Einzelkraft  dieselbe  Größe 
«lt. 

Beispiel  21.     Das  Gewicht  des  Rchornsteinschaftes  (Fig.  3 
(?•=  50000  kg,    der  größte   auftretende  Winddruck   werde  zu 


Fig.  33. 
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=  5600tg  angenommen,  dessen  Mittelkraft 
'  13  m  Über  dem  Sockel  angreife.  DieWirku 
den  obersten  Sockelquersc 
Die  Kraft  F  mufi  v. 
schnitt  parallel  mit  bloü 
wodurch  ein  Kiflftepoar  \ 
hinzutritt.  Letsteres  > 
G   reduziert  werden,    s- 

Die  Zusammensetzung 


mit  der  EioielknA  ' 
achiebung   derselben 


Der  Querschnitt  wi 
die  in  ihm  wirkec 

das  um  die  Streck' 

ausderHitterend 


18.    Ctlfllebgeff    fl^*' 

llebige  In  eint 
Für  KriEB% 
greifen,   erg&b  ^- 
dingtmg:  di       j^l 
Kompooei    <■ 
beliebig   i 
gleich  Ni       .i 
braische 
nach  e 
hende 


an    demselben    Punlct, 
erfflUt  sein,  ohne  daS 
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HunmensetzTing   der  Kräfte   zwei  gleiche    nnd    eutgegeagesetzt 

gerichtete    Kräfte    resiiltiereii    können,    die    sich     nicht    auf- 

Ljieben,  80ii<lem  ein  Kritftepaar  ergeben,   das  eine  Drehung  des 

Körpers  he rvorzu rufen   bestrebt   ist.     Es   muß  also  noch  eine 

'.dritt«    Bedingung    angegeben    werden,    die    das    Verschwinden 

'eines  etwa  resultierenden  KrüftepaareH  ausdrückt.     Ein  Kräfte- 

.paar  verschwindet  nun,  wenn  sein  Hebelsarm  Null  wird  oder, 

Widers  ausgedrückt,  wenn  die  atatiacieu  Momente  aeiner  beiden 

iKrÜfte    in    bezug   auf    einen    beliebigen   Drehpunkt   sich    auf- 

'lieben,  so  daß  also  die  algebraische  Summe  der  Momente  den 

Wert  Null  ergibt.    Durch  Anwendung  des  Satzes:  das  statische 

Moment  der   Mittelkraft   ist  gleich    der   algebraischen   Summe 

der   statischen   Momente    der   Einzelkräfte,   erlüilt  man  hieraus 

die    allgemeine   Gleichgewichtsbe dingung,    welche    die    obigen 

beiden  ergänzt:   Die  algebraische  Summe  der  statischen 

Momente  aller    Kräfte    in    bezug   auf  einen    beliebigen 

Drehpunkt   muß  gleich  Null   sein.     Als   Drehpunkt   wird 

man  gewöhnlich  den  Schnittiiunkt   der  beiden  Achsen  wählen. 

Sind  die  gegebenen  Kräfte  einander  parallel,  so  vereinfacht 

«eh  das  Verfahren,  da  man  in  diesem  Falle  die  Kräfte  nicht 

erat  nach  einem  bestimmten  Achsenkreuz  zerlegen  wird.    Mau 

erliält    vielmehr:     die    algebraische    Summe    alle    Kräfte    muß 

gleich   Null    sein    und    ebenfalls    die    Summe    aller   statischen 

Momente  in  bezug  auf  einen  beliebigen  Drehpunkt. 

Bei  der  zeichuerischen  Behandlung  der  Aufgabe  et^ibt  sich 
fi's  wste  Gleichgewichtsbe  dingung:  das  Kräftepolygon  darf 
ieinp  Mittelkraft  ergeben,  es  muß  geschlossen  sein.  Jedoch 
i*t  üese  Bedingung  flir  sich  nicht  zureichend.  Zur  Erläuterung 
swan  die  Kräft«  P,,  P,,  P3,  Pj  gegeben  (Fig.  34a),  deren  Kräfte- 
Pwljgoo  geschlossen  ist  (Fig.  34  b),  so  daß  also  P,  gleich  der 
Mittelkraft  von  P,,  Pj,  Pj  ist,  aber  die  umgekehrte  Richtung 
ii»t  Wird  jetzt  mit  einein  beliebigen  Pol  ^  das  Seilpolygon 
psseiclmet,  so  schneiden  sieh  die  Seiten  (1,  R)  und  (3,  4)  in 
eiuero  Punkt,  durch  den  die  Mittelki-aft  B  von  P,,  P3,  P, 
geilt,  die  parallel  und  gleich  P^  ist.  Sie  wird  nun  nicht  von  P^ 
wfgehoben,    sondern   ergibt   mit    tlieser   ein    Kräftepaar    vom 
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Moment  M^P^a.  Man  sieht,  daß  das  Kniftepaar  nur  dat:i.ii 
verschwindet,  wenn  der  Schnittpunkt  in  die  Wirkungslinie  von 
P^  fällt;  d.  h.  Gleichgewicht  besteht  nur  dann,  wenn  das 
Kräftepolygon  und  das  Seilpolygon  geschlossen  ist. 


Fig.  34  a. 


¥\^.  34b. 
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Bewegungsänderung  des  Körpers  winl  nur  durch  das  Kräfte- 
paar {I\I\)  hervoi^erufen.  Man  kann  jetzt  P,  mit  P^  zu 
einer  Mittelkraft  vereinigen,  die  im  Schnittpunkt  der  sich 
halbierenden  Diagonalen  angreift,  femer  P,  mit  P,  zu  einer  in 
demselben  Punkt  angreifendes 
Mittelkraft  von  gleicher  Größe 
aber  entgegengesetzter  Rich- 
tung. Die  beiden  Mittolkräft« 
heben  aicb  gegenseitig  auf  und 
es  bleibt  übrig  das  Kräftepaar 
(Pj  Pg),  das  gleich  dem  ursprüng- 
lichen (PiP,"!  ist  und  nur  in 
einer  zur  ersten  parallelen  Ebene 
liegt:  Ein  KrÜftepaar  kann 
in  jede  zu  seiner  ursprüng- 
lichen parallele  Ebene  ver- 
schoben werden,  ohne  daß  an  den  Kraftverliältnifleen  des  betr. 
Körpers  etwas  geänilert  wird.  Es  erhellt  auch  aus  einer  ein- 
fachen Überlegung,  daß  es  auf  die  Drehung  eines  Körpers  um 
eine  bestimmte  Achse  keinen  Einfluß  hat,  in  welcher  zur  Achse 
senkrechten  Ebene  das  Drehmoment  angreift.  Die  Antrieba- 
riemenscheibe einer  Transmission  kann  auf  ihrer  Welle  an 
beliebiger  Stelle  sitzen. 

Eine  Folgerung  des  obigen  Satzes  ist,  daß  alle  in  Absatz  17 
für  in  einer  Ebene  wirkende  Klüftepaare  abgeleiteten  Sätze 
ohne  weiteres  auch  für  Kräftepaare  gelten,  die  in  parallelen 
Ebenen  liegen. 

Schließen  die  Ebenen  zweier  Krüftepaare  einen  Winkel  y 
miteinander  ein,  so  geschieht  die  Zusammensetzung  der  betr. 
Kräftepaare  in  folgender  Weise,  In  der  Ebene  1  wirke  ein 
Kräftepaar  7om  Moment  jl/,  =  P-  m,  in  der  Ebene  II  ein 
anderes  vom  Moment  M,  ^  Q  •  b.  (Fig.  UG.)  Beide  Kräfte- 
paare werden  auf  den  gleichen  Hebelsarm  c  reduziert,  so  daß 
P'-f  =  J5/j  und  Q'c  =  M^  ist,  und  dann  in  ihrer  Ebene 
derart  verschoben,  daß  die  beiden  Hebelsarme  in  der  Schnittlinie 
der  Ebenen  aufeinander  fallen.  Die  im  Endpunkt.  ,-Iy  der  Strecke  c 


IV.  Abschnitt.    Starre,  frei  bewegliche  Körper. 


43 


^eiieaden  Kräfte  P'  und  Q'  werden  zu  einer  Mittelkraft 
E- ==  Y P'*+~Q'^ 2  P'Q' cos  y 
Vereinigt,  ebenso  die  im  anderen  Endpankt  ßp  angreifenden 
Kräfte,  die  eijie  Mittelkraft  von  derselben  Intensität  aber  ent- 
gegengesetzter Richtimg  ergeben.  Das  resultierende  Kr'äftepaar 
»itzt  das  Moment  M '^  B' ■  c  oder 


Fig.  3ü. 

"WetHea  hierin  die  Werte   der   einzelnen  Momente   eingesetzt, 

fiO   erhält  man 

"(16)^    '  M=yM\'~+M,'  +  2M,M^co3y. 

Kräftepaare  in  sich  achneidenden  Ebenen  können  zu- 
sammengesetzt Verden  wie  an  einem  Punkt  angreifende 
Kräfte,  wenn  an  Stelle  der  Intensitäten  der  Kräfte 
die  betr.  Momente  der  Krät'tepaaro  eingesetzt  werden. 
Die  Ebene  des  resultierenden  Kriiftepaares  bildet  mit  der 
Ebene  I  den  Winkel  a,  der  sich  berechnet  aus 

.«■%;„, 


Q'  ■ 
Bma  =  yy,  Bin  y 

oder 
(16) 
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Fig.  35. 


Bewegungsänderung  des  Körpers  wird  m 
paar  (P^P^)  hervorgerufen.     Man   kann 
einer  Mittelkraft   vereinigen,    die    im    Sc 
halbierenden  Diagonalen  angreift,  femer  2 

demselben 
Mittelkraf 
aber    entj 
tung.    Di" 
heben  sid 
es  bleibt 
(-P3-P6),da 
liehen  (7^ 
einer  zur  • 
liegt:   E 
in  jede 
liehen 

schoben  werden,  ohne  daß  an  den  K' 
Körpers  etwas  geändert  wird.     Es  er 
fachen  Überlegung,  daß  es  auf  die  D 
eine  bestimmte  Achse  keinen  Einfluß 
senkrechten  Ebene  das  Drehmome? 
riemenscheibe    einer   Transmission 
beliebiger  Stelle  sitzen. 

Eine  Folgerung  des  obigen  Sf 
für  in  einer  Ebene  wirkende   K 
ohne  weiteres  auch  für  Kraftepa 
Ebenen  liegen. 

Schließen  die  Ebenen  zwr* 
miteinander  ein,  so  geschieht 
Kräftepaare  in  folgender  Wei 
Kräftepaar   vom    Moment    Jl/ 
anderes   vom   Moment  M^  ^ 
paare  werden  auf  den  gleicl 
r'C=M^  und   Ö'.c— i»/ 
derart  verschoben,  daß  die  ^ 
der  Ebenen  aufeixu** 
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fer  y-Achse  geschafft  und  Z^  entsprechend  in  die  aüJ-Ebene 
und  hierauf  nach  der  Z-Achse.  In  gleicher  Weise  werden  die 
Kriifte  Pj,  Pg,  ■  -  ■  zerlegt  und  ihre  Seitenkrüfte  uiich  dem 
Koordinaten anfangapunkt  verschoben.  Die  Mittelkräfte  dieser 
Komponenten  nach  den  drei  Achsen  ergeben  sich  dann: 

I   (IT)  r=2:r,  =  r(p,cosft), 

■worin  der  Index  i  der  Reihe  nach  die  Werte  1,2,3, ■■■  erhält. 


Fig.; 


Flg.  3B. 


Infolge  der  doppelten  Parallel  Verschiebung  der  eiuzelnen 
Bponenten  erhält  man  för  jede  Komponente  zwei  Kriifte- 
K  (Fig.  39),  deren  Momente  sich  znsammen setzen  zu 

L  -r(j,^,-«,i-,), 

)  M-  S{i,X,~i,Zi, 

M  i  wieder  iler  Reihe  nucli  gleich  1,  2,  3,  ■  ■  ■  geBetxt  wird. 
Die  drei  aufeinander  senkreclit  stehenden  Kriiite  X,  Y,  Z 
>ben  die  Mittelkraft: 

)  K-i/xM-'r-'+z', 

mit  den  Koordisatenacbsen  die  Winkel  u,  ß,  y  bildet, 
M  Werte  sich  ermitteln  aus 


cos  ß  = 
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In    derselben   Weise    ergeben    die    drei    Kräftepaare    em 

resultierendes  Paar  Tom  Mniueatr 

(21)  G^yL-+3I'+lf*, 

deren  Achse  mit  den   Koordinatenachsen  die   Winkel  i,  n,  v 

bildet,  für  welche  die  Bestimniiiogsgleichimgen  gelten: 


L 

"  G' 


cos  ft  = 


M 
G' 


N 

"G  ' 


Im  allgemeinen  ei^ibt  die  Zusammensetzung  außer  - 
Mittelkraft  H  noch  ein  Kräftepaar  vom  Moment  ir.  Man  i 
nun  das  Kräftepaar  G  zerlegen  in  ein  Paar  G^,  dessen  EbJ 
senkrecht  zur  Mittelkraft  R  steht,  und  in  ein  zweites  (r,,  dei 
Ebene  durch  R  geht.  Letzteres  yerschwindet,  wenn  die  f 
um  den  Betrag  „'  parallel  mit  sieh  in  der  Ebene  G, 
schoben  wird,  während  t>,  besteben  bleibt.  Die  Linie,  in  die 
R  nach  der  Verschiebung  füllt,  heißt  die  Zentralachse  des 
Kräftesystema.  Man  sieht  ohne  weiteres,  daß  (r,  das  kleinste 
Kräftepaar  ist,  das  bei  der  Zusammensetzung  entstehen  kann, 
da,  wenn  R  nicht  in  der  Zentralachse  liegt,  noch  ein  zweites 
Kräft«paar  hinzukommt,  dessen  Moment  mit  G^  zusammen- 
gesetzt ein  stets  größeres  Moment  ergibt  als  G,   ist. 

Ist  der  Körper  frei  beweglich,  so  wird  er  sich  unter  dem 
Einfluß  der  Kraft  R  in  ihrer  Richtung,  die  auch  die  der 
Zentralachse  ist,  geradlinig  fortbewegen  und  gleichzeitig  infolge 
des  Kräftepattres  G,  eine  Drehung  um  diese  Zentralachse  ani- 
führen, 

Beispiel  23,  An  einem  Körper  greifen  die  vier  Kräfte 
P,,  Pj,  Pj,  Pj  an,  deren  Angriffspunkte  die  folgenden  Koordinaten 
haben,  und  deren  Neigungen  gegen  die  gewählten  Achsen  dit) 
Winkel  a,,  ß,,  7,,  ■  ■  ■  sind: 


la.'iOkg  +l,25m  +2,G0m  +2,35i 
1830kg  +2,15m  -0,75m  +1,40: 
960  kg  +l,ÄOm  +l,80n)  -3,20i 
1480kg  — l,30ro  -|- 2,05m  +0,95 


1  52'>20'  61"  10'  51<'10', 
.  I30"50'b07''20'  56»30', 
1  287*10'  71"0'  15400'. 
ü    74<'40'    21'30'284*40* 
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Uan  erh&lt  nacb  Gleichung  (17): 


^i 

T, 

^< 

1. 

+     764 

+     603 

-f     784  kg 

2. 

—  1197 

+  1110 

+  1010  „ 

3. 

+     283 

+     313 

—    863  „ 

4. 

+     391 

+  1377 

+     375  „ 

X=+     241     Y — 1-3403     Z — [■1306  kg. 
Irans  folgt  nach  Gleichung  (19)  bezw.  (20): 
^~  +  3650  kg, 


a 

+  8G"  10' 

ß-^' 

1"  20', 

j.  =  69''0'. 

im  Erraittelniig   von   L,  M 
lea  Bind  folgende: 

N  aus 

Gleichung  (18)   nötigen 

9A 

z,y. 

i.X, 

x,Z, 

x,Y, 

y^-^. 

+3038 

+  1417 

+  1795 

+   980 

+    754 

+ 198Ö  mkg 

-   758 

+  1554 

-1676 

+  2172 

+  2387 

+    898     „ 

-1553 

—  1002 

-   90ti 

-1295 

+   470 

+    509     „ 

+  769 

+  1308 

+   371 

—   488 

—  1790 

+    802     „ 

+  496 

+  3287 

—   414 

+  1369 

+  1821 

+  4196nikg 

L 2791  Jlf=-1783  JV=  — 2374nikg 

Nach  Gleichang  (2l)  bezw.  (22)   ergibt  sich  hieraus: 

G~-  4075  nifcg, 

J  -  226°  50',        ^  -  244°  O',        v  =  234"  20'. 

31.  Zusammensetzung  and  Mittelpunkt  paralleler  Kräfte  im 
Räume. 
Eine  größere  Anzahl  paralkder  Kräfte,  die  au  beliebigen 
htikten  eines  Körpers  angreifen,  wird  vereinigt,  indem  man 
■fii  Kriifte  heransgreüt  und  zu  einer  Mittelkraft  zusammen- 
Itet,  welche  in  der  Ebene  der  beiden  Kräfte  liegt,  die  Ver- 
idn^^slinie  ihrer  Angriffspunkte  im  umgekehrten  Verhältnis 
f  Kräfte  teilt  nnd  deren  Größe  sich  als  algebraiache  Summe 
'  InteBsitüten  beider  Kräfte  ergibt:    diese  Mittelkraft  kann 
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nun  in  gleicher  Weise  mit  eiuer  dritten  Kraft  zusam  menge  setzt 
werden  und  so  fort,  wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  die  Kräfte 
alle  dieselbe  Hichtnng  haben  oder  ob  einzelne  entgegengeeetzt 
den  andern  gerichtet  sind.  Man  siebt,  daß  parallele  Kräfte 
im  allgeineinen  eine  Mittelkraft  ergeben,  die  gleich  der  alge- 
braischen Summe  der  Einzelkräfte  ist.  Nur  in  dem  Falle,  daß 
eine  der  Kräfte  gleich  und  entgegengesetzt  der  Mittelkraft  alier 
andei-en  ist  iinil  nicht  im  Augritfspunkt  der  letzteren  wirkt, 
erhält  man  ein  Kräftepaar. 

Der  Angriffspunkt  der  Mittelkraft  eines  Systems  partieller 
Kräfte  hangt  nach  dem  Obigen  nur  von  den  Größen  Verhält- 
nissen der  Kräfte  zueinander  ab  und  von  der  gegenseitigen 
Lage  ihrer  Angriffspunkte.  Werden  z.  B.  die  Intensitäten  aller 
Kräfte  in  demselben  Verhältnis  vei^öBert  udfr  verkleinert,  so 
hat  dies  auf  die  Lage  des  Angriffspunktes  der  Mittelkraft  keinen 
EinHuB,  ebensowenig  wie  eine  etwaige  Drehung  aller  Krilfte 
um  ihre  .\ngritfspunkte ,  sofern  die  Kräfte  parallel  bleiben. 
Hieraus  folgt  der  nachstehende  Satz:  Ändern  sich  die 
Richtungen  und  Intensitäten  aller  Kräfte  gleichzeitig. 
während  ihre  Angriffspunkte,  ihre  Größenverhältnisse 
zueinander  und  die  parallele  Lage  ungeändert  bleiben, 
so  geht  die  Mittelkraft  stets  durch  denselhen  Punkt, 
den  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte, 

Die  Lage  des  Mittelpunktes  kann  in  einfacher  Weise  auf 
rechnerischem  Wege  gefunden  werden.  Ea  werden  vorerst  awei 
parallele  Kräfte  F^  und  P,  betrachtet,  deren  Angriffspunkt« 
yli  und  Ä^  sind.  Ihre  Mittelkraft  Ti  ^  l\  +  P^  greift  iin 
Punkte  B  auf  der  Verbindungslinie  von  A^  und  A^  an.  (Fig.  40.) 
Das  Kräftesystem  werde  auf  ein  beliebig  gewähltes  rechtwink- 
liges Achsenkreuz  x,  y,  5  bezogen,  die  senkrechte  Entfemiing 
.4,  C'i  des  Punktes  .1^  von  der  a:y-Ebene  ist  seine  Koordinate  #,, 
ebenso  ist  Ä^C^  =  s^  und  BE  ^ z^^  ihe  Koordinate  des  An- 
griffspunktes von  R  nach  der  2-Äebse.  Wird  jetzt  durch  B 
eine  F'arallele  zu  L\V^  gelegt,  die  von  (\Äi  und  (.\A„  im 
Punkte  i*',  bezw.  F^  geschnitten  wird,  so  folgt  aus  der  Ahnlieh- 
keit  der  Dreiecke  AJiF^  und  A^BF^: 
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'Mbd  bezeichnet  uiiii  das  Produkt  aua  emer  Kraft  und  dem 
ihres   Angriffspunktes   von   einer  Ebene  als  Moment 
aft    in   bezug   auf  die  Ebene.     Die  Gleichung  ( 


Fig.  40. 

läAt  sich  hiemach  in  folgender  Weise  aussprechen:  Das  Mo- 
ment der  Mittelkraft  zweier  paralleler  Kräfte  in  bezug 
aaf   eine    beliebige   Ebene   ist    gleich    der  Summe    der 

tSfomente  dieser  Kräfte  in  bezug  auf  dieselbe  Ebene. 
In  ähnlicher  Weise  kann  dieser  Satz  auch  für  zwei  parallele, 
aber  entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte  abgeleitet  werden;  es 
er^bt  sich,  daß  die  Kräfte  je  uach  ihrer  Richtung  als  positive 
aod  negative    zu    onterscheiden    sind.     Wird    nun    die  Mittel- 
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kraft  li  in  gleicher  Weise  mit  einer  dritten  Kraft  P,  zusam- 
meügesetzt  und  so  fort,  ao  erhält  man  schließlich  den  allge- 
meinen Satz:  Das  Moment  der  Mittelkraft  einer  Anzahl 
paralleler  Kräfte  in  bezug  auf  eine  beliebige  Ebene 
ist  gleich  der  nlgebraischen  Summe  der  Momente  der 
Einzelkräfte  in  bezug  auf  dieselbe  Ebene. 

Dieser  Satz  werde  jetzt  auf  alle  drei  Koordinatenebenea 
allgewendet,  man  erhält  dann  für  die  Koordinaten  des  Angriffis- 
punktes  der  Mittelkraft  paiullel  zu  den  eutspre übenden  Achsen: 


S-a.  -  P,-«,  +  P,.«,  +  r,.x,  + 

!t!l,-Pi-!lt+P.-ll,  +  P,-ih  + 

R  ■  5o  =  P,  ■  2l  +  Pj     Ä.  +  /'j  .  Jj  + 

worin 

u-  p,  +  r,  +  p,  +  -- 

ist.     I 

n  abgeliürzter  Schreibweise  ist  demnach 

(24) 

u  -  2:p, 

(25) 

Z(P-i)               £(P-})               . 

Wird  beiapielaweiae  die  j;(/-Ebene  dnrch  den  Mittelpunkt 
der  parallelen  Kräfte  gelegt,  so  ist  die  Koordinate  .^^  =  0  und 
damit  anch  B  ■  z^,  d.  h. 

Die  algebraische  Samme  der  Momente  paralleler  Kräl 
in    bezug    auf   jede    durch    den    Mittelpunkt    gehende 
Ebene  ist  gleich  Null. 

Umgekehrt  gilt  auch:  Ist  die  algebraische  Summe  der 
Momente  paralleler  Kräfte  in  bezug  auf  eine  Ebene  gleich. 
Null,  80  geht  dieselbe  durch  dea  Mittelpunkt  der  Kräfte. 

Aus  den  obigen  Formeln  folgt,  daß^  wenn  alle  Augriffs- 
pimkte  in  einer  Ebene  liegen,  sich  der  Mittelpunkt  der  Kräfte 
in  deraelbeu  Ebene  befindet.  Wird  nämlich  diese  Ebene 
zur  xy-Eheae  gewählt,  so  werden  alle  ^-Koordinaten  gleich 
Null,   d.h.    es   wird    P,  •  ^j  +  P, .  £,  +  P,  •  Zj -f- ^  0,   oder 


Hü 


=  0.  Da  nun  li  =  £F  im  allgemeiaeii  nicht  gleich 
MhU  ist,  muß  also  j(,  =  0  werden.  Eheuso  ergibt  sicli  der 
Bchon  aus  der  Fig.  4U  hervorgebeude  Satz,  daß,  wenn  alle 
Ajigriffgp unkte  aaf  einer  Geraden  liegen,  der  Mittelpunkt  der 
Kräfte  sich  auf  derselben  Geraden  befindet. 

Beispiel  24.     Gegebeu    sind    fünf    parallele    Kräfte    und    die 
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Koordinaten    ilu^r   Angriffspunkte    in   bezug    auf  < 
■enonunenes  rechtwinkliges  Achsenkreuz. 


beliebig 


+   870  kg 

+  1,25  m 

+  0,88  m 

+  1,54  m 

-    6-10  „ 

+  2,3?  „ 

-  1.13  „ 

-  0,96  „ 

-t-111'0  „ 

-  1,36  „ 

+  2,65  „ 

+  1.39  „ 

+    !'60  „ 

-  0,82  „ 

-  1 J8  „ 

+  0,25  „ 

-    '10  .. 

+  1,9T  ^ 

+  0,23  „ 

-2,18  „ 

'Zu   bestimmen    %iud   die  Koordinaten    des  Mittelpunktes  der  paral- 
lelen Kräfte. 

Man  erhält  sofort  die  Größe  der  Mittelkraft   11  =  1600  kg. 

Die  Momente  in  beaug  auf  die  einaelnen  Ebenen  ergeben; 
]i-Xo  =  -£"(Pj-)  =  —  4369  mkg 

Ä  ■  ^0  =  ^i^')  =  4-  5290     „ 
fdglioh 

j-o 2.73  m,      ,«„  =  + 1,62  m,      r«  =  + 3,31m- 

22.   Allgemeine  ßleichgewichtsbedingangen. 
Zuerst  werde  der  Fall  paralleler,  im  Raum  verteilter  Kräfte 
liehandelt.     Gleichgewicht   besteht,   wenn    die   Kräfte    bei    der 
Zasamiuen Setzung  keine  Mittelkraft  ergeben,  wenn  also  M  —  O 
bt     Dies  ergibt  als  erste  Gleichgewichtabedingung: 

Pi  +  Pj  +  P,  +  ■  ■  •  =  i:p  =  0. 

Für  die  weitere  Untereuchting  ist  es  vorteilhaft,  als  Bedingung 
fflr  d»s  Gleichgewicht  die  mit  den  obigen  identische  nuszu- 
^rechen,  eine  der  Kräfte  z.  B.  P  muß  gleich  und  entgogeu- 
itzt  der  Mittelkraft  R'  aller  anderen  sein,  also  2J'=  —  P. 
Wirkungslinien  von  P  und   R'   müssen   nun   in    dieselbe 


\ 


tf  • 
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kr..::   L   .r.   irleii.her  Weise  mit  einer  drit 
'.'..'■.  Zf^f'.:'.   u::«i    sü  ttirt.  so  erhült   man 
::.r:::v::   ^..zz:    Das  Moment  der  Mittr 
:  ..T -.Url-rr   Kräfte   in    hezug  auf  e- 
-:  iT '.•:■. vi:  oler  .-.leenraischen  Suni 
K .  i: ;  t '  k :  li : :  e  i n  b ez u g  auf  d i esel 
I•:r^er   >:«rz   wenle  jetzt   auf  al' 
ikz'.jr^^ -.1:;-:.  man  erhält  dann  für  di- 
:  v;nk:o>  der  Mittelkraft  parallel  zu 


■  •  r«  1  i  - 


*•' 


;;:iiml: 


••  ^ 


li  ■  U\i  =   1\  •  ^i   -|-  Po 

f:  .'0  -  A  •  Hl  -  P, 

r,  ■ .-,  =  /',  ■ .-.  - 1' 


1. 


woriv. 


i.<t. 


^  I 


In  ab^rekürzter  Sohreih\ 


/ 


ih 


.njrvü  uDer  in: 
'    =  V* 

—  .<:.  ddkj   P  und  Ji' 
i-   3^r  ia  die   srleiche 

-.  xiectsci'Ä  •.»Iri'/ngewichts- 

r-t.i:iö*»^jui.  5ii  di^  -r-r-  und 

%Lna!KaBt    Ä!r  Krine  bezogen 

-^«jfw»i*ir    njwo.:    ziin    erhält 

.|^  .e-xwx  *.ri  :=  Gleich- 

^p^  >t  u  n-f  xz£  ferner  die 

Winl   boispiolsweis«      *-*"*>  t-^a  «*!*-'    1  rfi-i:  auf  zwei 

*'uM-  i\'inilleleu  Knlfte  ^^•-'*"J*^.jj;^^  ?.».^ä---^-*  Erezen  je  den 

x\,\\u\{  ,\\w\\   /i*  •  c^»,  d.      .•-" 

Pio  al^ohraisohe  r 

Ml     Imvuij    auf   j_^    

l  mijt^kehrt 
MiMMouto    j»anill 
Null,  so  ^,*ht  I* 

Aus   den 
iMinktr  ni  ei< 

'.II      \Km-xo|)h; 

»'V     :  V    Kl 

Null.    d. 


j.^.jrmif  .3t  S*.i2:e.  SO  be- 
3ir  JjgaatZBecwaiing  weder 
*^"^tarflna*  Xrifi*c<fcir  ergei^en. 
"**  -.,      -.is*ii    AÄ*    i*^-   ^^*^ri  XuU 


\"-  - 


^^    ^^-^  i»«:  P  «f.nven  Glieder 
Vul    ^      -»tr"^  Zurückgreifen 
-'«.    %-rt-*:^  i^-fcfcii*  ^'-^  Gleioh- 


:c 


r 


T:       - 


r  f  vw  :\  =  u. 


Starre,  frei  bewegliche  Körper 

-  .-,  coa  ß,}  =  0 

-  )/,  cos  «,-}  =  0, 


ci   Der  Schwerpunkt, 
icbwerkraft,  Oewiclit,  Schwerpunkt. 

:  zeigt,  daß  alle  höher  befindlichen  Körper 
lohe  der  Erde  hingezogen  werden;  die  Kraft, 
iziehung  hervorruft,  heißt  die  Schwerkraft. 
)des  Massenteilchen  in  einer  Richtung,  die  sonk- 
'  Rrd Oberfläche  oder  genaner  ausgedrückt  senkrecht 
rrllHiilii'  di's  ruhigen  Wassers  steht.  Da  alle  Körper, 
r  auf  der  Erdoberfläche  betrachten,  so  klein  sind,  da£ 
mmniung  der  Erdoberfläche  vollständig  uuberäcksichtigt 
rkann,  so  sind  die  auf  jedes  MaBsenteilehen  eines  Körpers 
bselben  i^inne  wirkenden  Kräfte  einander  parallel.  Die 
Bitielkraft  aller  dieser  Kräfte  heißt  das  Gewicht  und  ihr 
littelpunkt  der  Schwerpunkt  des  Körpers. 

24-  SpezifischeB  Gewicht.  Gewichts-  und  Kraftemheit, 

Dichtigkeit. 
Ist  die  Masse  eines  Kori^ers  gleichförmig  über  das  ganze 
FVoIumen  des  Körpers  verteilt,  d,  b.  ist  der  Körper  homogen, 
I  so  haben  gleiche  Volumina  das  gleiche  Gewicht  und  ein  Raum- 
^t«il,  der  n-mai  so  groß  ist  als  ein  anderer,  besitzt  das  »-fache 
I  Gewicht.  Das  Verhältnis  von  Gewicht  und  Volumen  ist  also 
minr  ein  und  denselben  homogenen  Körper  konstant.  Dagegen 
7  liaben  gleiche  Kaumteile  zweier  homogener,  aus  verschiedenen  Sub- 
I  stanzen  bestehender  Körper  im  allgemeinen  verschiedenes  Gewicht. 
Man  bezeichnet  bei  homogenen  Körpern  das  Gewicht  der 
I  Volumeneiuheit  als   spezifisches   Gewicht,   so   daß  das  Ge- 


;i2 


Zweitr-  .\i 


■ .    V  Jrper. 


(ßcrwlf  fallen,    ihn»   .^ 
nsii*:n  'S  und  f/  luilMt: 
parallf;]    dftn     Kräft-j. 
<lj<;flc*r  Konrriimiti'n 


**.xr 


aus  Volunii'n  uiitl 


und 


(27) 


l)ji  nun  /•'  ^ 

A?/.    ■ 

Da   eH   filr   (I;ls 
deiiB(4ben    Aiiü" 
(lenido   fall»! 
notwendiger» 
hediugiini{r-i 
die  ♦/<s'-K1m 
sind,    eine 
somit  doii 
wicht.  V 
algebr:i 
beliebig. 
Wert  > 

steht  (^ 
eine   > 
Die   (. 
hübe*]! 


5«v"> 


-../:    worden    das   Ge- 

.i.sch  reinen  Wassers 

-•htigkeit     d.   h.     bei 

des  Meeresspiegels 

vien  luftleeren  Raum: 

>    Vi»satz   23    ist  nun   das 

•vfii.  demnach  gilt  dieselbe 

^v...    >«i>    wird    das   Verhiiltni> 

^    .,  ttlero  Dichtigkeit    des 

.,  ai^NOit    in    einem    bestimmten 

.^   st  dann  das  Verhältnis  von 

A-iii  l'unkt  gelegenen  Rauni- 
Ksuiiiteilchens. 


>;ikw^rpuiiktsätze. 

'^        ,v  V  »Vit/,  -i»  gelten  für  die  Schwer- 
-^"'*''*^      ^..^  Vb\\»'i|»unkte.s  die  in  Absatz  21 


*.u  .e 


Kiülte. 


►> 


dies 
der 

au* 


^^    v<*.»>i^'   *'**^  *"*'  IJiclitimg  des  Ge- 
x%i^o*|*""^^   geht,  welche  Lage  der 
.  .M^i  ^iib  ein  Mittel,  den  Schwor- 
1    ii%4   \  i'iMu'li   ZU  bestimmen,     ilau 
NoiHiiielsweise     eine    BlechtafeL 
^      5^    v»'*»"»notH    eines   biegsamen   Fadens 
'^^  ^.U    eiei;elreleu    ist,    muß    die    Ver- 


JfcS 


*.*• 


u  In^iiliivie   sein    d.  h.    durch  den 

^ii-t%*  vUM^elbe  N  ersueh  mit  einer  anderen 

,v.  iilult  man  den  Sehwerpunkt  S 


.a»^!v. 


^'*^      ^,*U^  s^InMMliuieu.      Ks   ist  dabei  nicht 


.*« 


Ä  ♦ 


\** 


•  t 


A   » 


^vv»ii »'»'>•>'    '"    ''•''   ^l'»'*»^'  >1^=*    Kör]»ers 


.x*r*:  .i  ***'*' 


»«I' 


iM*  ^** 
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Bezeichnet  man  da&  Gewicht  eines  Körpers  mit  Gj  das 
Gewicht  der  einzelnen  Teilchen  mit  g^yQ^jQ^i  •  •  •;  die  Koordi- 
naten  der  Teilchen  in  bezug  auf  ein  angenommenes  Achsen- 


Fig.  41. 

^Jstem   mit   ar^,  y^,  ^i,  iCj,  y^,  ^2^2?  *  * '  ^^^  die  Koordinaten  des 
Schwerpunktes  mit  x^j  y^,  z^j  so  gehen   die  Gleichungen  (24) 
^d    (25)  über  in: 


Xq  — 


29 


yo  = 


S9 


e^  = 


^9 


^^     homogenen  Körpern  ist  G  ==»  F  •  y  und 

^^     Gleichungen  (31)  nehmen  dann  die  folgende  Form  an,  da 
^^^     spezifische  Gewicht  y  sich  heraushebt: 


caa> 


X. 


_  £(v  ■  x) 


Entsprechend  gilt  für  ebene  Flächen,  die  man  sich  gleichmäßig 

^^t    Masse  belegt   vorstellen   kann   (z.  B.   als  Blechtafeln),  in 

^vig  auf  ein  in  derselben  Ebene  liegendes  Koordinatensystem: 


(.^3) 


Xq    


£{f-  x) 
F 


2/0  = 


^(/••y) 

F 


^4 
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wicht  des  Körpers  sich 
spezifischem  Gewicht: 
(30 1 

Als    Gewichtseiuh*M' 
wicht  eines  Kubikdi 
im     Zustande     seiii' 
4-4'^  Celsius,  gewi 
unter  45^  Breite  n  ■ 
das    Kilogramm. 
Gewicht  als  eiiio   ■ 
Einheit  als  Kraft  • 
Ist  ein  Kör|< 
von   Gewicht    h« 
Körpers    hezen) 
Punkt  des  unli 
Gewicht  ein»* 
teiles  zu  dof: 


Narl- 
kriifte  IUI 
abgeleil* 

wichti^ 
Körj>i 
punkr 
hiinu 

auf 
lili) 

Sr 

A 


^--**' 


.     'üzelnen  Flächenteile 
r  üan  sich  als  mit  Masse 

..-«'.Utes  bedeutet. 

^     .,;«  Symmetrieebene,  so  ent- 

uieu  Seite  dieser  Ebene   ein 

...i^j»?iies   auf  der  anderen   Seite 

.^tf/  ««ewichte  fällt  in  die  Sjm- 

..   ".»ile,  eine  Symmetrieebene  ist 

;^.4i,  tfi»    homogener  Körper   zwei 

,*  XQwerpunkt  in  die  Schnittlinie 

^^..«f.     Hat  ein   homogener    Körper 

,.^ir.''*'<«^'"«   ^^   ^^^^  ^^^  Schwerpunkt 
.    ^,.r  drt*i  Ebenen  erhaltenen  Mittel- 

^,.»tttd«»g   »^f  Flächen    und    Linien 
i^j^ut    oin    homogener   Körper,    eine 
.iH?  S\  nnnotrieebene,  Symmetrieachse 
^»  hi>jt  ilarin  der  Schwerpunkt. 


X" 


.< 


> 


:t 
1 


4^ 


^i^^uukte  von  Linien. 

1)  Gerade  Linie.      Der 
Schwerpunkt     einer     geraden 

^  \         Strecke  liegt  in  der  Mitte  der- 
selben. 

2)  Gebrochene  Linie. 
I  (  Kig.  42. j  Die  Schwerpimkte 
'Ä          (Irr  einzelnen  geraden  Strecken 

werden  nach  l'i  ermittelt.   Sind 

.'i,   //w   '^i"  //■-'?    'VJsf  '  •  '   itre 
Koordinaten     in      bezug     auf 

i'iii  beliebig  gewähltes  Achsen- 

svsttfMn  und  sind  die  Längen  der 


1 

I 


I 
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Strecken    s^,  s^,  8^,  -  - '   so    ergibt   sich  die  ha^e  des  Schwer- 
punktes der  gebrochenen  Linie  aus  den  Gleichnngen  (34): 


^0=- 


«1  +  «2  +  5j  H 


Si  +  5j  +  «3  H 

3)  Dreiecksumfang.  (Fig.  43.)  Die  Länge  der  Seiten 
sei  ay  hj  c,  die  Höhe  h^  sei  senkrecht  zu  a.  Der  Abstand  des 
Schwerpunktes  von  der  Seite  a  ist  dann  nach  2) 


^0-    ä+h  +  i 


a  +  fe  +  c  *  2 


Fig.  44. 

Man  kann  auch  in  derselben  Weise  den  Abstand  r  des 
Schwerpunktes  von  der  Verbindungslinie  der  Mitten  der  beiden 
Seiten  a  und  h  bestimmen: 


a 


Dreiecksinhalt 


a  +  b  +  c      Dreiecksumfang 

Aus  dem  letzten  Ausdruck  geht  ohne  weiteres  hervor,  daß  die 
Entfernung  des  Schwerpunktes  von  den  anderen  Mittenver- 
bindungslinien dieselbe  ist.  Der  Schwerpunkt  liegt  also  im 
Mittelpunkt  des  Kreises,  der  demjenigen  Dreieck  eingeschrieben 
ist;  dessen  Ecken  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  ab  c  sind. 
4)  Parallelogrammumfang.  (Fig.  44.)  Der  gemeinsame 
Schwerpunkt  der  beiden  Seiten  AB  und  CD  liegt  in  der 
Mitte  der  Mittenverbindungslinie  EF,  ebenso  liegt  der  gemein- 


58 


Zweite  Abteilung.    Statik  starrer  Körper. 


same  Schwerpunkt  von  AC  und  BD  in  der  Mitte  der  Mitten- 
verbindungslinie  GH,  beide  Punkte  fallen  aufeinander.  Atn 
einfachsten  wird  der  Schwerpunkt  erhalten  als  Schnittpunkt 
der  beiden  Diagonalen. 

5)Kreisbogen.  (Fig. 45.) 
Der  Schwerpunkt  liegt  auf  dem 
senkrecht  zur  Sehne  AB  er- 
richteteU;  den  Bogen  halbieren- 
den Radius  3f  C;  sein  Abstand 
Xq  vom  Mittelpunkt  wird  nach 
Gleichung  (34)  bestimmt^  in- 
dem der  Bogen  zusammen- 
gesetzt gedacht  wird  aus  sehr 
kleinen^  geraden  Linienelemen- 
ten,   von    denen    V    eins    sei, 


Fig.  45. 


dessen  Schwerpunkt  8'  in  der  Mitte  liegt.  Zieht  man  nun 
durch  die  Endpunkte  von  V  eine  Parallele  zn  MC  und  die 
Parallele  s  zu  AB,  femer  die  Linien  S'M^r  und  S'O^x, 
so  folgt  aus  der  Ähnlichkeit  des  so  entstandenen  kleinen  Drei- 
eckes mit  dem  großen  MOS': 

V  :  s  ^  r  \  X 
und  hieraus 


V  *  X 


r '  s , 


Nun  ist  nach  Gleichung  (34) 

2:(b''x) 


Xr 


ZV 


oder  nach  Einsetzung  der  vorhergehenden  Gleichung 

Aus  der  Figur  ergibt  sich  sofort 

Es  =  Sehne  AB  «=  s, 
2:6'  =  Bogen  .45  =  6, 


also 


r«5 
^0  =  -j- 


H&lbkreis  wird  die  Sehne  s  =  2r   und  der  Bogen  '/  = 
Hau  erhält  daraus  ,^ 

3:0  =  —  =  0,G36Gi'. 


Beispiel  25.     Der  Schwerpunkt    eines   gegebenen  Teiles   des 
Cmfanges  eines  regulären  Polygoues  ist    nu   bestimmen.     l_Fig.  46.) 

Ein  Ort  des  Schwerpunktes  ist  die  Symmetrieachse  des  Polygon- 
Etflcke."!,  Wird  diese 
Achse  als  j-Achse  und 
der  dazu  senkrechte 
fiurchraesser  als  y- 
Achse  gewählt,  so  ist, 
«enn  r  der  Radius 
i«  eingeschriebenen 
Kreises  ist, 

"orin  o_  den  Neigiings- 

Wakel  des  nach   der  Beriihrungsstelle    gezogenen  Radiits   bedeutet. 
Die  Entfernung  des  Schwerpunktes  vom  Mittelpunkt  ist  nun: 


cosa) 


_  f  Wart  X(a  cos  a)  bezeichnet  die  Pro- 
"Jttion  des  Polygonstückes  auf  die  y-Achse, 
,  "t  «Jao  gleich  der  Sehne  des  Polygonzuges; 
.  ^<a  iolgt: 

Sehne  des  Polygonstückes 
Umfang 
Beispiel  26.   (Fig.  47.)    Der  Schwer- 
l  der  angegebenen  Linien  Verbindung  ist 
*  ermitteln. 

D«  Schwerpunkt  liegt  auf  der  Sym- 
hieachse,   sein  Abstand  von  der  Grundlinie  ist; 


/ 

>\ 

-0  +  s 


+  ■ 


6'  +  1,-  " 

"(i  +  ^l  +  a» 
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27.   SclLwerponkte  von  FläoheiL 

1)  Dreiecköfläche.  (Fig.  48.)  Das  Dreieck  wird  in  sehr 
Hchmalft  Htreifon  zerlegt,  die  alle  parallel  zur  Seite  AB  ver- 
laufen.    Der  Schwerpunkt  jedes   Streifens   liegt   in  der  Mitte 

desselben;  der  Schwerpunkt  des 
Dreiecks  ist  infolgedessen  auf 
der  Mitteltransversale  CD  ge- 
legen. Durch  eine  gleiche  Zer- 
legung parallel  zur  Seite  ÄC  er- 
hält  man  als  Ort  des  Schwer- 
punktes die  Mitteltransversale  BE 
und,  wenn  die  Zerlegung  paralld 
der  Seite  BC  vorgenommen  wird, 
die  Mitteltransversale  ÄF.  Der 
Schwerpunkt  ist  also  der  Schnittpunkt  der  drei  Mitteltranfl- 
versalen. 

Wird  die  Linie  DF  gezogen,  so  erhalt  man  aus  der  Ähn- 
lichkeit der  Dreiecke  ASC  und  F8D: 


also 


AS      AC^2 
FS'^FD       1' 

AS^2FS    d.  h.    AS^^AF. 


Der  Schwerpunkt   teilt   die  Mitteltransversalen   im  Verhältnis 
2  zu  1. 

Der   senkrechte   Abstand    des    Schwerpunktes    von    em&^ 
Dreiecksseite  ist  ^  der  zugehörigen  Höhe. 

2)  Parallelogramm.  (Fig.  44.)  Die  Diagonale  AD 
teilt  das  Parallelogramm  in  zwei  Dreiecke,  deren  Mittel- 
transversale die  andere  Diagonale  CB  ist.  Der  Schwerpunkt 
liegt  demnach  auf  CjB,  ebensogut  muß  er  auch  auf  der  Dia- 
gonale AD  sich  befinden,  er  ist  also  der  Schnittpunkt  beider 
Diagonalen. 

3)  Paralleltrapez.  (Fig.  49.)  Durch  Zerlegung  des 
Trapezes  in  schmale  Streifen  längs  der  parallelen  Seiten  ei^^bt 
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sich   wie   beim   Dreieck  als  Ort   des  Schwerpunktea    die   Vei 
bindungslinie  der  Mitten  dieser  Seiten. 


Wird  daa  Trapez  durch  die  Diagonale  CB  in  zwei  Drei- 
ecke zerlegt,  so  erhält  man  nach  Gleichung  (33)  mit  den 
Bezeichnungen  der  Figur: 


iah 

3 

+  ii/. 

il' 

iih 

h 

i 
h 

3 

+  l,ah 

ih 

Ha  +  ih) 
3(o  +  6) 


3(0 +  S) 


Mä  dnrch  Division: 


y^      b  -\-2a       h 


fiiwsnB  folgt  die  nachstehende  Konstruktion  des  Schwerpunktes: 

«0  zieht  die  Mittellinie    des  Trapezes  GH  und   trägt  dann 

M  die  Seite  /)  die  Seite  a  bis  zum   Punkte  E  an,  ebenso  au 

Ol*  Seite  o  die  Länge  }>  nach  der  entgegengesetzten  Richtung 

I  bis  f.    Die  Verbindungslinie  EF  schneidet  die  Mittellinie  im 

■  Bcttverpunkte    S,    denn    aus    der    Ähnlichkeit    der    Dreiecke 

|£GSund  FHH  ist: 
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^  GS 


FN  ^ 
EG 


Bei  schmalen  Trapezen  von  großer  Höhe  würde  der  Schnitt 
der  Hilfaliaie  EF  mit  der  Mittellinie  sehr  lang  ausfaUen,  ge- 
wöhnlich benutzt  man  deahalb  in  solchen  Füllen  die  angegebeJie 
•Konstruktion  zweimal,  indem  die  entsprechendenVerlängerangen 
auch  nach  den  anderen  Hichtnngen  angetragen  werden.  Faßt 
man  dae  Dreieck  auf  als  ein  Paralleltrapez,  dessen  Seite  h 
ist,  so  erhält  man  hieraus  eine  besonders  bequeme  Konstruktion 
des  Dreiecks  Schwerpunktes. 

4)  Beliebiges  Viereck.  {Fig.50.)  Das  Viereck  wird  dunA 
die  Diagonale  AC  ia  zwei  Dreiecke  zerlegt,  deren  Schwerpunkte 
nach  1)  bestimmt  werden  können.  Ihre  Verbindungslinls 
ist  parallel  der  ande- 
ren Diagonale  BD. 
In  gleicher  Weise  er- 
hiilt  man  die  Sohwer- 
linie  der  durch  di» 
Diagonale  BD  gebil- 
deten Dreiecke  parall^ 
zu  AC.  Der  Schnitt- 
punkt beider  Schwer" 
hnien  ist  der  Schwer' 
punkt  S. 

Wird  durch  JJ 
Parallele  za  AC  und' 
durch  C  eine  solche  vx 
BD  gelegt,  die  sich  in  G  schneiden,  so  folgt  aus  der  Ähn- 
lichkeit des   Dreieckes  FGC  mit  dem  kleinen  Dreieck  FSH: 


FS_ 
FG~ 


FH_ 
FC 


d.  h.  S  ist  Schwerpunkt  des  Dreieckes  ABG, 
sehr  einfache  Konstruktion  ergibt. 
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eliebiges  Vieleck.  (Fig.  51.)  Das  Vieleck  wird 
diagonalen  aus  einem  Eckpunkt  in  Dreiecke  zerlegt^ 
°  eil  werp  unkte 
i  Sj,  ■ .  -  nach 
kettelt  werden. 
f  *irddie  Ver- 
tealinie  S,  S, 
Bekehrten  Ver- 
»  der  entapre- 
Bn  Dreieckflä- 
feeteilt,  was  in 
her  Weise  nach 
iel  16  bezw. 
sinn  gern  äße 
Wung  der  in 
iel     1 7     gege- 

Konstruktion  geschieht;  der  so  erhaltene  geuieiusaraB 
trpunkt  der  beiden  Dreiecke  ist  Ä".  Dieser  ergibt  mit  S, 
rseiben  Weiae  znaaraniengesetzt  den  Punkt  S  ,  dessen 
imensetzimg  mit  S^  den  Sehwerpimkt  .S  des  Vieleckes 
.  Wesentlich  ObetBicht- 

nnd    ebenso    sclmel!  f p 

fiel  führend  ist  die  in 
t  30  gegebene  Kon- 
ion. 

Kreissektor.  (Fig.  52.  i 
äreissektor  wird  durch 
1  in  sehr  achmale  Drei- 
lerl^^t,  deren  Schwer- 
i  auf  einem  Kreisbogen 

mit  dem  Radius  ^c. 
aufgäbe  ist  dadurch  zu- 
ifUhrt  auf  die  Bestimmung  des  Schwerpunktes  einea  Kreis- 
I  vom  Radius  ^r.  Der  Schwerpunkt  liegt  demnach  auf 
^uunetrieachae    des    Sektors    in    einer    Entfernung    vom 

iDkt: 


Fig.  62. 


€4 
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Für  die  Fläche  des  Halbkreises  erhält  man  hieraus: 
4r 


Fig.  GS. 
Oleichang   (33)    bestimiiit   zu: 

""         F 
Mit  der  Substitution  A'  =  r- 


7)  Ereissegment. 
(Fig.  53.)  Das  Kreis- 
segment kann  aufgefaßt 
werden  als  Diflerenz  des 
Sektors  und  des  durch 
dieSehneabgesclmittenen 
Dreiecks.  Der  Schwer- 
punkt liegt  auf  der 
Symmetrieachse  in  einer 
Entfernung  x^  TOm  Mittel- 
punkte,   die     eich    nach 


r -b    2  rs      sh 

F 
t 

erhält  man: 


-0  ^  12F 
worin  F  die  Fläche  des  Segmentes  bedeutet. 

8)  Ellipsenhälfte.    (Fig.   54  —  56.)     Werden    sämtlich« 
Sehnen  eines  Halbkreises  parallel  zum  Darchmesser  um  dassel^ 


Vielfache  vergrößert  z.  B.   verdoppelt,   so  daß   die   Symmetrie 
in  bezug  auf  den  senkrecht  zum  Durchmesser  stehenden  Radios 


beweglith«  Körper. 

"gewahrt  bleibt,  daiin  entsteht  eine  Ellipsenhältte,  deren  Schwer- 
|)iii]kt  mit  dem  des  Hulbkreises  ziisummenfüLit,  da  die  Summe 
der  Momente  in  bezog  auf  die  Schwerpiuiktaachse  ji  Ji  den- 
aelbeu  Wert  Null  behalten  bat.  Dasselbe  ergibt  sich  hei 
einer  Verkürzung  der  Sehneu.  Der  Schwerpunkt  der  EUipseu- 
hälfte  liegt  also  im  Abstände 

^BpBi  Durchiitesner. 
^B  Dieselbe  Beziehung  bleibt  bestehen,  wenn  die  Sehnen  des 
^BsIbkreiseB  so  verschoben  werden,  daß  ihre  Halbierungspunkte 
^^uf  einer  schräg  gerichteten  Geraden  liegen.  Auch  dadurch 
entsteht  eine  halbe,   schief  abgeschnittene  Ellipse.     Nach  der 


"  :i,T 


liezw. 


/            *''' 

/      h- 

\' 

1 

l 

Sn 


Kgar  ö6  ergibt  sich  die  Lage  des  Schwerpunktes  auf  der  bi 
twffenden  Ellipsenachse  in  der  senkrechten  Entfernung  hg 
fom  Schnittduruhmesser. 

In  derselbeu  Weise  lassen  sich  die  Schwerpunkte  von 
Ellipsensegmenten  durch  Zurückführuiig  auf  Kreissegmente  be- 
stimmen. 

9)  Parabel  fläche.  (Fig.  57.)  Die  Gleichung  der  Parabel 
ist  ]/'=  tpx,  worin  p  einen  bestimmten  Zahlenwert  hat.  Wenn 
ftr  die  Abszisse  .c  der  Iteihe  nach  bestimmte  Zahlen  angeuom- 
^ta>neii  werden,  so  ermitteln  sich  die  zugehörigen  Ordinaten  j/ 
^H^B  der  angegebenen  Gleichung.  Um  nun  den  Schwerpunkts- 
j^WfcDBtand  (/„  der  von  der  so  erhaltenen  Kurve  und  den  Koordi- 
■^  Orten  a  und  h  begrenzten  Fläche  zu  ermitteln,  wird  sie  in  eine 
■     pofle  Zahl  schmaler  Streifen  von  der  Höhe  z/  zerlegt,  deren 

Lf__ 
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ür  die  Fläche  des  Halbkreises  erhält 

h 


X 

/ 

s, 

►_ 

J 

k                          ^^^ 

\  r 

J5 

\ 

\ 

i < 

s. 

> 

/         i 

3 

\ 

' ^ 

K 

/ 

/ 

J 

r ir 

Fig.  53. 

Oleichung   (33)    bestimmt   zu: 

r  •  & 


^0  = 


{ 

s 
y 
S 
d 
I 


Mit  der  Substitution  A*  =  r-  — 


.S' 


X, 


worin  F  die  Fläche  des  Segm 
8)  Ellipsenhälfte.    (Fi; 
Sehnen  eines  Halbkreises  pani' 


Fig.  54. 

Vielfache  yergrößert  z. 
in  bezug  auf  den  senkt 


^ 
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Bo  ist  die  Länge  eÖDes   um  die  Strecke  y  von  der  Spitze  ent- 
lemten   ötreifenB   ebenfalls  t/   und    sein  Flächeninhalt   infolge- 
des§en    (/-J-     Uer    Ausdruck    2^{yjd)    wird    also    durch 
Flächeninhalt  des  ganzen  Dreiecks  dargestellt,  folglich  igt 

Betrachtet  man  die  Figur  58  e 

tischen  Pyramide  von  der  Grunil- 

kante  b  und    der§elben  Hohe,  so 

ist  der  Rauminhült  des  Bchmaleu 

Pyramidenstückchena )/"  J  und  iß^ 

sein  atatisehea  Moment  in  bezog 
auf  die  Spitze.  Die  Summe  dieser 
atatisehea  Momente  let  nach  Glei- 
chung (32): 

worin    V   der     Rauminhalt     der 

gwuen    Pyramide     und    i/^'    der 

Abgt&nd  ihres  Schwerpunktes  von 

iler  Spitze  ist.    Letzterer  ist  nach  Absatz  28  i/^'  =  }6,  so  ( 

oian  erhält 

Der  Lihalt   der  betrachteten  Parabel  fläche   ist   F  = 
omit  ergibt  sich 


"Mh  der  Kurreugleicliung  ist 


Eine  ganz  entsprechende  Rechnung  ergibt  für  die  andere 
I  Koordinate  des  Schwerpunktes: 
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Inhalt  bei  hinreichender    Kleinheit    v 
rechnet  werden  kann  zu 

9  \ 


Fig.  57. 


i       1 

I 

:        \ 
:         1 

I 

!   " 
j. 

:        i 

4 

'     i 
■    i 


Die  Gleichung  (33)  ergibt  dann 

Vo 1^--  = 

Wird  hierin  aus  der  Kurvengleich' 


X  == 


■ 


so  folgt 


//o 


2 


i-B^r 


F 


Die  allen  Gliedern  der  beide  > 

tt  bezw.  ^      können  herausL 
2i> 


?/o 


;[«- 


worin  die  Werte  der  Si 
anschaulichung  leicht  ^« 
Wird  ein  Dreieck  \ 
in  zur  Grundlinie  para 


L-,  frei  bewegliche  Körper. 

Bo  liegen  die  Schwerpunkte  aller  so  erhaltenen  Linien- 
auf der  VerbindiiEgsliiiie  der  Spitze  mit  dem  Sehwer- 
des  Umfanges  der  (inindfläche.  Der  Mantel  der 
Pyramide  wird  nun  durch  Dreieckflacben  gebildet,  deren 
Schwerpunkte  von  der  Grundflüi'he  um  Jf  der  Höhe  ent- 
fernt sind.  Infolgedessen  ergibt  aich  als  Lage  des  Seliwer- 
Buuktee  eines  beliebigen  Pyramiden-  oder  Kegelmantels  ein 
ritt-ei  dei'  Länge  der  Verl)indungs!inie  zwischen  Spitze  und 
rerpnnkt  des  Umfanges  der  Grundfläche  von  letzterer  aus 


Beispiel  28.     Der  Sthweiimnkt  des  Riugaussuljnittes   ist 
i  bestinmien. 

Der  Ringaussehuitt  ist  als  Differenz  zweier  Kreissektoren  vom 
tsdius  It  und  r  anzusehen.  (Fig.  62.)  Danach  ergibt  sich  ftOB 
bleicbuDg  i33) 


n\ 


Rb^      I--6, 


Dnrcli  Benntüung  der  Pro)'or- 
ti'flnen: 


6.:fc,: 


=  y,*:r 


whält  man    nach  Einführung 
Jps   halben  Centriwinkels  <p: 
/('  — r"   sinqs 
"         Ä*  — r'  arcq? 

Für    den    halben    Kreis- 
rmg  Igelit  diese'Pormel  über  in 

i  '''^'■'' 

el   2!).     Die   Lage   des    Schweqmnktea    eines    ungleich- 
I  "nankligen  Winkeleisens  ist  /u  ermitteln. 

Aus   den   Bezeichnungen    der    Fig.  6 1    ergibt    sich    durch   Au- 
«"ndang  der  Gleichung  (33); 
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"■""   2(1.,»,  +  6,*,)  ' 

i,>,'4-t,V  +  «i,i,t, 
"•"  2(i,J,  +  S,S,) 

SchwerpnnkteB   eines  ^-Eisent 


Beispiel  30.     Die  Lage 
zu  ermitteln.    (Fig.  62.) 
Man  erh&lt  nach  Gleichung  (33) 


2(öÄ- Vii) 


Beispiel  31.     Die  Lage  des  Schwerpupktos  eines  X'Eiaeos 
zu  ermitteln.     (Fig.  63.) 
Aus  Gleichung  (33)  folgt: 

*"~  "6Ä.6  +  3/(i(6i  +  ö.| 


28.  Schwerpunkte  von  Körpern. 
1)  Dreiseitige  Pyramide.    (Fig.  64.)    Durch  dicht  bei- 
einander gefülirte  ^rhiiitt«  parallel  zur  Grundfläche  ABC  wird 
die  Pyramide   in   dreieckige  Scheiben    zerlegt,    deren   Schwer 
punkte  auf  der  VerbinduugBlinie  der  Spitze  D  mit  dem  Schwe^ 
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pankt    G    der    Grundfläche    liepen;     Der    tTeHamtBchwerpimkt 

befindet   sich    demnach    ebenfalls  auf   dieser   Verbindungslinie. 

Der  Punkt  G  wird  erhalten,  indem  man  die  Seite  BC  in  E 
_  lulbiert  und  die  Verbindungslinie  AE  von  Ä  aus  im  Yerhältois 
j  S  zn  1  teilt.    Wird  in  gleicher  Weise 

die  Fläche  BCD  als  Grundfläche  be- 
trachtet, deren  Schwerpunkt  H  ist,  so 

muß  der  Schwerpunkt   der  Pyramide 

auch  auf  der  Linie  AH  liegen,  welche 

DG   im   Punkte   S   aehneidet.     Wird 

noch  die  Linie  G// gezogen,  die  auf 

Grund  der  Proportion 

G_ff_  EH      1 
AD  ~  ED  "  "3 


Fig.  61- 


parsllel  und  gleich  ^AD  ist,  so  ergibt  sich  aus  der  Ähnlich- 
keit der  Dreiecke  SGH  und  SDA  :  SG  =  |  SD,  woraus  folgt, 
daß  S(t  ^  \  dg  ist:  Der  Schwerpunkt  ist  um  {  der  Höhe 
Ton  der  Grundfläche  entfernt. 

2)  Beliebige  Pyramide  und  Kegel.  Durch  parallel 
tar  Grundfläche  geföhrte,  dicht  beieinander  liegende  Schnitte 
erkennt  man,  daß  der  Schwerpunkt  ebenfalls  auf  der  Ver- 
I  bindungalinie  der  Spitze  mit  dem  Schwerpunkt  der  Grundfläche 
legt.  Durch  Diagonalen  von  einem  Eckpunkt  aus  wird  nun 
iie  Grundfläche  in  einzelne  Dreiecke  zerlegt.  Werden  jetr.t 
Bliraen  durch  diese  Diagonalen  und  die  Spitze  gelegt,  bo  erhält 
eine  Anzahl  dreiseitiger  Pyramiden  von  gemeinsamer 
,  deren  Schwerpunkte  nach  11  sich  in  einer  Ebene  be- 
oden,  die  um  J  h  von  der  Grundfläche  entfernt  ist.  Der  Ge- 
untschwerpunkt  liegt  also  auf  der  Verbindungslinie  der  Spitze 
"■il  dem  Schwerpunkt  der  Grundfläche  und  teilt  diese  Gerade 
1  Verhältnis  1  :  3  von  der  Grundfläche  aus  gerechnet. 

Sind  die  geraden  Seiten  der  vielseitigen  Pyramide  unend- 
l™'i  klein,  so  erhält  man  einen  Kegel,  für  den  die  obige 
I  Angabe  naturgemäß  ebenfalls  gilt. 

3i  Prisma  und  Zylinder  mit  parallelen  Endflächen. 
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Der  Schwerpunkt  Hegt,  wie  man  aus  der  Zerlegung  in  ganz 
düuue,  kongruente  Scheiben  ersieht,  auf  der  Verbindungslinie 
der  Schwerpunkte  der  End- 
flächen, der  Achse,  und 
zwar  aus  Svmmetriegrün- 
den  in  ihrer  Mitte. 

4)  Kugelsektor. 
(Fig,  65.)  Miin  kann  sich 
den  Sektor  entstanden 
denken  durch  eine  große 
Zahl  von  Pyramiden  mit 
geiueinsamer  Spitze  üf  und 
iler  Höhe  r,  deren  Schwer- 
punkte von  M  um  J  r  ent- 


^r  fernt  Bind  und  auf  einer  Kugelkalotte  vom  angegebenen  Radi 

^M  liegen.     Der  Schwerpunkt   einer  Kalotte  ist  nun  in  der  Mitte 

^f  der  Höhe  auf  der  Symmetrieachse  gelegen.     Infolgedesst^n  ist 

H  die  Entfernung  des  Sektorschwerpunktes  vom  Mittelpunkt: 


Vo 


=  }(^-i)  =  n- 


-*)• 


5)  Kugelsegment,  (Fig.  65.)  Das  Kugelsegiuent  ist  als 
Differenz  Ton  Kugelsektor  und  Kegel  aufzufassen,  danach  ergibt 
sich   aus   Gleichung  (32)    die   Entfernung   des    Schwerpunktes 

vi.im  Mittelpunkt: 

"'  f«/.'(3r-»)-i»(,>{r-*) 

Nach  Einsetzung  von  Q^  —  2rA  — A'  erhält  man: 

""^^^  sV~h  ■ 

Für  die  Halbkugel  geht  die  Gleichung  Aber  in 


Beispiel  32.     Der  Schwerpunkt   eines   Obelisk  (_Fig.  6 
'IM  bestituinen. 

Derselbe  liegt  auf  der  Sj-mmetrieacbse  des  Körpers,  ; 
stand  von  der  GnmdflSche  ergibt  sich  nach  Gleichung  (32)  i 
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'^''  ^abh'—^fi^h"  ' 

worin  h'  die  Hilhfl  der  ganzen  Pjraniide  von  der  Grundfläche  o  -  b 
und  }i  die  Höhe  der  ErgSnzungspyramide  von  der  Grundfläche 
fij  ■  t,  bedeutet.     Mit  Benutzung  der  beiden  (Ueicbungen : 


ftiOlt  man  nacli  einigen  Umformungen: 

_  h       nb  +  rtfc,  +  <i^b  +  Sa^&i 
^'^~  2  "■2ab  +  ab^'+a^b+  -ia^bl' 


^^       Beispiel  33.      Der   Rauminhalt  eines   schief  abgeschnittenen 
■^T-Sinas  oder  Zylinders  ist  7,u  bestimmen.     (Fig.  67.) 

Man  kann  sich  das  i*risiiia  entstanden  denken  aus  einer  großen 
T*W  äehr  schmaler  Prismen,  deren  Begren/.ungen  g  und  /'  sind  und 
^*>^n  Hßhe  j:   ist.     Man  erhält   so   dun   Rauminhalt: 

V=S{9-t). 
Aus  Gründen  der  Ähnlichkeit  besteht  die  Pronortiou:    ',  =       ,    wenn 

'  Und  F  die  BegrenKimgeflaehen  des  ganzen  Prismas  sind.  Wird 
^^raris  g  in,  die  Gleichung  1^  den  Hauminhalt  eingesetzt,  so  er- 
^^l'  man: 

1  "t  J^  die  Höhe  des  Schwerpunlctes  der  oberen  Endfläche  F  über 
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der  Grandfläche,  so  kann  nach  Gleichnng  (33)  gesetzt  werden: 
£(f'X)^F'XQ,  woraus  sich  Y^G-x  ergibt.  Der  Inhalt  des 
Prismas  oder  der  Pyramide  ist  gleich  dem  Flächeninhalt  der  Grrund- 
flfiche  multipliziert  mit  der  Entfernung  des  Schwerpunktes  der 
oberen  Begrenzungsfläche  von  der  Gnmdfläche. 


29.  Die  Gnldinsche  Regel. 

Wird  die  Gerade  AB  (Fig.  68)  Ton  der  Lange  s  um  eine 
Achse  KL  gedreht^  die  in  derselben  Ebene  liegt ^  so  entstellt 
bei  einer  ganzen  Umdrehung  der  Kegelmantel 

worin  x^  der  Abstand  des  Schwerpunktes  S  von  der  Drehachse 
ist.    Die  entstandene  Umdrehungsfläche  ist  also  gleicl^ 
der  Länge  der  Erzeugenden  multipliziert  mit  dem  voi^ 
Schwerpunkt  beschriebenen  Weg. 


Fig.  68. 


Fig.  69. 


Ist  eine  beliebige  ebene  Kurve  AB  als  Erzeugende  gegebeX'- 
(Fig.  69),  deren  Schwerpunkt  S  von  der  Drehachse  die  Ent>^ 
femung  x^  hat,  so  ergibt  das  kleine  Kurvenstück  6,  das  al^ 
Gerade  betrachtet  werden  kann,  bei  einer  ganzen  Umdrehung  di^ 
Fläche  /*=  2%x  •  6.     Die  Gesamtfläche  ist  dann 

F^^Zf^  i:{2nx'h)  =  2n2:{X'h), 


IT.  AbBchuitt.     Starre,  frei  liewegliche  Körper, 

]  Gleichung  ( B4)  kann  dieae  Momentensumme  ersetzt  werde; 
(las  eine  Moment  aus  Kurvenlänge  s  und  Schwerpnnkts- 
tand  Xg,  so  daß  man  wieder  erhält: 

oben  ausgesprochene  Satz  gilt  also  für  beliebige  ebene 
rzeugnngslinien  und  in  der 
jebenen  Fassung  auch  für 
Fall,  daß  der  Schwer- 
mtt  nicht  eine  ganze  Uni- 
rehuBg  macht,  sondern  nur 
■■eine  Teildrehung. 

Rotiert     ein     Iterhteck 
ÄBCD   um  eine  zur  8eite 

BC    parallele,     in     dersel-  t'ig.  70. 

Wn    Ebene    liegende    Aobse 
(Fig.  70),  so  entsteht  ein  Hohlzylinder  vom  Inhalt 


r 


■  x(x^^  ~  x^*)  ■  h  - 


X,  +    T, 


l{x,-x,)-h- 


Der  UmdrehungskÖrper  ist  gleich  dem  Inhalt  der 
erzeugenden  Fläche  multipliziert  mit  dem  Wege,  den 
'nr  Schwerpunkt  beschreibt. 

Man  kann  nun  jede  beliebig  gestaltete,  ebene  Fläche  zu- 
«Wumengesetzt  denken  aus  unendlich  vielen,  sehr  kleinen  Becht- 
Cken.  Ist  die  Entfernung  eines  derartigen  Rechteckes  f  von 
r  Drehachse:  x,  so  ergibt  dasselbe  bei  einer  vollen  üm- 
^QUg  den  Körperinhalt  r  =  f-2ax  und  der  Inhalt  deg 
1  Cmdrehangskörpers  Jat 

r=  Zu  =  2:{f-2xx)  =  ixXif-x), 
r  bmIi  Gleiduuig  (33)  gesetzt  werden  kann: 

r  =  'ixx^    F. 
Der  obige  Satz  bat  also  ebenfalls  allgemeine  GOltigkeit. 
Bni»  Ui«ht  einzQsebende  Erweiterung  ist  die  folgende:  Bewegt 
fpich  «ine  ebene  Fläche   im   Räume  in  der  Weise,  daß 
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beständig  einer  ihrer  Punkte  auf  einer  beliebigen 
Kurve  und  ihre  Ebene  senkrecht  zu  dieser  Kurve 
bleibt  ohne  daß  die  Fläche  ihre  Lage  in  der  eigenen 
Ebene  ändert^  so  ist  der  Inhalt  des  so  erzeugten 
Körpers  gleich  dem  Produkt  aus  der  Fläche  und  der 
Länge  der  von  ihrem  Schwerpunkt  beschriebenen 
Kurve. 

Beispiel  34.  Die  Oberfläche  und  der  Inhalt  einer  Kugel 
vom  Radius  r  ist  zu  berechnen. 

Die  Kugel  wird  durch  Drehung  eines  Halbkreises  um  seinen 
Durchmesser  erzeugt.    Die  Länge  der  erzeugenden  Kur\'e  ist  5  =  r:f, 

2r 

ihr  Schwerpunktsabstand  von   der  Drehachse    x^^^    -  ;    die  Ober- 

2r  ^ 

fläche  demnach   F  =  r%  -  2%  -        =  47tr^.     Die  erzeugende  Fläche 

nr  ^  4r  . 

hat  die  Oröße  —— ^  ihr  Schwerpunktsabstand  ist  -Po~q—»  folglich 

2  07C 


der  Inhalt    V 


7t  r-    ^ 

-    •   27C 

2 


4r        4 

==  —  7ir 
3n;         3 


3 


Beispiel  35.  Der  Rauminhalt  des  durch  Drehung  eines  recht- 
winkligen Dreieckes  um  die  Achse  KL  (Fig.  71)  entstehenden 
Körpers  ist  anzugeben. 

Die  Dreiocksfläche  ist  F  ==  ^  a  •  /* ,  der  Abstand  des  Schwer- 
punktes von  der  Achse  Xq  =  r  +  ».- »  demnach  der  Rauminhalt 
des  Körpers 


Fig.  72. 


Beispiel  36.  Der  Rauniinlialt  einer  Magnetspule  von  den  in 
Fig.  72  angegebeuen  Abmessungen  \fi  7U  ermitteln 

Der  Weg  des  ScUnerpunktes  des  erzeugenden  Rechteckes  d-lt  ist 

Daraus  ergibt  sich  der  Körperinhalt 

r=  4Ttfc  .  rf  [o  -  4r  +  6  +  TT  (i-  +  "2  )]  ■ 

Beispiel  37.  Der  Kauminhalt  eines  Umdrehungsparaboloides 
ist  zu  herechnen. 

Der  Inhalt  der  rotierenden  l'arahelflache  ist  F—  ^  ab  (Fig.  57), 
der  Schweqjuuktsabstand  von  der  Drehachse  ist  j/^^^^b.  Damit 
ergibt  sich  !"=■  2«  ■ -^i  ■ -|  ■  a6  = -j^ifiö*  Der  Inhalt  ist  somit 
gleich  der  Hälfte  des  Zylinders  von  gleicher  Grundtifiche  und  Hübe. 

30.  Zeiclinerische  Ermittelang  des  Schwerponktes. 

Bei  sehr  miregelmäßigt-r  Gestalt  der  hetr.  Linien,  Flüchen 
r  Körper  führt  die  zeicliueriBche  Behandlung  be^juem  zum 
.:  Mau  «erlegt  die  Gebilde  in  einzelne  Elemente,  deren 
äverpunktslage  bekannt  ist,  und  betrachtet  die  Grüße  jedes 
kmentes  als  eine  Kraft,  die  im  Schwerpunkt  des  hetr.  Teil- 
imentes  angreift,  indem  man  sich  die  Linien  henw.  Flüchen 
iNchmäOig  mit  Maxse  belegt  Torstellt.  Diese  Einzelkräfte 
nsd  einander  parallel,  man  erhält  also  die  Lage  der  Mittel- 
K»ft  und  gleichzeitig  die  Größe  derselben  hei  ebenen  Kurven 
."Bii  Flächen  mit  Hilfe  des  Kräfte-  und  Seilpolygons  nach 
Kg.  It).  Allerdings  ergibt  die  einniahge  Anwendung  der 
-uktion  nur  die  Richtung  der  Mittelkraft,  eine  Schwer- 
isie,  aber  nicht  den  ÄngritFapiuakt,  Wenn  das  fragliche  Ge- 
^  keine  Symmetrieachse  besitzt,  ist  also  die  Konstruktion 
li  wne  andere,  beliebige  Richtung  zu  wiederholen;  die  beiden 
•0  erbaltenen  Schwerlinien  schneiden  sich  dann  im  Schwerpunkt. 
Bei  Korpern  und  räumlichen  Kurven  und  Flächen  proji- 
oert  mau  die  aus  den  Teileleuienteu  erhalteneu  Kräfte  auf 
*•«,  meist  zu  einander  senkrecht  stehende  Koordinat*nebeneu 
1»J  »erfährt  in  diesen  Projektionen  wie  oben. 
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Beispiel  38.     Der  Schwerpunkt  des  in  Fig.  73  dargestellten 

Trßgerquerschnittes  ist  zu  ermitteln. 

Die  FlUcbe  wird  in  drei  Recht«cke  zerlegt,  deren  Schwerpunkte 
S',,  Sf,  Sg  sofort  aniügelien  sind.  Jetzt  wird  das  Kraftepolygon 
mit  einem  beliebigen  Lfingenmaßstab  (x.  B.  lern  ^  1  qcm^  gezeichnet, 
das  sieb  bei  p&rallelen  Kr&ft«n  auf  eine  Gerade  redu;;iert,  darauf 
werden  von  dem  beliebig  angenommenen  Pol  ^Jß  die  Polstrafaleu 
gezogen.  Dos  Seilpolygon  parallel  zu  den  entspreL-henden  PolstrabJeL 
ergibt  dann  in  dem  Schnittpunkt  der  beiden  Si^luBlinien  die  Parallele, 
auf  welcher  der  Schwerpunkt  liegt.  Da  der  Querschnitt  eine  Synunetrie- 
acbse  besitzt,  so  ist  damit  die  Lage  des  Schwerpunktes  S  bestimml. 


Fig.  73. 


Beispiel  39.  Der  Schwerpunkt  des  in  Fig.  74  darges1ellt«ii 
Belageisenprofils  ist  zu  bestimmen,  sowie  das  Gewitht  des  Eistns 
auf  einem  Meter  Länge. 

Zur  Vereinfachung  der  Zeichnung  werden  die  Krätze  senkreclit  . 
zur  Symmetrieachse  angenommen.  In  dem  gewählten  KrÖftemaS' 
stab  sind  dann  die  Strecken  aufzutragen: 

0-l=/i  =  (c-d)J,__     1  ^5  =  /s  =  /',. 

5-2  =  /;  =  irf]/(2;,-20'+y(-2--c--j)*}, 


= /*  =  /;. 


*)  Die  BogenlH.nge  l  ermittelt  »ich  ai 
r  Pfeilhöhe  h'  nach  clcr  Annäberungsfoi 


der  Länge  der  Sehne  s 


I\'.  Abschnitt,     Starre,  frei  bewegliche  Körper. 
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TBllel  zu    den    geaeichneien    I'olBtxahien    werden    die    Seiten    des 
üpolygona    gezogen,    nachdem    die    Schwerpunkte    der    einzelnen 
lilstücke  eingezeichnet  sind.     Die  Lage   des  Schwerpunktes  S  er- 
i  sich  in  der  Mitte  der  Höhe  des  Profils. 


Die  LUnge    0—3    des  Ki'äftepolygons  bezeichnet 

Fläcbenmaüstah  den  Flacheninhalt  des  Profils  in  qcm; 
t  Grewicht    für    das    lfd.    m    wird    durch    Multiplikation    dieser 

)  mit  100  cm  und    mit  dem  Faktor    .I^ ,   dem   spezifischen 

nicht  bezogen  auf  das  ccm,  erhalten.     Für  das  gezeichnete  Profil 
.  9  ist  die  Flüche  F  ™  17,9  qcm,  das  Gewicht  eines  Meters  be- 


st demnach    G  ^  17,9 


100- 


1000 


=  13,8  kg. 


I,      Beispiel  40.     Der  Schwerpunkt  eines   gegebenen  Eisenbahn- 
bienenprofils  ist  zu  ermitteln.     (Fig.  75.) 

Das  Profil  wird  durch  Parallelen  in  Trapeze  und  Rechtecke 
Hgeteilt,  deren  Inhalt  mit  Hilfe  des  Maßstabes  festgestellt  wird 
3d  deren  Schwerpunkte  mit  hinreichender  Genauigkeit  durch 
'^hätzung  angenommen  werden  können.  Auf  der  Linie  AB  werden 
i«    den   Flachen    der    entfiprechenden    Teilelemente    proportionalen 
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Strecken  1,  2,  3,  •  •  •  abgetragen  und  von  dem  beliebigen  Pol  P 
aus  die  Polstrahlen  gezogen.  Darauf  wird  das  Seilpoljgon  ge- 
zeichnet,  dessen   Schlußlinien   den   Schnittpunkt  Z  und  damit  die 


Senkrechte,  auf  welcher  der  Schwerpunkt  liegt,  ergeben.  Da  ^*^ 
Profil  eine  Symmetrieachse  hat,  welche  die  andere  Schwerlinie  ^^^ 
so  ist  die  Aufgabe  damit  gelöst. 


V.  Abschnitt. 
Statik  starrer  Körper  von  beschränkter  Beweglichkeit 

a)  Widerstände  fester  Stützpunkte  eines  starren  Körpers. 

31.  Anf  einer  Fläche  festgehaltener  materieller  Punkt. 

Der  materielle  Punkt  werde  durch  eine  senkrecht  zu  der 
Fläche  wirkende  Kraft  P  auf  die  Fläche  gedrückt,  welche 
unnachgiebig  sei,  so  daß  die  angestrebte  Bewegung  des  Massen- 


beacLraiikter  Beweglictkeit,     81 

punktes  nicht  stattfinden  kann.  Der  Punkt  befindet  sich  also 
im  Gleichgewicht.  Infolgedessen  niub  auf  den  Massen pirnkt 
noch  eine  zweite  Kraft  W  einwirkeu,  welche  die  Kraft  F  auf- 
hebt, also  gleich  groß  und  entgegengesetzt  gerichtet  ist.  Man 
nennt  diese  durch  die  Unterlage  wirkende  Kraft  den  Auflager- 
oder Stützenwiderstiind. 

let  die  Kraft  P  gegen  die  Senkrechte  zur  Fläche  um  den 
Kinkel  9)  geneigt  (Fig.  7(Jj,  so  kann  sie  zerlegt  werden  in  die 
eenkrechte  Seitenkraft  X  =  P  cos  ip 
und  in  die  tangentiale  T  ^  P  sin  ip. 
ßie  erstere  wird  dann  nach  dem  Vor- 
hergehenden durch  den  Auf  lagerwider- 
Biand  W  aufgehoben,  während  die 
tangentiale  Seitenkraft  eine  Bewegung 
des  Massenpunktea  auf  der  Fläche 
hervorrufen  würde,  wenn  dem  nicht 
andere  Kräfte  oder  Widerstände  ent- 
gegenwirken: Der  auf  einen  Punkt 
»usgeiibte  Stfltzenwiderstand 
^»tßtzeuden  Fläche  gerichtet. 


Fig.  76, 
st  stets   senkrecht 


32.  Gleichgewicht  eines  starren  Körpers  mit  Binera  feBten 
Stützpunkt. 

Wird  ein  starrer  Köi-per  in  einem  Pimkt  A  festgehalten, 
0  mafi  in  diesem  Punkt  eine  Widerstandskraft  IV"  angreifen, 
1  allen  anderen  auf  den  Kürper  einwirkenden  Kräften  das 
»ichgewicht  hält,  weim  er  in  Ruhe  bleiben  soll.  Steht  der 
■  nur  anter  dem  Einfluß  der  Schwerkraft,  so  greift  sein 
Begeht  G  im  Schwerpunkt  .S'  an.  der  dann  mit  A  in  der- 
pilwii  Senkrechten  liegen  muß,  da  die  Kräfte  W  und  G  gleich 
91  tg^en setzt  gerichtet  sind. 
Befindet  sich  der  Pmikt  A,  in  dem  der  Körper  festgehalten 
ti,  hei  der  Gleichgewichtslage  über  dem  Schwerpunkt,  so 
ärh  daa  Gewicht  G  als  Zugkraft  auf  den  Punkt  A  ein.  Wird 
rK&rper  aus  seiner  Ituhelage  gebracht  (Fig.  77),  so  entsteht 


I 

1 
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•f    " 


I.  ■■ 


Strecken    1,  2,  3,  •  •  •   abgetragen   und  von  clf*i 
aus   die   Polstrahlen    gezogen.      Darauf   wird 
zeiclmet,   dessen   Schlußliuien   den   Schnittpun- 

A 


0\     i       , 


Senkrechte,  auf  welcher  d« 
Profil  eine  Symmetrieachse 
so  ist  die  Aufgabe  damit 


Statik  starrer  K 

a)  Widerstände 

31.  Auf  eip 

Der  mat 
Fläche   wirk 
iiniiachgieb 


•  i.' 


Sil  er 

jj  Ürucl 

.oiehgewichi 

ir<   ebenfiEdls 

.xi'L-h  noch  weite 

er  fldilieSIich  i 

Gleichge^ 

kleine  Verrai 

Ursprung' 


FaU  tritt  ein, 

SB  Sehwuponkt  c 

Kräfte  G  u 

l^^  des  Eörp 

^  aa.  es  entsteh 

iw  fttknag  bewirl 

Ihr  Ebpcr  befindet 

ffleichgewich 

Oleichgc 


«iTvr.rt^r^^rji.'vfr; 


•  
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gelten  ohne  weiteres  auch  für 

'^t  in  einem  Punkte  geschieht, 

'liirch  eine  Achse  erfolgt. 

^nn  die  Projektion  der 


W//////////////A 


Fig.  81. 


ovi 


■iMeii 


Körpers  kann  auch  durch  Unterstützung 

rechten   Ebene   bewirkt   werden,    deren 

iikrecht    zur    Fläche    steht    und   nach    dem 

!|»uiikt   0  des  Körpers  für   den   Berührungs- 

rt't  ist  (Fig.  80),  da  er  auch  senkrecht  zu  dem 

=  >l)(ntiächenelement   des    Körpers   verlaufen   muß. 

uiclit  befindet  sich  der  Körper, 

•  .idoii  lotrechten  Kräfte  G  und  JV^ 

(xeraden    wirken.      Liegt   der 

j tunkt  Sy  wie  in  Figur  80,  unterhalb 

1  ünimungsmittelpunktes  0,  so  entsteht, 

«ler  Körper  aus  der  Gleichgewichtslage 

cht  wird,   ein  Kräftepaar   (6riV'),   das 

?bt    ist,   ihn  wieder    in    die    alte    Lage 

kzubringen    (Fig.  81),    die    also    eine 

ile    Gleichgewichtslage    ist.      Befindet 

im   Gleichgewichtszustand   der  Schwer- 

b  S  über  dem  Krümmungsmittelpunkt  0 

>^^j  so  ist  der  Zustand  labil,  da  die  geringste  Bewegung 

ichwerpunktes  aus  dieser  Lage  ein  Kräftepaar  hervorruft. 


'm^/. 


Fig.  82. 
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d»  den  Körper  noch  weiter  aus  der  UKtprüngliirJien  Stellimg 
dreht.  Indifferentes  Oleichgewicht  tritt  ein,  wenn  der 
Krtttninungsinittelpuiikt  mit  dem  Schwerpunkt  zusammenfällt 
Aach  diese  Überlegungen  behalten  ihre  Gültigkeit,  wenn 
dir  Berührung  nicht  in  einem  Punkt  sondeni  iu  einer  geraden 
Linie  erfolgt.  Man  bemerkt  femer,  daß  der  Schwerpunkt  beim 
atabilen  Gloichgewicht  stets  seine  tiefste  Lage  hat,  dagegen 
beim  labilen  die  höchste. 

Beispiel  41.  Auf  die  ebene  Be- 
grenzungsHitche  einer  boiuogenen  Halbkugel 
ist  ein  Kegel  aus  gleichem  Material  a.uf- 
gesctzt.  Zu  berechnen  ist  die  grSQt«  Hfl)» 
des  Kegels,  wenn  bei  Unterstützung  durch 
eine  horizontale  Ebene  (Fig.  83)  noch  star 
biles  Gleichgewicht  stattiinden  soll. 

Das  Gleichgewicht  wird  indifferent,  wenn 
der  Schwerpunkt  des  ganzen  Körpers  mit  dem 
Krümm ungsmittelpunkt  0  der  Änflag^räilehe 
zuBommentlillt;  liegt  er  hoher,  ao  wird  das 
Gleichgewicht  labil.  Die  Bedingung  t^r  das 
indifferente  Gleichgewicht  wird  erfüllt  dunh 
die  Gleichung: 


Fig.  83, 


Dnrans  folgt 


/<*=  3; 


■0S^  =  M^-OSf 

oder     /i  =  r]/3. 


Dil-  entsprechende  Kegelseite  wird  danu  s  =  2r,  d.  h.  die  Pr&- 
jiiktioii  des  Kegels  wird  ein  gleichseitiges  Dreieck.  Soll  das  Gleicb- 
gpwioht  stabil  sein,  so  muß  /*  etwas  kleiner  ausgeführt  werden. 

BniHpiel  42.  Die  Figur  83  stelle  den  Mitt«lschnitt  eines 
Ilallizylindpr»  von  der  Länge  l  dsir,  auf  den  ein  dreiseitiges  Prian» 
niirgcnntzt  ist.  Die  größtmögliche  Hübe  li  des  Prismas  für  dei» 
KhII,  daß  kein  labiles  Gleichgewicht  eintritt,  ist  zu  berechn«?»» 
wMiu  das  «pezilische  Gewicht  beider  Teile  Terscbieden  ist. 

IC™  HJIt  die   '■■  ■ 


Jfj  ■  OSj  =  Jlf,  ■  0.% 


rhl-y,--h. 


4 
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Dies  ergibt 


idfii-     /i  =  r  1/2  ^'  ■ 

r      n 


33.  Der  Hebel. 
Kin  Hebel  ist  ein  fester,  um  eine  ÄchBe  drehbarer  Körper, 
der  zum  Ängriif  verschiedener  Kräfte  eingerichtet  ist.  Die 
Richtung  tind  Verteilung  der  Kräfte  kann  eine  beliebige  sein. 
Gleichgewicht  besteht  am  Hebel  nach  Absatz  22,  wenn  das 
rCBul tierende  Moment  aller  angreifenden  Krilfte  in  bezug  auf 
die  feste  Drehachse  verBchwindet.  Eine  weitere  Bedingung  ist 
nicht  erforderlich,  da  die  Einzelkrätle  durch  die  feste  Achse 
werden,  deren  Gegendruck  ilineu  das  Gleich- 
' wicht  hält. 
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Der  Hebel  beißt  einarmig,  wenn  dit;  Drehachse  an  dem 
einen  Ende  des  Hebels  liegt,  dagegen  zweiarmig,  wenn  sie 
sich  an  einer  beliebigen  Stelle  zwischen  den  Endpunkten  be- 
findet. Ist  die  geometrische  Achse  des  Hebels  eine  gerade 
Linie,  so  heißt  er  ein  gerader  Hebel  im  Gegensatz  zu  einem 
gekrümmten  (z.  B.  Pumpenschwengel ]  nach  Figur  84  oder 
einem  Wiukelhebel  (Fig.  So). 


Auf  den  wagerecbten  Hebel  in  Figur  8Öa  und  b,  dessen 
Drehachse  sich  im  Punkte  0  projiziert,  wirken  die  beiden 
senkrechten  Kräfte  P,  und  I'^  in  den  Entfernungen  l,  und  t, 
vom  Drehpunkt,  ferner  das  Gewicht  des  Hebelarmes  G,  das  im 
Schwerpunkt  .S'  um  die  horizontale  Strecke  n  vom  Drehpunkt  0 
entfernt  angreift.  Wenn  Gleichgewicht  herrschen  soll,  müssen  die 
statischen  Momente  aller  Kräfte  in  bezng  auf  den  Drehpunkt  0 
zusammen  den  Wert  Null  ergeben,  man  erhält  also: 
(35)  P,Z,  =  P,-/,  +  G.«. 

In  die  Figur  sind  die  Krafte  bereits  dem  Vorzeichen  ent- 
sprechend eingetragen;  im  Fall  des  zweiarmigen  Hebels  ist 
die  Länge  J,  von  0  aus  entgegengesetzt  zu  l^  und  a  abgetragen, 
weshalb  die  Kraft  P^  dieselbe  Richtung  bat  wie  die  anderen 
Kräfte,  dagegen  sind  beim  einarmigen  Hebel  alle  Längen  vom 
Drehpunkt  aus  in  derselben  Kichtung  gezählt,  so  daß  die 
Kraft  -Pi  umgekehrt  zn  Pj  gerichtet  sein  muß. 

Der  Druck,   welcher   auf   die    Drehachse    ausgeübt   wi^i 
ist  gleich  der  algebraischen  Summe  aller  Kräfte: 
N=F,  +  P,  +  G 
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,  dagegen 

G 

nntlich  größer  als 

■■benfalla  negativ. 

Iit    gegenüber  den 

II,  mim  erhält  dann 


iiigekehrt  wie  die  daran  t 


Fig.  87. 


■j    des   Hebelarmes    verlaufenden    Seiteak rufte 
/'.  siu  a    werden    durcli    die  Achse   in    0   auf- 


ii<'    Krilfte   nicht  parallel,    so    mfiBsen   stets 

I  t'cliten  Entfernungen  vom  Drehpunkt  in  die 

"iigleichung    eingesetzt    werden    wie    in    Figur 

i  allen  eben  auffi^efUhrtea  Hebeln  muß  der  Stützpunkt  0 
v'-Iiigert  oder  wenigstens  unterstützt  sein.  Soll  die  Hebel- 
'litung  in  jeder  Beziehung  ^ei  beweglich  sein,  so  muß 
*la   Doppelhebel    ausgebildet   werden.     Ein  Beispiel  für 


^ 
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ili'ii   xweiarmiKeii  Doppelhebel   ist  die  Schere,  ein  solches  fi 
(Ion  eiiiiiniiigeti  der  bekannte  Hebelnußkuacker. 

Hoinpiiil  43.  Eine  Handdruckpumpe,  deren  Kollieii  eüi( 
Ourc'hinfHHiT  von  ri  =  5  cra  bat,  werdo  durch  einen  einarmigL 
Handhebel  betrieben,  an  dem  die  Kolbenstange  in  /,  =^  8  em  Ent 
ft<rnunK  vo">  Drehpunkt  angreift.  Die  Liinge  ^  des  Hebel  ist  tu 
«nnitUilti  unter  der  Bedingung,  daU  der  Arbeiter  nicbt  mit 
kU    i',  —  20  kg   drücken    soll,    wenn    der  fiegendmck    des  W; 

P  -  H,  U-iw.  12,  bezw,   18       \  betragt.. 

Unter  Vernachlässigung   des  Hebelgewichtes   erhalt  man 
tiloiuliung  (36): 


UieN   erpbt  für 

p=  8  -^gWj-^  0,63  m, 
P  =  12  „  :  /s  —  0,94  „ 
p  -  18     „    ;/j  —  1,51  „ 

Beispiel  44.  Das  Sicherheitsventil  eines  DampfkesBats 
p  —■  10  atm  Druck  habe  einen  Durchmesser  d  =^  6  cm ,  es  greifr' 
ati  dem  einarmigen  Belastungsbebel  7,5  cm  vom  Drehpunkt  an. 
Zu  berechnen  ist  die  Größe  des  Belastungsgewichtes  P,  das  40  cm 
vom  Angriffspunkt  des  Ventilea  angebracht  ist,  wenn  das  GewicW 
des  Hebels  mit  G  =  1,2  kg  in  der  Entfernung  10  cm  vom  Ventil 
in  Reuhnung  gestellt  wird. 

Nach  Gleichung  (35)  ist: 

^d^p-h  =  ('a+P-h, 

^ä'-p-L-  Ga       ^-GMO- 7,5 -1,2 -(10 +  7,5) 

»_  *       i „ 

40  +  7,5  ' 


-  U,2  kg. 

Beispiel  45.  Die  Lfinge  eines  Hebebaumes  ist  zu  bestimmen, 
aiittels  dessen  ein  Arbeiter  mit  einem  Druck  von  P,  =  20  kg 
)  Gegenkraft  von  Pj  =  1000  kg  überwinden  kann. 
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werden   iweiannig   ausgeführt,    Jas   Lungen- 


Derartige    Hebel   ' 
I- Verhältnis  ist 


h 


P, 


20 


=  50. 


)ie  L&uge  1^  beträgt  bei  guten  AusführuDgeTi  in  Sisen  nicht  mehr 
^tda  i  ßm ,  damit  wird   f,  =^  50  -  4  =  :J()0  cm  und  die  Gesamtlänge 
■  init  einem  Zuschlag  von    11  i'm  l'ür  die  Handhabung 
L  =  l^^  +  l,-\-  11  =  215  em. 


34.   Hebelwagen. 
Eine   aehr    wichtige    Anwendung    des    Hebels    bilden    die 
Bogenannten   Hebelwagep.     Die    verbreitetate    ist   die    gleich- 
armige  Hebelwage  (Pig.  -S8).    Die  horizontale  Druhachse  0 
wird  zur  Yermindemng  der 
Keibung  durch   zwei   Stahl- 
Bchneiden   gebildet,   die  auf 
einer  mit  dem   Gestell  Ter- 
bnndenen  Planne  lagern.   Im 
gleieben  Abstand  /  von  der 
I  Drehachse  befinden  aifh  bei 

l  B  ebenfalls  Schud-  y^^_  „g 

tim,  an    denen    die    beiden 

r  n^eschalen  vom  gleichen  liewicht  hängen,  und  zwar  liegen 
I  4e  ilrei  Pnnkte  'AGB  in  einer  Gerailen.  Der  Balken  trägt 
i  socli  einen  Zeiger  Z,  der  bei  wagerechter  Lage  des  Wag- 
I  witBUB  auf  dem  Nullpunkt  einer  Teilung  steht. 

Damit  nun  diese  Lage  eine  stabile  (ileicligewiclitslage  des 
I  "nlielasteten  Wagbalkena  sei,  muß  nach  Absatz  ;i2  sein  Schwer- 
l^inkt  S  unterhalb  der  ITnterstützung  0  liegen.  Der  Balken 
■  Bleibt  im  Gleichgewicht,  wenn  die  gleich  schweren  Schalen 
lind  gleiche  Gewichte  angeliängt  werden.  Ist  dagegen  die 
l«rt  Q  um  ein  geringes  Übergewicht  g  größer  als  das  auf  der 
■»"leren  Schale  stehende  Vergleichsgewieht  P,  ao  entsteht  eine 
iwehung  des  Balkens  nach  der  Seite  von  Q,  dabei  tritt  nun 
1  die  Strecke  li  iinter  0  angreifende  Eigengewicht  des 
I  G  auf  dia  andere  Seite  und  kommt  bo  dem  Gewicht  P 
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mit  seinem  Moment  zur  Hilfe  ^   daß    nach  einem   bestimmten 
Ausschlag   lim   den   Winkel  a    wieder    Gleichgewicht   besteht 

(Fig.  89).     Die   Momentengleichnng 


H 

r 

hierfür  lautet: 

Ql  cos  a  —  PZ  cos  a  +  Gh  sin  a 

Fig.  89. 

J 

f 

oder  da 

ist, 

g  •  l  cos  a  =  GTi  sin  a 

woraus  sich  ergibt: 

7 

(37) 

(Z 

=  G  .  ^  tg  a. 

Für  eine   bestimmte  Wage  sind   die  Größen  G,  Ä  und  Z  kon- 
stant,   die    Tangente    des    Ausschlagwinkels    nimmt    zwischen 
a  =  0®  und  90®  alle  Werte  zwischen  0  und  oo  an,  so  daß  man 
theoretisch  jede  beliebige  Last  q  ohne  Anwendung  von  Ver- 
gleichgewichten  nur  durch  den  Ausschlagwinkel  messen  kann. 
Man  macht  hiervon  Gebrauch  bei  den  sogenannten  Garn- 
wagen   (Fig.  90).     Die    gezeichnete  Stellung   ist   die  Gleich- 
gewichtlage   der    unbelaste- 
^^^     ten  Wage,    in  welcher  der 
^       Schwerpunkt  S  des  W^e- 
balkens   um    die  Strecke  A 
senkrecht  unter  dem  Dreh- 
punkt 0  liegt.     Wird  jetzt 
in   den  Haken   bei   A  eine 
Fig.  90.  Last  Q  eingehängt,  so  nimmt 

die  Wage  eine  neue,  um  den 
Winkel  a  gegen  die   erste  geneigte  Lage  an   und  zwar  wird: 

Ql  cos  a  =  Gh  sin  a     oder     Q  ^^  G  -,  tg  a 

entsprechend  der  Gleichung  (37)  für  P  =  0.    Ist  der  Ausschlag 
für  das   Gewicht   Q  =  10g   errechnet,    so  ermittelt   sich  nach. 
der  obigen  Gleichung  die  weitere  Teilung,  indem  man  auf  der* 

Senkrechten  zu   OB,    der  Tangente    an    diesen  Arm,    dieselbe 
Länge    gleichmäßig    aufträgt    und    von    den    Teilpunkten    diö 
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Q  beschränkter  Btwpgliehkeit.    9 1 


Strahlen  nai^h  0  zieht  (Fig.  90).  Wie  iüe  Fi^ur  zeigt,  nahem 
sich  Itei  größerer  Belastuug  die  Teilstriche  auf  dem  Gradbogen 
aehr  stark,  weshalb  die  Anwendbarkeit  der  Wage  nur  auf  kleine 
Lasten  beschränkt  bleibt. 

Aus  der  üleicbiing  (37j  ergibt   sieh  für  die  gleicbarmige 
Hebelwage  der  Ausschlag 


Der  Ausschlag  wird  für  ein  bestimmtes  übei^ewjcht  g  um  so 
größer  d,  h,  die  Wage  wird  nm  so  empfindlicher,  je  größer  l 
and  je  kleiner  h  und  G  ist.  Man  versteht  nun  unter  Empfind- 
lichkeit das  Verhältnis  des  kleinsten  Gewichtes,  das  noch 
einen  dentlichen  Ausschlag  gibt,  zu  dem  Maximalgewicht,  für 
welches  die  Wa^e  gebaut  ist.  Für  gewöhnliche  Kritmerwagen 
betragt  die  Empfindlichkeit  meist  rj/ooo»  '**''  Wagen  für  chemisclie 
Zwecke,  wo  das  Gewicht  G  und  die  Länge  h  nacK  Möglich- 
keit Terringert  ist,  wird  die  Empfindlichkeit  bis  zu  i(^i,^  und 
bisweilen  noch  weiter  getrieben. 

Es    ist   noch   zu   erörtern,    warum    die    drei    Drehachsen 


-1.  0.  B  (Fig.  HH)  in 
Befindet  sich  der  Dreh- 
punkt 0  HD)  die  Strecke  »■ 
aber  der  Mitte  /  des  Bal- 
kens AU=  21  (Fig.  sa,i 
und  ist  die  Wage  in  A 
durch  das  Gewicht  P  ein- 
Bchliefllich  der  Sehale  be- 
iartet und  in  B  durch 
L  öie  Last  Q,  die  um  den 
I  klmen  Betrag  q  größer 
I  ist  alg  P,  ao  ist  die 
I  Gleichgewichtslage  um 
]  den  Winkel  «   gegen   die   Wagerechte    geneigt. 


liegen    müssen. 


^""^       ", 

^^^r 

jä£] 

k. 

^ 

s 

Fig.  «1 

a 

I  gewichtebetlingung   in   bezug  auf  de 
QilQOB  a-ssin  k)  =  G(Ä-f  s)  sin  ■ 


Die    Gleich- 
Drehpimkt  lautet  dann: 

■j-  P(l  cos  tt  +  sin  «) . 
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Wird  hitrin  Q  ~  P  •}-  q  gesetzt,  so  erhält  man 

ql  cos  a  =  +  qs  aiu  «  -f-  G(A  +  s)  sin  h  +  '2Ps  sin  a 
und  hieraus 

q-l  ql 


tg«- 


q-s  +  Gh-\-  G*'+2Ps      s(q+G  +  2P)  +  Gb 


Der  Klammerausdruck  q -\-  G  +  2P  stellt  das  Gesamtgewicht 
dar,    das  an  dem    Wagebalken    angreift;    der   Ausschlag    und 

damit  die  Empüiidlii'.hkeit  hängt  also  bei  fehlerhafter  Kon- 
struktion der  Wage  TOn  der  Gesamtbelastung  al>  und  wird  iim 
so  geringer,  je  größer  der  Fehler  s  ist.  Die  Angaben  der  Wage 
sind  jedoch  innerhalb  der  jeweiligen  EnipfindlichkeitsgrenM 
richtig. 

Dagegen  erhält  man  falsche  Angaben,  wenn  die  Schalen 
nicht  genau  gleiches  Gewicht  haben  uder  die  Hebelläugen  ver- 
schieden sind.  Der  hierdurch  entstehende  Fehler  wird  eliminiert, 
wenn  man  die  Last  zweimal  al) wiegt  und  bei  der  zweiten 
Wt^ung  die  Last  mit  den  Gewichten  vertauscht.  Sind  i« 
Hebellängen  gleich,  aber  die  Gewichte  der  Schalen  versehieilen, 
so  erhält  man,  wenn  der  Zeiger  der  Wage  auf  XuU  einspielt, 
bei  der  ereten  Wägung: 

'.-  -  A 

und   nach    Vertauacbung   von    Gewicht   und    Last    die   zweite     j 
Aagibe:  ^_j,_ 

Durch  Addition  beider  (ileicliungeu  folgt 
3(?_P, +  P, 

Das  wahre  Gewicht  ist  gleich   dem   arithmetischen   Mittel 
beiden  Angilben, 

A l         0      1,      B  Sind    die    Hebellängen    ver- 

^  I  schieden     (Fig.    92 ),     so     erhält: 

j  p  man   bei   der  ersten  Wiigung  die 

fpj  '  JQJ      Monu'utengleic.hung: 

Fig.  93.  Qh=Pih 


oder 


I 
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and  bei  der  zweiten 
Durch  Multiplikation  beider  ergibt  sich 


I  liesohrilokter  Beweglichkeit. 


oder 


J 


gleich  dem  geometrischen  Mittel  beider 


Das  wahre  Gewicht  i 
Angaben. 

Da  die  Fehler  uie  erheblich  sind,  so  kuun  man,  ohne  eine 
merkliche  Ungenauigkeit  zu  begehen,  an  Stelle  des  geometrischen 
das  arithmetische  Mittel  setzen  (verpl.  Beispiel  47   und  48). 

Für  untergeordnete  Zwecke  wird  häufig  die  Schnellwage 

benutzt,   die   aus    einem    uligleicharmigen   Hebel    besteht,   auf 

äBBBcn   liingereu   Arm   ein   Lauf- 

Ijewicht   P  Bo    verschoben   wird, 

|ä*B  der   Wagebalken    unter    der 

l'Binwirkung  einer  Last  Q  wage- 

Iwcht  steht  (Fig.  93).    Auch  hier 

■•»118860    die   drei    Schneiden    auf 

rwiBr  Geraden   liegen,  damit  die 

L  ™p6ndlichkeit  sieh  nicht  ändert, 

1  jediicli  ist  nicht  nötig,   daß   sich   der  Schwerpunkt   des  Wage- 

I  lialkeiia   S   senkrecht    unter   dem    Unterst iltzimgspunkt   0   he- 

wniet,    meist   ist   er  um    eine    Strecke    r    nach    dem    längeren 

I  *fni  des  Hebels   verschoben.     Ist   Ä'  das  Gewicht   der   Wag- 

i,  80  besteht  bei  unbelasteter  Wage  die  Momentengleichung 

K-a^F-b  +  G-c 
,  wenn  die  Last   Q  auferlegt   ist,  nach  Verschiebung  des 
[  Gutgewichtes  um  die  Strecke  x: 

(K+Q)-n^P(b  +  x)  +  G-c. 
'Jnrch  Subtraktion  der  ersten  Gleichung  von  der  zweiten  erhält 


Fig.  33, 


>;!i«    -uiKinniE     ^viic  «ullfb.  dfeiwr 


P ^ 

0 


ic  r-  tf  uw-  \v»-T-ir:ir  ü?  Lbs:  iirinvnnjnii&I  oer  Eatfemuiig  x 
'••'£■  fUisäü^Mjftixur:  cht'  T-e^msr  uxic  omt  Ancii-W  is^  gänzLch 
jjLw.'jiij^ji'j:  '.tili  ^'»*nrj»ür:  öef  "WuciiklkeiÄ  I*ir  Teilung  wird 
il*ri'-:    *i    «u-ff*!frjjr: .    Okl    trf  ir    auf    wiricti   direkt   abza- 

i*^..^i'  '    iH     Jfc  üäL  "WfcjeiikZk^x  ir  Farnr?^?'  lasii  folgende 

•j*-*    lü'i^n-r:    *i4Äii  "^hil  l«rfdix>o:k;  '.'^:    ^  =  ^J«  £sm,    Jüuugeben  ist 
-lo-  L-»;r<-rr^iuiijr  o^t  -  *dMnzi'.ä»t*  ttül  ^xZ^vcLkt,  der  emem  Gewicht 


^iif  («*fi  JC^wit  ö^  l«»-t£rizz^  ftiTTi  rvZk&B  gnng  an  Stelle  des 
i>/^»ntt  *    üj*.    7fci:^%c:-v   r^iftri   w^rsk-a,   dies  fi^gilit  die  gesuchte 

/  ^  r  •  lg  c  =  i^;»  -  <Mm4!^  ^  S,15  an. 

,t ».«>.*.   47.     Irfviz*-   daT<«n.   daA  die  Gewidite   der  Wige- 

if>u«.*r-i  UV,  l-f.*'^  T*«-s'.iiirdfc2  «ind.  ersibl  ein«  Wage  das  Gewidi* 
»•;i*^  /.ÄrfT  ^  '^:  d^T  *gr?te-n  Wäining  xn  H*,960  kg  und  bei  der 
/.^r/»-.- . !»'«./,:: ;^  TJk/rh  V^rtaus^hung  Ton  Last  und  Gewicht  ^ 
25 . . .  »-',  i:;r      !>**  wihrp  Gewicht  ist  zn  ennitteln. 

1 1^.1«Ö0  —  2nj  »40        ^  ^  ^^^  ^ 
</  ^ ^^ =  20,000  kg. 

H*:,\[fik\  iH,  Ka  s^i  festgestellt,  daß  die  Wagselialeii  gleiches 
^/'•'»./;f*t  bar^fj.  'iie  fehlerhafte  Ajurabe  rührt  also  von  der  tua- 
/■,*^,f:ti^h  lAuiif.  der  Hebelarme  her.  Das  wahre  Gewicht  ist  vo^ 
K^j,   )f*'Ahu    \\'^\niu'^t:ii  zu  ermitteln. 

Q  =  ]/l 9,960".  20,040  =  V399~9984 

(^  ^  20  kg 

M'JHpifjl  49.  H^^i  oiner  Schnellwage,  deren  kurzer  Hebel^' 
ntui  ti  \  cMi  ist,  K<ill  i*'u\  cm  der  Teilung  ^  kg  entsprechen.  ^^ 
</»'i(i<j  tU'M   li;tiif'g<'wi(ht<*s  /^  ist  zu  berechnen. 
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'   ■  1      oder     P^ikg. 


3fe.   Starrer  Körper  mit  zwei  Stützpunkten. 
Auf  den   fraglii;lieii   Körper,    der  in   den   beiden   Punkten 
A  und  B  uuterstützt  ist,  wirke  sein  Gewiclit  G,  daa  im  Schwer- 
punkt S  angreifend  gedacht  wird,    (Fig.  94.)    Die  in  Ä  und  B 
auftretenden    Gegenwirkungen   der  Stützen  seien  A',    bezw.  N^\ 
damit     nun     Gleichge- 
wicht  besteht,   ntUsseu 
diese  drei  Kräfte  in  einer 
Ebene  liegen  und  sich 
I  in  einem  Punkte  schnei- 
1^    Diese  beiden  Be- 
B^ngimgeu  sind  notwen- 
digund  hinreichend.  Die 
Figur   zeigt    nun.    daß 
im  zweite  auf  unendlich 
I  nele  verschiedene  Wei- 
■«a  erfülit  werden  kanu, 

ffein  wenn    die    Größe  Fig.  91. 

!  Richtung   von   N^ 
wlieliig  angenommen   ist,  kann  stets   eine  Kraft  iVj  gefunden 
I  Verden,  die  mit  N,  und  G  im  Gleichgewicht  steht:    Die  Auf- 
I  pilw  ist    im    allgemeinen    statisch    uubeetimmt.      (Ist    der 
I  Körper   nicht  starr   sondern  elastisch,   so   liefert  die  von  den 
Kriften   hervorgerufene  Formändenu^  eine  weitere  Gleichung 
*i"  Lösung  der  Aufgabe.) 

Die  Unbestimmtheit  betriflft  jedoch  nur  die  Seitenkräfte 
I  ■^  und  X,  der  Gegendrücke  N^  und  JV,.  die  in  die  Vei^ 
I  "indnngslinie  AB  der  Befestigungspuukte  fallen.  Die  senkrecht 
I  ätzn  atehendeu  Seit-enkriifte  Y,  und  >  j  haben  dagegen  stets 
\  "wtiminte  Werte,  die  unabhängig  von  der  Befestigungsweise 
I  wrecknet  wer<len  können.  Denn  wird  das  Gewicht  G  ebenfalls 
MuiHä  ZD  den  X  and  X  leriegt,  so  erhält  man: 


f 
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A',  +  Xj  -  G  sin  «  =  0 

r,  +  r^  -  G  cos «  =  0 

und,  wenn  der  Befestigungspnnkt  ,-J   als  Drehpunkt  angenom- 
men wird;  . 
Ij.i-G.fl^O. 

da   die   Kräfte  X^,  A'»,  1',    den   Hebflarm  0    haben.      Aus  der 
letzten  Gleichung  folgt: 

Wird  dieser  Wert  in  die  zweite  (ileichiing  eingesetzt,  so  ergibt 
dies  mit  cos  «  =  —  . —  : 


i;  =  G  ■ 


Dasselbe  Ergebnis  folgt  unmittelbar  aus  der  Momentengleichnug 
filr  den  Drehpunkt  £: 

l\-l-G-h  =  0. 
Es  empHehlt  sich  häufig,  die  Stützen wi de rstüude  durch  Aii' 
nähme  verschiedener  Drehpunkte  zu  bestiuimen  und  die  Sni»'  I 
m  engl  eich  ungeu  in  einfachen  Fällen  nur  zur  Kontrolle  de*" 
Rechnung  zu  benutzen  (vergl.  Beispiel  ÖO  und  53).  Nea^ 
Gleichungen  zur  Auflösung  statisch  unbestimmter  Aufgabe»* 
erhält  man  durch  dieses  Verfahren  nicht. 

Die  Summe  der  beiden  Seitenkräfte  A',  und  X,  folgt  aus  de^ 
ersten  Bedingungsgleichung.  Da  in  einem  vollkommen  starret» 
Körper  die  Kräfte  in  ihrer  Wirkungslinie  beliebig  verschober» 
werden  können,  ohne  daß  an  dem  Ziieitaude  des  Körpers  etwaS 
geändert  wird,  so  kann  eine  weitere  Angabe  über  die  Ter" 
teilung  der  Ki'äftesiimme  auf  die  beiden  Punkte  A  und  B  nicht 
gemacht  werden. 

Die  Unbestimmtheit  verschwindet,  sobald  bei  einem  ivf 
Stützpunkte  aus  der  Art  der  Befestigung  zu  erkanoen.  iBt^ 


D  beschrftukter  Beweglichkeit. 


1  -  _\  cos  30° 


cos  15" 


-  ~  29,5  kg. 


Es  ist  die  Gleichgewichtslage  eines 


1 

1 

^E' 

ihr.n 

WF 

seht. 

r^Tm 

diesem 

"KeJgUDgygegen 
{[erechte,  so  ist: 

N,  sin«  — J^jSiii|3  =  0, 
Jfi  cos  «  +  if,  cos  |3  —  (?  =  0 , 

^il  ain[--  —  a  +  y)  —  G  -—  aosy  =  0. 

die   erste  Gleichung  mit   cos  a  und  die  zweite   mit  b 
,  80  erhält  man  durch  Subtraktion  beider: 

Aj  (sin  a  cos  j3  +  cos  o  sin  ^)  =  ö  sin  o , 


»i.(<.+(i) 

ergibt  sicli  nach  Erweit«rung  mit  cos/i  bezw.  sin/J  durch 
yj(iii,«cos(!  +  co8«.in|S)-e»in^, 


«(.  +  (i 


<t  dritten  Gleichung  folgt: 
«A^[..(._.)c.,„co,(--.),i.,]  =  i 


303009 
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ebene  Fläclieii  erfolgt,  denn  nnin  kann  <1 

Fläclie  verteilten  Einzeldrüeke  zusammen' 

kraft,  die  im  Schwerpunkt  der  unterstüt/- 

angreift.    (Vergl.  Beispiel  53.)    Allerdii 

krlifte  der  beiden  Stützenwiderständr 

Lasten  stets  in  derselben  Ebene  lieii 

Beispiel  50.     (Fig.  97.)     Ein   • 
(r  =  50  kg   und   der   Länge    /  =  l.'J 


Fig.  o: 


chung  in  bezug  auf 


.V. 


daraus  folgt: 
Für  den  Dreh]- 


,.—  *. 


daraus  folgt 
r         DI 
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g-  f(l—|  003  30°) 


be»ehränkter  Beweglickkeit. 


JT,. 


(  cos  IS» 


1  -  Acos3ü°       

50  .  -  —5 29,5  kg. 


eigpiel  51.  (Fig.  98.) 
Bbes  Tom  Gewicht  G 
i  der  Lange  l  zu  be- 
mm^D ,  der  zwiscbea 
ei  schiefen  Ebenen 
1  der  Neigung  a  bezw. 
gegen  die  Horiion- 
)  gelagert  ist. 

Die  beiden  Gegen - 
bficke  ?r,  und  N^  stehen 
hmlcrecht  zu  den  Ebenen, 
EQeichge  wicht  besteht, 
I  das  in  der  Mitt« 
d«  St&bes  angreifende 
Gewicht  G  dweh  ihren 
Schnittpunkt  0  geht. 
Hit  der  Stab  in  diesem 
'ill  die  Neigung  •/  gegen 
fie  Wagerecht«,  so  ist: 

y^  sin  a  —  N,  sin  ß 
Ni  cos  a  +  A\  cos  ß  — 


ist  die  Gleichgewichtslage  eines 


»(2-«  +  .) 


a  +  yj  —  G  —  casy^ 

l  *^'inl  die  erste  Gleichung   mit   cos  a  und  die  zweite   mit  Bin  a   1 
I  »Mtort,  ao  erhalt  man  Uiirth  Subtraktion  beider: 

,cosfJ  +  cos„sii.^)  =  ffsin«, 

)  ergibt  sich  nach  Erweiterung  mit   cos  ß  bezw,  sin  ß   dui 


n(<.-)-^) 


[  in  dritten  Gleichung  folgt: 
L^)[™(2  -«)««•  !+c.o,(^-„).m,]_|-, 


303Ö0Ü 
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Wird  durch  —  cos  y   di\'idiert,  so  ist 


Daraus  folgt: 


2  sin  ß      .  . 

sin  (7+^)  (^^^"  +  ^^^"*^  >')  =  '• 


tgy  = 


sin(a_+^) 
2sinj3 


—  cos« 


cotg  ß  —  cotg  a 


sina 


Beispiel  52.    (Fig.  99).     Ein  Stab  vom  Gewicht  G=200kg 

und  der  Länge  l  stützt 
sich  gegen  eine  wagerechte 
und  eine  senkrechte  Wand, 
am  imteren  Ende  ist  ein 
Seil  befestigt,  durch  welches 
auf  den  Stab  die  Zugkraft 
Q  =-  100  kg  ausgeübt  wird. 
Zu  bestimmen  ist  der 
Winkel  a,  bei  dem  sich 
der  Stab  im  Gleichgewicht 
befindet. 
^^^^  Die     Gleichgewichts- 

"ZV/^//    bedingungen  lauten: 

^i-«  =  0, 

l 
-AT. /sin«  —  6r---cosa  =  0. 
^  2 


Fig.  99. 


Man  erhält  daraus: 


und 


iVi  =  g=  100  kg, 
iVg  =  G^  =  200  kg 


G  200 


P-  iGOoKg 


2Q 


100 


Fig.  100. 


=  1 :     «  =  45^ 

Beispiel  53.  Ein 
wagerechter  Balken  ist  nach 
Figur  100  belastet,  er  ist 
an  beiden  Enden  durch  Auf- 
lager von  der  Länge20  cm 
unterstützt  Die  Stützwider- 
stände sind  zu    berechnen. 

Die  Gleichgewichts- 
bedingungen lauten: 
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i 


N^  (4,6  +  0,2)  -  1600  (3,4  +  0,1)  —  2000  (1,2  +  0,1)  —  0 , 
A,  (4,6  +  0,2)  —  2000  (3,4  +  0,1)  —  1600  (1,2  +  0,1)  —  0, 


.V,  =  1710  kg. 
A'j  -  18110  kg. 

Aus  der  Bedingung   N^-\-  N^  ^  P  -\-  Q  =  3600  kg  erhält  man  eine 
Probe  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung. 

Beispiel    54.      Eine    KragträgerhrBcke    ist    nach    Figur    101 
belastet.     Die  Auflager  widerstände  sind  ta  ermitteln. 


Man  erhnlt  mit  dem  Angriffspunkt  von  N'^  als  Drehpimkt: 
,  .  (16,65  +  26,47)* 


iV'  .  16,65  -  6,5  - 


-  40(16,65  +  26,47)  =  0, 


,  (3,25-43,12  +  40)'^  466  (. 


Pur   den  Angriffspunkt   von  N^    als   Drehpunkt   ergibt  sich,   wenn 
Jf,    wie  gewöhnlich  als  nach  oben  gerichtet  angenommen  wird; 


■  16,65  +  6,5  (1G,65  +  26,47) 


6,47—16,65 


+  40-26,47  =  0, 


-  146  d. 


t 

^Jfl  ist  also  nach  nnten  gerichtet,  d.  h.  es  niuB  ein  Gewicht  von 
14G  (  angehängt  werden,  damit  die  Brücke  bei  Vollbelastung  im 
Gleichgewicht  ist.  Der  Sicherheit  halber  wird  gewöhnlich  die  Be- 
lastung mit  dem   l.öfachen  des  errechneten  Wertes  ausgefiihrt 


1376,2  +  1058,« 
16,65 


L 
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Fig.  102. 


3(j.  Starrer  Körper  mit  drei  Stützpunkten. 
Damit  die  Gegendrücke  der  Stützpunkte  hestinimt  werden 
kSnnen,  müssen  beBondere  Vorausaetzungen  über  die  Art  der 
Unterstützung  erfüllt 
seiu,  da  sonst  die  Auf- 
gabe in  noch  höherem 
Maße  als  im  vorher- 
gehenden  Fall  statiscb 
unbestimmt  ist.  Sobald 
di»>  Richtung  des  Gegen- 
druckes ans  der  Art  der 
Unterstützung  gefolgert 
werden  kann,  ist  aud 
seine  Große  atets  zu  be- 
rechnen. 

Wenn      die     drei 

Stützpunkte    A,  B,  C 

(Fig.    lOl')      in     ein« 

horizontalen  Ebene  liegen,  so  sind  die  Gegendrücke  TF,,Tr,,ffj 

vertikal    gerichtet.     Zur    Ermittelung   von    W^  wird  die  Ve^ 

bindungslinie  CB  als  Drehachse  gewählt,  es  ist  dann 

AD 

Ebenso  können   W^  und  W^  bestimmt  werden. 

Würde  der  Schwerpunkt  des  Tisches  senkrecht  über  der 
Verbindungslinie  CB  liegen,  so  würde,  da  dann  EF  =  Qi^ 
Wi  ebenfalls  Null  werden.  Wemi  EJF  negativ  ausfällt,  d-  b. 
wenn  der  Schwerpunkt  außerhalb  von  OB  liegt,  ao  ist  TP,  naeb 
abwärts  gerichtet:  der  Tisch  würde  umkippen,  wenn  die« 
entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  fehlt. 

Bedingung  für  das  Gleichgewicht  ist  also,  dafi  der  Fu6- 
punkt   des    Schwerpunttslotes    innerhalb   des    von   den   Stflü^ 
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unkten  gebildeten  Dreiecks  liegt.  Zum  Umkippen  ist  dann 
ine  Kraft  erforderlich,  deren  Kippmoment  in  bezug  auf  die 
)rehachse  mindestens  gleich  dem  Moment  des  Gewichtes  G 
n  bezug  auf  dieselbe  Achse,  dem  Stabilitätsmoment  ist. 
jallt  das  Schwerpiuiktslot  in  eine  Kipplinie,  so  ist  das  Stabilitäts- 
noment  in  bezug  auf  diese  Kipplinie  Null:  der  Körper  iat 
nicht  stabil,  soudem  befindet  sich  nur  im  labilen  Gleichgewicht. 
Die  Aufgabe,  die  Stützen  widerstände  zu  ermitteln,  ist 
statisch  unbestimmt,  d.  h.  aus  den  Gleichge wicht sbedingungen 
am  starren  Körper  nicht  zu  lösen,  wenn  die  drei  Stützpunkte 
in  einer  jjeraden  Linie  liegen. 


>)  Unterstützung  eines  starren  Körpers  durch  feste  Flächen. 
p>    Stabilität  eines  anf  einer  Ebene  rnhenden  starren  Körpers. 

Bei  einem  in  mehr  als  drei  PunktcTi  durch  eine  horizontale 
tJene  unterstützten  starren  Körper  ist  die  Verteilung  des 
fTickes  auf  die  Stützpunkte  nicht  zu  ermitteln.  Man  nimmt 
*  lotrechten  Kräften  häufig  der  Einfachheit  halber  au,  daß 
2  Verteilung  des  Druckes  gleichmäßig  iat,  wenn  der  Körper 
't  einer  Grundfläche  auf  der  Stützehene  gelagert  ist.  In  jedem 
'll  muß  die  Mittelkraft  der  StützdrÜcke ,  wenn  ein  nur  unter 
»H  Einfluß  seines  Eigengewichtes  stehender  Körper  sich  im 
Eichgewicht  befinden  soll,  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers 
lien.  Die  Stützdrücke  sind  sämtlich  senkrecht  zur  horizon- 
'»c  Stützebeni'  gerichtet,  infolgedessen  muß  ihre  Mittelkraft 
-Q  zwischen  den  parallelen  Kräften  befinden,  denn  diese  fällt 
^  dann  nach  außen,  wenn  die  Kräfte  nicht  alle  gleichgerichtet 
•^4  {vergl.  Absatz  21).  Hieraus  ergibt  sich  als  notwendige 
l^ichgewichtsbedingung,  daß  die  Schwerpunktslotrechte  inner- 
*»b  di-8  Bereiches  der  Grundfläche  bleibt  (Fig.  103),  anderen- 
*Us  tritt  ein  Kippen  um  eine  Drehkante  ein  iFig.  104), 

Besitzt  der  umfang  der  Grundfläche  einspringende  Teile 
V^ig.  105),  HO  wird  die  Drehkante  von  der  Verbindungslinie 
Mr  beiden  in  der  Kipprichtung  am  weitesten  nach  außen  ge- 
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legenen  Punkte  gebildet  und  der  Körper  ist  stabil,  solange  Ana 
Schwerpanktslot  innerhalb  der  Kippkante  bleibt.  Unter  Bereich 
der  Grundfläche  ist  also  die  von  allen  möglichen  Kippkanten 
eingescblosEene  Grundfläche  zu  verstehen. 


Fig.  104, 


Wirken  auf  den  Körper  noch  andere  Kräfte  ein,  die  sici 
mit  dem  Gewicht  zu  einer  Mittelkraft  zusammensetzen  lassen, 
80  gilt  ebenfalls  als  Stabilitätsbedingung,  daß  diese  Mittelkraft 
innerhalb  des  Bereiches  der  Grundfläche  die  Stützebeae  schneiden 
muß,  denn   die   senkrechte  Seitenkraft  von  R  wird,  wie  obea 


/ 

\"-\8^ 

/  ' 

\n 

-   V  ' 

-AM- 

1     <■ 

/, 

N 

Fig.  105. 


Fig.  106. 


das  Gewicht  G,  von  der  Normalkraft  N  aufgenommen  (Fig.  KU»?' 
die  nur  innerhalb  des  BereicheM  der  (Jrundfläche  liegen  kan**' 
wührend  die  wagcrechte  Komponente  von  einer  in  der  Ebeo^ 
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der  Grundfläche  wirkenden  Kraft  aufgenommen  werden  miiß. 
Die  iiußerBte  Lage  der  Mittelkraft  ist  diejenige,  die  durch  die 
Kippkante  geht;  es   besteht  diiiin   die  Momentengleichung  für 

Ilen  Pankt  A:    P -l  -  G  ■  a  ^  B  ■  0, 
JS9)  PI=Ga: 

bas   Kippmoment    darf  nicht   größer   sein    ala    das 
ptabilitätsmoment  in  heutig  auf  dieselbe  Kippkante. 
Beispiel  55.     Das    Stabib'tätsmonient    einer   Mauer    von    der 
HShe  h  =-  4,5  m ,  der  unteren  Breite  Ö,  =  2,0i  m   und  der  oberen 
Breite     (ij  =  0,78  ni    (Fig,   107) 
bezogen  auf  1  m  Länge  ist  /u  be- 
rechnen, wenn  einmal  die  KejiteA, 
nnd    zweitens    die     Kante    li    nla 
Kippkante  betrachtet  wird. 

Das  Stabil  itStsmomeitt  filr  die 
^  Kante  B  ist    j»/,  =  G  ■  «. 
^M  Das  Gewicht  ermittelt  sich  zu 


(,,./<  +  (ft,  - 


^.)  , 


Fig.  107. 


orio  j.  =  16110  -----    zu  setzen  ist. 

DieEntfemung  a  berechnet  sich  nach  Absatz  35,  Gleichung(33)  zi 

*-wua  folgt: 

l-Ä/j  =  J  .  1600  ■  4,5(2,04*  -f  2,04  ■  0,78  +  0,78=)  ^  7600  mkg. 
^ftr  Wert  des  Momentes  für  die  Kante  A  ist: 
M^  =  G-{b^-a). 
_ift(2t,'+2ti&,-6,') 


Hg]]  erhalt 
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M,. 


^3'/-iV  +  ^ö,  — i-V)' 


Jtfj  -  Ji  -  1600  ■  4,5  (2,04=  +  2,04  ■  0,78  -  |  ■  0,78*)  ~  1300  a 

Man  erkennt  den  großen  Vorteil,   den    die  Dossierung  von  Fatt*r- 
inauern  nach  auflen  mit  sich  bringt. 

Beispiel    56.       Fflr      die     in 

Yigur    lOT     dargestellte     Mauer    yob 

20  m  Länge   ist   die  Stabilitätsberech- 

nung  gegen  Winddnick  durchzuFuhreD. 

Der    größte  Winddruck    wird  iu 


jj  ^  120  -^    angenommen, 
moment  ist  danb: 


s  Kipp- 


jf  =  J>  ■  /■■  ^  =  120  ■  20  ■  3,5  ■  1,7S 

=  14  700  mkg. 

Das   StabilitStsmoment   ist,   menn  du 

kg 

Oewicht  des  Mauerwet-ks  zu  16O0  -^" 


=  1  2,5-0,38-!- l-0,51)-20-lG00 — ^^ 

~  11900  nJtg- 

Die  Hauer  ist,  da  M^  <  M  ist,  nicht ' 
stabil;  sie  werde  durch  ö  Pfeiler  vo" 
je  l,02mLängenndumi-Stein  =  13PJ» 
größerer  Breite  verstärkt,  die  also  i" 
4,75  ra  Abstand  von  Mitte  zu  Mitte 
stehen. 

Das  Stabilitätsmoment  wird  dum- 


-(2,5-0,51  + 1-0,64)  5-  1,02-1600 


0,64 


-I-  1  .  0,51)  (20  —  5  ■  1,02)  ■  1600 


+  (2,5-0, 
3fj  ~  16150  Bikg. 
Jlfj  ist  bei  dieser  Ausführung  um  10%  griißi 


er  als  erforderlich.  ^H 
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el  57.  (Fig.  109). 
belastung  §  =  3000  kg  habe  die 
Ausladung  u  =  i  m,  das  Ge- 
wicht der  drehbaren  Teile  sei 
G  =  2800  kg,  welches  im  Abstand 
fc  =  1  m  von  der  Drehachse  an- 
gn?ift,  das  der  feststehenden  Teile 
betrage  (?„=  600kg.  Das  Funda- 
ment habe  quadratische  Cirundfläche 
^ün    der  Kantenlänge    c=2.5in, 

Beine    Höhe    ist    unter    Annahme 

einer  2,5 -fachen  Sicherheit  ge^ren 

Kippen  zu  hestunineu 

I>as    Kippmoment    in    bezug 

wf  die  Fundamentkante  A  ergibt 

■ich  zu 


if  =  3000(4—1.25)  -t-  2800(1- 


bescliriinkt«rlieweglichkeit,    107 
Ein    Drehkran    für    die  Maximal- 


Das  Stabil itatsmo in ent  soll  gleich  dein  2,5 
1,  folglich 


1,25)  =  7550  mkg- 

facheu  dieses  Wertes 


w-oria  ^^  das  Gewicht  c 


intes  be/.eichnet.     Hieraus  folgt 


^0  =  ''       -T 600  —  14500  kg. 

Deanatli  betragt  der  Rauminhalt    F— =  9,06  cbm,  woraus 

l  feh  Jie  Höbe  ermittelt  /.u  ^^™ 


38.  Die  gleitende  Reibung. 
Ein  fester  Körper  werde  mit   der  Kraft  ^  senkrecht  auf 
I  «me  ebene  feste  AiiflageääcUe  aufgedrückt  und  von  einer  Kraft 
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P  ftugegriffen,  die  dicht  über  der  AuflagetÜäehe  parallel  zu 
dieser  wirkt.  Die  Kraft  Q  wird  durch  den  in  dieselbe  Wirkuugs- 
linie  fallenden,  entg^enge setzt  gerichteten  Gegendruck  ^'  der 
Ebt^ne  aufgehuben,  wiihrend  die  Kraft  P  eine  Verschiebung 
des  Kiirjiers  berTorrufeu  maß,  wenn  die  aufeinander  gepreßten 
Oberflächen  absolut  glatt  sind,  da  dann  keine  ihr  entg^en- 
wirkende  Kraft  vorhanden  ist.  Die  Erfahrung  zeigt  jedoel, 
daß  unter  allen  Umständen  die  Knift  P  eine  gewisse  GröSe 
haben  mudi,  damit  eine  Bewegung  des  Körpers  eingeleitet 
wird,  und  zwar  ist  dieser  Wert  unter  sonst  gleichen  Verhält- 
niesen um  so  größer,  je  weniger  glatt  die  Berührungsäächen 
sind.  Man  nimmt  deshalb  an,  daß  die  auch  bei  der  sorg- 
fältigsten Glättung  noch  immer  vorhandenen  Unebenheiten 
der  Häehen  ineinander  greifen  und  so  einen  die  Bewegung 
hindernden  Widerstand  W  hervorrafen,  den  Reibungswider- 
stand. 

Dieser  Reibungs widerstand  ti-itt  8t«ts  auf,  gleichgültig 
welche  Gestalt  die  berlilirenden  Flächen  haben.  Er  hängt  im 
wesentlichen  ab  von  der  mehr  oder  minder  guten  GlättunS 
der  Flächen  und  von  dem  Normaldruck  N,  mit  dem  ilie 
Flächen  aufeinander  gedrückt  werden. 

Nun   können    beispielsweise   manche    Metall  flachen   dorch 
Schleifen  und  Polieren  sehr  gut  geglättet  werden,  während  die 
bestgeglätteten    Holzflächen    ihnen   gegenüber    noch    rauh   er- 
scheinen,   der    Reibungswiderstand     ist    also     abhängig    toi» 
Material  der  aufeinander  gleitenden  Körper.     Werden  die  B*" 
riihrungsflächen   nur  ganz  leicht  zusammengepre&t,   so  greife"- 
die  feinen,  als  spitzenfürmig  zu  denkenden  Unebenheiten  meii'' 
ineinander,  als  bei  einer  stärkeren  Pressung,   wo  diese  SpitM** 
durch    den    Druck    abgeflacht   werden;   ist   dagegen   der   gegeO" 
aeitige  Druck  ein   sehr  hoher,   so    pressen  sich  die  auch  be* 
den   härtesten   Materialien  noch   etwas   nachgiebigen   Flächen." 
teilchen   fest   ineinander    und    der   Reibungswiderstand    steig* 
wieder.    Er  hängt  demnach  nicht  nur  von  dem  absoluten  Wer** 
des  Normaldruckes  N  sondern  auch  von  der  GröUe  des  Drucket 
auf   die    Flächeneinheit    ab.      Bei    technischen    Anwendunga^ 
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PDirnnt  nm-  der  mittlere  Fall  in  Betraclit,  da  ein  zu  hoher 
wruck  auf  die  Hächeneinheit  eine  starke  Abnutzung  der  be- 
■Qhreuden  Flächen  herbeiführen  würde  und  deshalb  vermieden 
prerden  muß. 

■  Auch  die  Geschwindigkeit  des  Gleitens  hat  einen  gewissen 
EinßaB-  Bei  hober  Geschwindigkeit  können  sich  die  kleinen 
Hpnebeuheiten  nicht  ao  feat  ineinander  pressen,  wie  bei  einer 
puigsamen  Bewegimg;  am  besten  legen  sich  diese  Unebenheiten 
Hegen-  und  ineinander,  weun  die  Körper  sich  in  Buhe  befinden, 
nreshalb  der  Reibuugswiderstaud  beim  Übergang  aus  der  Ruhe 
BOT  Bewegung  oft  weaeutlich  großer  ist  als  derjenige,  der  be- 
ntebt,  wenn  die  Bewegung  einmal  eingeleitet  ist. 

■  Am  stärksten  tritt  die  Abhiuigigkeit  des  Reibungswider- 
Ffttandes  ir  von   dem  Normaldruck  N  hervor;   man   bezeichnet 

das  Verhältnis  beider  als  den  Reibungskoeffizienten: 

W 

I  ''  =  .V  ■ 

I  Ist    für    einen    bestimmten    Fall    die    Große    des    Normal- 

Hmckes  N  und  der  Wert  des  Reibungskoeffizienten  fi  gegeben, 
Bp  berechnet  sich  der  Wert  des  Reibungswiderstandes  zu 

K  Kach  dem  oben  Gesagten  können  fllr  den  Reibungskoef- 
|bietiteu  nur  Mittelwerte  angegeben  werden,  die  je  nach  Lage 
B©r  Verhältnisse  erhöht  bezw.  vemngert  werden  können.  Die 
p>lgenden  Tabellen  enthalten  die  wichtigsten  Daten. 

P-  Keibungskoeffizienten  (i  der  Bewegung  für  geringe 

I  Flächendrilcke. 

I  ohne                         geachnieft  mit 

I  Material                 Scbmiennittel     wenig  Ö!           Talg        Wasser 

Ij^^tall      auf  Metall  0,2  Ü,15  0,3 

W^^       »    Holz  0,5  0,2  0,08  0.24 
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Zwt'i' 


P  augegriffrn . 
dieser  wirkt.     ' 
liiiie  ftilltn«]. 
Ebene    fin' 
des  K(irp 
Obortlii. 
\virk<-)  = 
daß    : 

\vi' 
i:;- 


1    vOrper. 

i^eschmiert  mit 
^eite  Wasser 


0,16 


0,i>ö 


^.  ••  >:ud  besonders  klein,  weil  in- 
.  .••..^■.!?  bei  mittleren  Tenipcratureu 
^^  .'«:er  Schnees  unter  den  Schlitten- 
.^  'r.^r  Jen  Fall  geschmierter  Reibung 


•  . 

'.'.V     V 

*lt'Ai» 

k\^ 

•  %      . 

>.\4:> 

■             ' 

o.:> 

'vv    ■ 

0.4Ö 

Xiv-  ■ 

o.r> 

<l-.'  •' 

O,,"'     O.T 

•\::' 

t 

«'v  VN'"'*'-t 

•  k 

<\t:« 

•  t  xxv'*"  'Wh 

>  •      • 

o.;v 

•   eilten  «^,  der  Kühe  für  geriDgc* 
'■  is'houdrücke. 

r-  «."it'n  geschmiert 

0.1  r>  ^wenig  gefettet) 
■j,o       0,11  i^mit  Talg)      0,65 
0,44(^mittrocke-     0,7 
ner  Seife ) 


0,4 

0,8  J 


(mit 
'  Wasser) 
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■  Die  Abhäugigkeit  vom  Fläcliendruck  zeigt  die  nachstehenda 


neiDuu 

jsKoeiiizier 
Flä 

ten  [L  aer  ne 
oli«n<lrOcke, 

wegungio 

r     0    e,e 

kendmck 

Schwel  Qeiseu 

Gnßeisea 

Btahl 

Messing 

»af 

auf 

auf 

auf 

tg" 

SchweiBeiaen 

SchweiBeiscn 

GußeiaeD 

QuCeiseu 

8,8 

0,14 

0,17 

0,17 

0,16 

13,1 

0,25 

0,28 

0,30 

0,23 

18,? 

0,29 

0,32 

0,34 

0,21 

3,6 

0,31 

0,33 

0,35 

0,21 

7,4 

0,38 

0,38 

0,35 

0,21 

<,1 

0,40 

0,37 

0,36 

0,22 

9,4 

FUUihen  an- 

0,37 

0,36 

0,23 

4,6 

g«gri«.n 

0,37 

0,37 

0,23 

»,o 

0,43 

Flachen  an- 

0,23 

M 

Flächen  an- 
gegritFen 

gegriffen 

0,23 

g^tten  Oberflächen  waren  bei  diesen  Versuchen  geschmiert 
I  dann    abgewischt   worden,    so   daß   keine   dazwischen   be- 
gehe Schmiere  die  innige  Berührung  bindern  konnte, 
'  Die    Abhängigkeit     von     der    Gleitgesch windigkeit    zeigen 
folgenden  Zahlen. 

IV.    Reibungskoeffizienten  abhängig  von  der 

L  Geschwindigkeit. 

Material  Geactiwiiidigkeit  in   g-r 

iieBremBklötzei;=    0       2,1      4,4       11,0   20,2      26,8 
Ihlemen  Radreifen  ft=0,33   0,27    0,24      0,17    0,13     0,074 
Borae  Radreifen        «=  0       3,1      15,2      26,8 
Stahlschienen  ^=0,24   0,09  0,065    0,027 

Der   Einfluß    der    Sc-bmierung  erhellt   aus  der  nachstehen- 
Zusammenste  II  uii  g. 
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V.   ReibuugBkiieffizieüten  abhä: 
Schmierung, 


pg  Toa  der 


gut  weniff 

geBchmiert  geBchmiert 
Gußeiserner  Dampfacliieber 

auf  guöoiaemem  Schieberspiegel  fi  =  0,1  fi  ^  0,18 

( Flüchen druck  ■ 


iBufeiid 


10  J-t) 

qcm/ 


mitte!»  zahl- 
unauBge-      reicbet  Nutan 
■n  j       n     I  L    I     £■   1  ■   u  netzt  Toru  Wasser       trocksn 

Bronze-  oder  Po  ckhylz- Seine  her    gefettet  benekt  lauf^J 

für  Wassert! ruckhebezeuge  auf 
Bronze  ,u  =  0,06     fi  -  0,10     .u  =  0,aü 

fFlächendruck  2—100    ^^  )  ■ 
\  qcm' 

Erklärt  wird  diese  Abhängigkeit  dadurch,  daß  bei  voll- 
standiger,  dauernder  Schmierung  die  gleitenden  Flachen  tom 
Schmiermittel  derart  benetzt  sind,  daß  eine  Beriihriuig  i"' 
betr.  Metalle  gar  nicht  mehr  statttindet.  Als  Widerstand  wirkt 
hier  nur  die  innere  Reihung  der  Scbmierflüssigkeit  beim  Vo' 
achiebea  ihrer  einzelnen  Teilchen  gegeneinander,  die  nattU^ 
gemäß  erheblich  kleiner  ist  als  die  Reibung  von  Metaüfläcl«*- 
Bei  unvollkommener  Schmierung  trennt  die  Schmierschicht  4» 
Metallflächen  nicht  völlig,  somlern  einzelne  besonders  an«  dt* 
Flächen  hen'orragende  kleine  Teilchen  berühren  sieh,  wodurch 
der  Reibungskoeffizient  erhöht  wird. 

Werden  die  beiden  Kräfte  N  und  TV  zu  einer  Mittelkraft  ' 
vereinigt  (Fig.  110),  so  bildet 
diese  mit  der  Nonnalen  den 
Winkel  p,  der  als  Reibnng»- 
wiukel  bezeichnet  wird.  Ans 
der  Figur  ergibt  sich 


tge  = 


tgp  = 
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II   i-t  noch,  daß  der  Reibungsniderstaad  nicht 
iiliteteti    Zug-    oder  Druckkräfte    das  TJe- 
r'giiiig  hervorzurufen,  sondern   stets  nur 
lUi){  iiiiiT  \"erzögeruDg  einer  Bewegung  auftritt,  und 
leiBP  Kichtung  derjenigen   der  Bewegung  entgegen- 
J>rückt  7..  ß.   ein  Körper  mit  der  Kraft  Q  =-  100  kg 
in   wa^roelite   Unterlage    und   ist  fi  =  0,25,   so   ist  zur 
lg  des  Körjiers  eine  horizontale  Kraft 
P  =  H^  =  ^e-2ökg 

ierlioh.     Wird  nur  mit  der  Kmft  P  =  10  kg  gezogen,  so 

kt  der  Reib ungs widerstand  nicht  etwa  eine  Verschiebung 

der  anderen  Richtung,  sondern  der  Körper  bleibt  in  Ruhe. 

PFenn   ein   Körper   durch   eine  Kraft   P,,    bewegt    worden 

falls    seiner    Bewegung     keinerlei    Reibnnga widerstände 

penwirkten,   so    ist    infolge   dieser  Widerstünde    W  eine 

Po  +  W'   nötig   und    zwar    wird    diese   Zugkraft   um   so 

,  je  größer  der  Beibungs widerstand  W  ist.     Man    nennt 

den    Quotienten   aus    der    theoretischen    Zugkraft    Pu 

kr  tataächlich  mit  Berücksichtigung  der  Reibung  erforder- 

Pp  +  Tr  das   Güteverhültnis    oder   den    Wirkungs- 

der  betr.  Vorrichtung: 

Po 
l'o  +  W 

fieht,   daß  das  Güteverhültnis  um  so  kleiner  ausfüllt,  ja 
die  Reibungs widerstände  sind.     Für  W=0,  also  wenn 

Reibung  vorhanden  wäre,  erhält  mau  den  größten  Wert 
f irkungsgradea :  »j  =  1.  Eine  Maschine  ist  um  so  vorteü- 
',  je  größer  ihr  Güterverhältnis  ist,  denn  um  so  weniger 

benötigt  sie  zur  Überwindung  der  Reibungs  widerstände. 
Beispiel  58.  Zu  bestimmen  ist  die  horizontale  Zugkraft,  die 
brlicfa  ist,  um  einen  Schlitten  vom  Gesamtgewicht  G  =  240  kg 
iBer  wagürechten ,  glatten  SebBeebahn  fortzubewegen. 
Knd  die  Schlittenkufen  aus  Holz,  so  ist  ji  =  U,035,  also 
G  =  0,03.'»  ■  240  -=  8,4  kg;  sind  die  Kufen  mit  Eisen  be- 
Bn,  so  Willi  n  =  0,02    und  damit   P  —  0,02  ■  240  =  4,8  kg. 


"?=   : 
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Beispiel  &S.     Der  FlachBchisber    einer   Dampfoiascliiiie,  di« 

mit  Dampf  von   »=10 — -  arbeit«t,  ist  360  mm  breit  und  240Qini 

qcm 
lang.     Zu  berechnen  ist  die  zum  Antrieb  erforderliche  Kraft. 

Der   Druck,    mit   dem   der   Schieber  auf  den    Spiegel   gepreßt 
wird,  ist    Q  =P  •  f, 

$—  10-36  ■  34  -  8640kg. 
Für   gut   geschmierte  SchieberflBchen    ist    ^t^O,l,    demnach  wird 
die  Antriebskraft 

P  =  ;(  .  g  =  0,1  ■  8640  =  «i;4  kg. 


steigt  (i   auf  0,18  und 


Ist    der    Schieber    schlecht    geschmiert, 

F  auf  0,18  -8640  ~  1550  kg. 

Beispiel  60.  Ein  Balken  vom  Gewicht  G  =  90  kg  und  der 
Lilnge  /  =  3  m  stQtrt 
sich  mit  einem  Ende  auf 
eine  wagerecbte  l'lSi;!if. 
mit  dem  andern  g^gf" 
eine  senkrechte  Wwid. 
Seine  SuBergte  Gleich^ 
wichtslage  und  der  Wert 
der  Gegendrücke  ist  ta 
ermitteln.     (Fig.  111.) 

Man  ersieht  sota* 
aus  der  Figui',  daB  dK 
Balken  heruntergleitri, 
wenn  der  Winkel  b  « 
klein  ist,  die  dann  wirkcn- 
ilea  Kräfte  sind  in  <li* 
Figur    eingetragen.     D'' 

allgemeinen  Gleichge wich tsbedingun gen  (Absatz  18)  ergeben,  weno 

der  Punkt  A  als  Drehpunkt  gewählt  wird,  die  folgenden  Gleiehnng«''! 


Fig,  m. 


ift-Jfj  -0, 
N^—  G  =  o, 

«1. 


Wird  die  erste  Gleichung  mit  («g  multipliziert, 
Subtraktion 
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durch  Erweitenmg  der  zweiten  Gleichung  mit  ftg  und  Addition  folgt 

Vorausgesetzt  wurde  hierbei,  daß  beide  Stützwände  aus  demselben 
Material  sind.  Mit  dem  Reibungskoeffizienten  für  Holz  auf  Holz 
(Iq  =  0,55    ergibt  sich 

^<  =  —%.,,  =  69  kg 


und 


N.^ 


2 


1  +  0,55= 

0,55  •  90 
1  +  0,55" 


2 


=  38  kg. 


Wird  der  Wert  für  N^  in   die  Momentengleichung  eingesetzt. 


so  ist 


-~ — ^  ^  sin  a  +  -- , s  ^  cos  a r-- — '-J—  —  cos a  =  0 


oder 


2 


(Iq  sin  a  +  fiQ*  cos  a  —  ^  cos  a  —  ^  fi^   cos  a  =  0 . 


Daraus  folgt 


tga  = 


tg«' 

l---0,55* 
'2"Ö,55" 


=  0,634:    a  =  32^22'. 


Beispiel  61.     Die  Aufgabe  in  Beispiel  52   werde  mit  Be- 
rücksichtigung der  Beibung 
^handelt. 

Bekommt  das  Gewicht 
^  das  Übergewicht  über 
*e  Kraft  Q,  so  tritt  eine 
Bewegung  nach  rechts  ein 
(^'ig-  112)  und  die  an- 
fifföifenden  Kräfte  haben 
^e  in  der  Figiir  ange- 
^bone  Richtung. 

Die     Gleichgewichts- 
"^dingungen  lauten: 

~~G   -  co8tt=-  0. 
2 


lyfcM^MÄMm^^ 


K 


Q. 


Fig.  112. 
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Wird    die    siweite    Gleichung    mit    p    multipliziert    und 
addiert,  ergibt  sich  „  ,       ,, 

'  '         !+(*'' 
durch    Erweiterung   der  ersten    Gleichung    mit   fi    und    Suhtl 

_r,~f,Q 
"■'       i  +  fi* 

Damit  geht  die  Momenten  gleich  ung  über  in 

9  +  c«,  .      ,     e  +  cs,  e  1  + 

Dies  ergibt 

Werden  beide  Wände  aus  Mauerwerk  angenommen  und  d 
au3  Holz,  so  ist  ja  =  0,45;  mit  den  Zahlen  Q  =-  200 
G  =  100  kg  erhillt  man  dann: 

__  0,45.200- «_(l--Mj')  _ 
200  +  0,45  -  100 
und  damit  or  ~  ll'>30'. 

Dia  Gegendrücke  der  Mauern  sind 
200  +  0^.100 

i  +  0,45"        ~ 

lOO  —  0,45  -200       _  ,  , 

•         1  +  0,45'        ~**' 

Wird  die  Rechnung  für  den  Fall  durch  geiUhrt,  daS  die 
das    Übergewicht    über    das    Gewicht    G    bekommt,    so    ■ 
Richtung   der  beiden  Beibungskräfte   fiJTj  und  (tlf^    die  < 
gewtxia  und  die  Gleich gewichtsbedingungen  lauten  dann: 
2Vj  -Q  +  tLN^^O, 
A', -ff-f.JV,  =  0, 
2V",  i  sin  a  —  fi  A'j  l  cosa—  G       cos  «  =  0 , 
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d.  h.  der  Faktor  ^i  ist  mit   dem    entgegen gesetKten  Vorzeiclien   wie 
oben  einzusetzen, 

Mitn  erhalt  dauo: 


^,  _  ^±4  =  100  +  0.46.200  ^ 
»         H-ft»  1  +  0,45»  "*' 


tg„=- 


Q~  HG  200  —  0,45  .  100  ' 

tgo  =  0,838  und  damit  a  ^^  40". 
i  bestehen  also  zwei  Greuzlagen  fOr  das  Gleichgewicht  des 
Stabes;  wird  er  über  die  erste  hinausgeschoben,  so  fallt  er  ta 
Boden,  dagegen  wird  er  bei  einer  Verachiebimg  über  die  zweite 
ninaus  an  die  aenlirecbte  Wand  gedrückt,  zwischen  beiden  Lagen 
ist  BT  an  jeder  beliebigen  Stelle  im  Gleichgewicht. 

Beispiel   63,     Die  Aufgabe  in  Beispiel  51    ist   mit  Berück- 
nciitigiiiig  der  KeibunK  zu  behandeln,     (Fig.  113.) 


Mit   B    als   Drehpunkt   lauten    die    Gleichgewichtsbedingungeu 
äiüfiem  Fall; 

Ä,aintt  +  |tN^  coaa  —  N,  anß  +  fiN^  coS|3  =  0, 

ff,  C08«—  fiJf,  sinn  +  Nj  cös^  +  f*-Nj  Bin|3  —  G  =  0, 

■AJ»m(|-«  +  j')-fi-W,;cos(^-<.-f  y)-G-J  cosj'  =  0. 

■Au  der  «reten  Gleiohung  folgt 

3ino:+  fiCoan 


N,  =  A' 


sin  j9  —  fi  cos  p 
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Wird  hierin  nach  Gleichung  (41)  ft  =  tg^  gesetzt,  so  erhält  man 
.  sin  (a  +  e) 

Dies    ergiht   in   die   zweite  Gleichung  eingesetzt   nach    einigen  Um- 
formungen 


^i- 


und  damit 


G  sin  (|3  — p)  eosp 

8in(«  +  p) 
S  sin  f  ft  +  e)  cos  p 


Die  dritte  Gleichung  erhält  dejin  die  folgende  Fonn: 

sin ((S  —  e)  cos  e  nosia  —  y)  ~  sin ((}  —  p)  sin  p  sin («  —  y) 
-icosy8in(«  +  (3)  =  0. 
Nach  Auflösung  von  coa(«  — y)  und  aia(o  — y)  folgt  durch  Diyin« 


nit  C08J': 


tgy  = 


isin(«  +  g)-sin(p-p)coa(«  +  p) 


sin{^— p)  sin(tt-f-p) 
i  wieder  den  ursprünglichen  Wert 


sin(a  +  ^}- 

in(?-,)  c« 

sf.+p)  +  cos(fJ-e)si.i(«  +  e)         ' 

hierin  einsetzt,  erhalt  man  schließlich 

1 

tgy=!i[cotg(ß-Q)- 

cotg(o  +  p)]. 

A° 

Das  Beispiel  zeigt  Ü* 

Vorteile,  welche  die  Eix»- 

/  \\             /1 

»j» 

ITihrung    des  ReihunjrS" 

A 

/  j)y^ 

winkeis  bisweilen  biete*- 

Bei     dieser    Herieitu»^ 

1  / 

y<^  \ 

war  angenommen  wot" 

\  ./'O 

den,  daß  sich  der  BJ' 

^^"^L 

Tv          \ 

ken  nach  dem  Punkt  ^ 

^-^^^^^ 

===^    '"\     \ 

hinbewege;    wiLblt  niat> 

//^   \ 

/^==5s 

°°*^^ 

die    Bewegungsricbtim^ 

\^ 

D^-^^ 

umgekehrt,    so  daß  di^ 

\ 

V,^^ 

Reibungskräfte  fiiV'i  un5 

!S5ji 

(i  K,      ihre       Richtung 

ff 

'\^\ 

wechseln,     so    erhaltet» 

in    den   Gleichgewichts" 

Fig.  114. 

bedingungen  die  Glieda^r 
mit   n    das  umgekehrte 

Torzeichen. 

Die   oben    abgeleiteten    Gleicliungen   bleiben    beslehen* 

wenn   man 

fi   als   negativ    betrachtet 

und   damit   auch   tgp,    alsC 
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in   Reibungswinkel   selbst.      Die    zweite   Grenzia^e    fOr   das 
iwiclit  wird  dann  der  Gleichung  entnommen: 

tg  y'  =  i  [cotg  iß  +  f)-  cotg  (u  -  e)] . 

irden  die  beiden  Kräfte  Nj  und  (iN^  zu  einer  Mittelkraft 
ammengesetzt,  die  gegen  die  Normale  zur  Stiitzebene  um 
biingswinkei  p  entweder  nach  der  einen  oder  der  anderen 
f  geoeigt  ist,  femer  N^  und  fiN^  zur  ebenso  geneigten 
aft  W^  (Fig.  114),  so  besteht  genau  wie  in  Figur  98  Gleichge- 
lolange  das  Schwerpunktslot  G  sich  zwischen  den  beiden 
fcn  (\  und  0,  befindet. 
Beispiel  51  bestimmte 
die  Mittellage  des  Balkens. 
ispiel  63.  Ein  hölzer- 
ihstempel    vom    Gewicht 

0  kg,  der  zwischen  zwei 

1  aus  Holz  tiergestellten 
[en  gleitet,  wird  durch 
imen  einer  umlaufenden 
welle  angehoben.  ( Figur 
lie  GiTÖße  der  am  Daumen 
aden  Kraft  I'  ist  zu  er- 
wenn  die  Länge  /i  =  l,5m 

Entferaung   n  ^  16  cm 

Der  Reibungskoefdzient 
^t  mit  Seife  geschmier- 
shcn  za  fi  =  0,15  anzu- 

D  sieht  sofort,  daß  beim 
1  nnr  die  schrafßerten 
isbalken  zur  Wirkung  ge- 
ao  daß  die  einge^eich- 
Kräfte  auftreten.  Die 
«ichge  wi  chtsb  edingungen 

Xi  —  N^  =  0 , 
ff  — nJVj— /iJV.=0. 
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H»r. 


Wird  hierin  nach  Gleichung  (41)  fi  = 

sin  (u 

sin ! 

Dies   ergibt  in  die  zweite  Oleicli'; 
formungen 


und  damit 


^.-'-' 


N. 


Die  dritte  Gleichung 
sin(/3  —  q)  CO- 

Nach  Auilösuijg 
mit  cos  7: 


li   zu   (i    aiitrreiten. 

«liT  l)urchs(;biiitt<- 

-:'   <l:iß   nur   A'j  tiu'i 


_■   liir  J*  finp'.set/.t  wird: 


M  « 


«m:» 


IG 

1 :)() 


.=  180  kir 


.  .i.j.>'*ik:t  werden,  so  wlln»  die  Hi» 
•i  i.  ■>■>  Stempels  ist  denmach,  we^"^ 
■j    tV:raobt    gezotreii    werden    iversss? 


\ 


Indem 


l  -  2  •  O.lo 


It) 
löO 


■  o.n 


hi' 


s 


»■  « 


; .   Tie  schiefe  Ebene. 

•.  ••••-    lu' wirbt  (r    auf   einer   unter  deir  - 
■.  ••  .'.'•.lalo  iionoigteu  Bahn  nach  aufwärt^ 

gezogen,  so  müssen,  weiitC 
ilie Iteibung  vorläufig  außo-  ' 
aelit  gelassen  wirti,  dieZuj^-;^ 
kraft  P„,  das  Gewicht  ( 
und  der  Gegemlruek  ^V  de'  " 
Auflagorebeue  (Fig.  llTi  * 
sieb  in  einem  Punkt  schnei  i 
den  und  ein  vollständiir»*  ^ 
Kräftedreieck  ergeben,  da^ 
Mau  erhält  deshalb  sofort  aus  de^- 


t/ 


.   ._-r.  •  ••  •■ 


.  x-.v.  ..     und      .V   -  (r  cos  ß. 

*        ■.'•.i:  ••-■'  ■■"  Kechnung  gezogen,  so  tritt  uoe- 
■    0 -'Äieceto^i'Aende    Kraft    a.V  auf,    die   vi" 


J>-G- 
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/iiukrofl  ebenfalls  überwunden  werden  tniiB.     Es  ist  also 

/'  -  Po  +  f(.\  =  G  sin  K  +  fiG  coB  a 
V  =  G(8in  a  +  (t  C08  c). 
t  man  hierin  ft  =  tg  p,  bo  gebt  die  Gleichung  fiber  in 

cos  () 

Soll   iler  Körper    nicht   die   schiefe   Ebene   hinaufgezogen 

prden,   sondern   langsam    herabgleiteu,   wobei    etwa   au   einem 

■il  die   Zugkraft  P,   nach   oben  ausgeübt  wird,    so    hat    der 

libttngs widerstand   die  Richtung  nach   oben  und   unterstützt 

Zugkraft,  so  daß  diese  um  den  Betrag  fiN  kleiner  ausfällt 

Gleichung  (43)   angibt.     Es   ist    in    diesem  Fall   denmach 

F^  ^  Pf,  —  jiK  =  G  sin  a  —  /iG  cos  a 
■a)  P^  —  G  (sin  or  —  ji  cos  ß) 

P^r  mit  /*  =  tg  p : 


'G- 


-J) 


cos  (1 

Soll  der  Körper  gerade  noch  langsam  herabgleiten,  ohne 
i  eine  Zugkraft  P,  nach  oben  nötig  ist,  so  ist  in  der  letzten 
Aiohnng  P,  =  0  zu  setzen.  Dies  tritt  ein,  wenn  der  Neigungs- 
Ikel  «  der  Ebene  gleich  dem  ReibimgB winke  1  q  iat.  Hier- 
pt  ist  ein  einfaches  Mittel  gegeben,  den  Reibungswinkel  und 
f*nit  auch  den  Ueibungskoeftizienten  zu  bestimmen,  indem 
i  die  schiefe  Ebene  allmählich  so  weit  anhebt,  daß  der 
Piper  gleichmäßig  heruntergleitet,  sobald  er  durch  kleine 
^ße  einmal  in  Bewegung  gesetzt  ist.  Unterlaßt  man  diese 
öße,  so  erhält  man  aus  der  Neigung  der  Ebene  den  Ueihimgs- 
^**«ffizieuten  der  Ruhe  (i^  für  die  beiden  Stoffe,  aus  denen 
'»■örper  und  Bahn  bestellen. 

Wirkt  die  Zugkraft  nicht  in  Richtimg  der  schiefen  Ebene 
"andern  horizontal,  so   nimmt  das  Kräftedreieck  für  den  Fall 
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Da    hieniacli  die  Reibungskräfte,  die  syn 
gleich  sind,  so  wird  fiir  die  Momenten l- 
punkt  von  (r  und  X^  als  Drehpunkt  ■ 
J*  in  der  Gleichung  auftreten: 

Hieraus  folgt 


■'.er. 
■   Gestalt  an.    E^ 


und  wenn  dies  in  die  obige 


Li't .  so  ergeben  d^^^ 
^   •■ni(»  Mittelkraft  T^? 
A    nach    aufwärts  vet*' 
.:   damit  die   Gestalt  der 
:-  der  Wert  der  Zugkra-t* 


P  = 


-i»'- 


1  —  2/1 


ti 


Würde  die  Keil-, 
kraft   P„  =  Cr,  der  \- 
nur   die  Reibungs\ 
Beispiel  90) 


j 


v. 


Wink 


•u  ^»**''--  i^'f^^^arts  ist  der  Reibungswink«:^*^ 
.rtii-f:'.  >o  daß  die  Figur  117  c  entstek- ^- 

;c.%vs:*^*.U  «**^li  abwärts  die  horizontale  Zu^J' 
^  '.  iv^  S.v'hiur.fcT  der  Bewegung  wirkeji,  ^=-'* 
•-..^w  **'*  ^^'-  ***'"•  ^^i^selbe  zeigt  Fig.  117  ^^- 
,  >i:-*c  /.^r  <.h:etVu  Ebene  hat  bei  wagerecht-^i^r 


V     i 


tg« 

tg  .  «  +  Q) 


:i: 


'  -^t 


\- 
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.V   ,:;•'.•.  Wir.kc'l  o  =  40®  gegen  die  Wagr 
N    .,";**    ivirÄV.el    :.\ir  Rani  penfläche   ver 
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laufenden  Seiles  aufwärts  xu  schaffen.  Dii  Zugkraft  im  Seil  tat 
2u  bestininiea,  wenn  fi  wegen  der  Rauheit  beidfir  Flächen  zu 
""  0,5   angenommen  wird. 

tNach  GleichuDg  (44)  ist 
'  G(sinB  +  fi  coso)  ^  120(0,643  +  0,5  ■  0,766)  ~  123  kg. 
Beispiel    65.      Es    ist   die    Zagkraft    im    Seil    zu    ermitteln, 
die  obige  Kiste  langsam  nach  abwärts  gleiten  soll. 
Man  erhält  aus  Gleichung  (44a) 
-  G (sin  «  —  fi  cos  t<)  =-  120(0,643  — 0.5 -0,766)  ~  31  kg. 
Beispiel  66.    Die  Neigung   einer  Sehneebahn  ist   anzugehen, 
ftiif  der  ein  Schlitten  mit  eisernen  Kufen  gerade  von  selbst  heruater- 
gleitet. 
I  Eb   ist    /»  =  tg  p  =  0,02 .      Aus   der    Beziehung    b  =  p    erhalt 

D  Aas  Neigungs Verhältnis    tga  =  jp  oder  den  Winkel  «'--j1''10. 

40.  Bewegung:  In  Eeilnaten. 
Wird  ein  prismati scher  Körper  durch  die  senkrechte 
■afl  §  in  eine  Keilnute  vom  fipitzenwinkel  2d  gepreßt 
ig.  llf^l,  HO  müssen  die  beiden  Gegendrücke  N  der  Seiten- 
cten,  die  aus  Symmetriegriindeu  eiaaader  gleich  sind,  der 
:aft  Q  das  Gleichgewicht  halten.  Ana  dem  Krüftedreieck 
illt  man  sofort     <J  =  2JV  sin  d,     folglich 

J  Bin  0 


124  Zweite  Aliteilung.     Statik  starrer  Körper. 

Der  Bewegung  senkrecht  zur  Zeicbeuebene  estg^en  i 
an  jeder  Seitenfläche  der  Reib iiugs widerstund  iiN,  so  d&Sl 
erforderliche  Zugkraft  wird 

(49)  P  =  -JiiN  =  2/.  ,,    *=(?..''. 

^     '  '   y  sm  d         '    am  0 

Auf  einer  ebenen  Flache  wäre  die  Zugkraft  P  =  ^  ■  fi;  dai 
keilartige  Einpressen  in  die  Nute  hat  also  dem  gegenüber  den- 
selben Einfluß,  als   wenn  der  Reibungskoeffizient  infolge  Te^ 


stärkter   Rauheit   der   betr.   Flächen   auf  den  Wert  ft  = 


sind 


vergrößert  worden  wäre, 

Dieselbe  Erscheinung  ßmlet  statt,  wenn  der  bewegte  KÖrpw 
die  Nut«  enthält  und  mit  der  Kraft  Q  auf  eine  prismatische 
Keilääcbe  gepreßt  wird  (Fig.  llH),  denn  das  Kräftedreieck  ist 
dasselbe  wie  in  Figur  118. 

Beispiel  67.  Der  Support  einer  Drehbank,  der  mit  eiiiff^ 
Kraft  Q  =-  920  kg  belastet  ist,  gleitet  auf  zwei  Führungeu  Mt"^ 
Kgur  119,  deren  Winkel  6  =  45°  ist.  Die  zur  seitlichen  Vtrr 
SL'hiebuBg  des  Supportes  erforderliehe  Kraft  ist  anzugeben. 

Mit  dem  Eeibungskoeffieienten  |U  =  0,1   erhalt  man 


•«:£, 


^  920 


0,1 


' ^  ISO  kg. 


Beispiel  68.     Die  Platte  eine 
last  Q  =  2400  kg  betrögt,  gleitet  ii 
mit   dem  Winkel    a  =  50".      Die 
tn  bereclmen. 

Mit  (1  =  0,1  ergibt  sich 

P=(?  T—  =  2400 


0,70'  ^^ 

Hobelmaschine,  deren  fleswnT^^ 
zwei  Führungen  nnch  Figur  IL  * 
Iröße  des    Gleit  Widerstandes  i^^t 


-  3U  kg. 


41.  Der  Keil. 
Ein  zur  Mittelebene  symmetrischer  Keil  mit  dem  Spitze**' 
ninkel  2«  soll  durch  die  auf  den  Rücken  einwirkende  Kraft  t'o 
gleichmäßig  vorwärtsgeschoben  werden.  (Fig.  120.)  Die  SeiteC" 
flächen  dea  Keils  erfahren  hierbei  senkrechte  Gegendrücke  T*' 
die  wegen  der  Symmetrie  einander  gleich  sind.   Die  drei  Krii£^ 
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Bind   im  Gleichgewirht,   wenn   das  aus  ihnen  gebildete  Kräfte- 
polygon gesrhlosaeu  ist,  was  sofort  die  ßleichimg  ergibt: 

i'o  =  :?A"siua. 
Wird    die    Seitenlänge    des    Keils   mit   l   und    die   Lange    des 
Rackens  mit  a  bezeichnet,  so  iat  sin  «  =  j^  und  folglich 


Fig.  lai. 


V 

^H  Hierbei  ist  die  Reihung  an  den  Seitenflächen  nicht  be- 
^Bftcksichtigt  worden,  welche  die  beiden  Kräfte  iili  (Mg.  121) 
^^pervorruft.  Damit  Gleichgewicht  besteht,  muß  sowohl  die 
P  Soinnie  der  horizontalen  als  auch  die  der  vertikalen  Seiten- 
b^fte  Null  sein: 

'S  cos  K  —  ^  JV'  sin  «  —  Af  cos  a  +  ji  jV  sin  «  =  0 
2Jfaina  +  2A'cos«  — P=^0. 
Di*  erste  Gleichung  ist  erfüllt,  da  bereits  die  Gegendrücke  1^ 
r «I  ^eich  angenommen  waren,  aus  der  zweiten  folgt: 
^  (51)  P  =  2fiA'(sin  a  +  /i  eoe  «)■ 

Der  Wirkungsgrad  des  Keiles  iat 

_  P(,  _  sin «  _  1 

P        sin  ß  -|-  ^  cos  a.       1  +  (ü  cotg  a, 

Ist  die  Kraft  P  zu  klein,  so   bewegt  sich  der  Keil  rück- 

T^rts,  da  dann   die  Gegenkräfte  N  das  Übergewicht  erhalten. 


li>4 
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Der  Beweü^untj:  seukniclit  zur  Zeicli<»' 
nii  jeder  SeitenHäclio   <ler   [{('ibuiig.swi(l« 
i'rforderliclir  Zutckrat't  wird 


'     1^  SlFl 


Auf  einer  e])eneu  Fläclio  war 
keilarti|ie   Hin  pressen  in  die  Xn- 
seligen   Einfluß,   als    wenn   der 

stärkter    Rauheit    der    betr. 

verirre jßert  worden  wärt». 

Dieselbe  Erscheimne. 
die   Nute   enthält   und    ■ 
Keilt! liehe  gepreßt  wii 
dassell)e  wie  in   Fijri- 

Beispiel  67. 
Kraft    V  -=  -»-O  ku' 
FiL'ur   IHK    (ler»'!i 
srliiel)ung  des   S. 

Mit  d.'iii    ! 


".-liti't. 

=  r.'t. 


i'i.    wi-nn 
Li'uuLjf  hierfür 


.  -.iiit  der  Keil  w  ieder 
..  .''on  wirkende  Kraft 
^-  ölai  angil>t;  man 
i-  -.  rrond.  Die  (xren/e 
:  : j  (.  =  tg  (>  ist.  J  )er 
:  r^^r^iu  Fall 


last  <,> 
mit 
zu    1.' 


I 
I .  < 


.    *v'.'*:ner    als    tg  q    aus- 
-i  >•  *.  stsiierrenden    Keiles 


.  :  «ier  einen  horizoii- 
uv.d  mit  der  anderen 
\'  belasteten  I  Mosten 
;l:rinir  stützt, 
►^•.nen  allerdinvrs  nm* 

lu  ibungswiderstand 
••.  von  der  Hori/nii- 
\\  ai »weicht.     In  der 

irr  iiegendruek   A!>  , 


U.e 


Oegenkraft   l\ 
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i^cnkrechte  um   den  Winkel  a  +  p  von 

■-r.     Wenn    der  Pfosten    im   Gleich- 

.  :i  iHo  drei  Kräfte  Q,  W^,  TT,  in 

'<    i'iii   geschlosBenes   Kräftedreieck 


Yig.  ISS. 


Auf  den  Keil  wirkt  einerseits  die  Gegenkraft  TT,  des  Pfostens 

in   der  Richtung  des   Doppelpfeils,  andererseits  in  der  w^e- 

rechten  Fläche  die  aus  dem  Normaldruck  N^  und  dem  Reibnngs- 

. 'widerstand  (iN^  erhaltene  Gegenkraft  \}\,  die  um  den  Beibungs- 

winkel  p  gegen  das  Lot  nach  der  Spitze  des  Keils  hin  geneigt 

ist,  and  schließlich  die  die  Bewegung  herrormfende  horizontale 

,    Kraft  P,     Auch   diese    drei    Kräfte   P,  W^,  W,   müssen   sich, 

damit  der  Keil  im  Gleichgewicht  ist,  in  einem  Punkt  schneiden 

VBi  ein  geschlossenes  Kröftedreieck  ergeben,  das  zweckmäßig 

^ch  an  das  erste  Kräftedreieck  herangezeichnet  wird. 

Nach  Eintragui^   der   betr.   Neigungewinkel    erhält   man 
"K  dem  ersten  Krüftedreieck : 
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(5S) 


(5S) 


in-«- 


j(-  _  n   !i?  tti) o  iL"  (?±rt 

lini^  +  Q} 

_(|_„_2(.)  '»■(■'  +  2?) 

An»  dem  zweiten  Dreieck  folgt: 

8in(^-ß-p)  ^„„/„,     -, 

.    /'at        \  co8(ß  +  2p) 


I>i«   NomialdrUeke    Jf|,  JV„  JTj    ergel)en    sich    hiemus    liunb 
Moltiplikation  der  Werte  für  W^,  W^,  Wg  mit  coa  p. 

Soll  der  Ki'il  gelöst  werden,  so  wirken  die  ReibungB- 
widerstände  nach  der  anderen  Richtung,  der  Keihungswinbel  9 
wird  also  n^ativ,  im  übrigen  bleiben  die  obigen  Formeln  be- 
stehen. Man  erhält  also  die  bei  der  Lüsong  erforderliche  Kraft 
(53.)  P,-«tg(«-2j,). 

Die  Vorrichtung  wu-d  selbatsperrend,  d,  h.  zum  Lösen  ist 
eine  negative  Kraft  P,  aufzuwenden,  wenn  a  <C2q  ist. 

Wäre  jedoch  a  ^  sf,  so  würde  bei  der  Rück  war  tsbewegimS 
di-B  KeÜB  der  Gegendruck  W^  senkrecht  zu  stehen  kommeo 
und  gleich  Q  sein,  während  Wi  den  Wert  Xull  erhält,  w»* 
BOH  den  Gleirhungen  (52)  folgt,  wenn  dort  p  negativ  geset»* 
und  die  Keilueigung  «  =  p  angenommen  wird.  Der  Pfoste** 
wdrdc  »bo  auf  dem  Keil  stehen  bleiben  und  mit  ihm  zurück' 
gehen.  Die  Koilneignug  ee  muß  also  zwischen  p  uud  äp  liege**! 
wtmn  nicht  auf  der  Rückseite  des  Pfostens  eine  zweite  FübniUS 
MmK\irst4:ht  int,  die  ein  Zurückgehen  verhindert. 


n 


-4:-;b 
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Ohne  Berflcksichtigung    der  Reibung  wUre  die   Kraft  P, 
anzuwenden  gewesen,  deren  Wert  am  einfachsten  erhalten  wird, 
weiin  in  Gleichung  (53)  p  =  0  gesetzt 
wird.    Man  erhült  dann 

VHS    ani^h   leicht   direkt   aua  der  Figur 
herzuleiten  ist. 

Der  Wirkungsgi-ad  beim  Ein- 
treiben ist 

^  Z^  =        tp  « 

''     F      tg(«  +  2e)' 

Bei  der  obigen  Herleitung  wurde 
vorausgesetzt,  daß  der  Reibujigskoeffi- 
^ient  an  allen  drei  Flächen  derselbe  ist, 
was  bei  jiraktisehen  Ausführungen  we- 
nigstens sehr  angenähert  stets  zutrifft. 
■^'e  in  der  Maschinentechnik  häufigste 
pra-Vtiache  Anvrendung  zeigt  Figur  123,  , 

"^^  der  tg  a  der  Sicherheit  halber  meist 
"^Ischen  ^ — ^  gewählt  wird,  während 

'&€>  =  !(   för  die  hohen  Pressungen  von    1000   1 

qcm 

^*"'Bchen  den  Eisen-  bezw.  Stahlflächen  etwa  den  Wert  J  hat. 
Bei,?piel  09.  Die  Belastung  der  Stangen  Verbindung  nach 
!,'Klar  123  sei  ^  =  5200  kg,  lier  Anzug  des  Keiles  sei  tgo  =  j^. 
**  berechnen  ist  die  xum  Eintreiben  und  Entfernen  des  Keiles 
^"tige  Kraft,  sowie  der  Wirkungsgrad  des  Keiles  und  die  GröÜe 
^^    Normaldrücke,  die  auftreten. 

Nach   Gleichung    (53)    ist    die    zum    Eintreiben    nötige    Kraft 
'==ötg(«  +  2(.).     Dies  ergibt  mit  k  =  2''20'  und  p  =  14": 
^=5200- tg(2''20'+2-14'')  =  5200  ■  0,585  =  3040  kg. 
">*   iBT  Lösung  erforderüche  Kraft  ist  nach  Gleichung  (53  a) 

P,  -  '?tglß-2e)--  5200    0,481  ' 2500  kg. 

f  Wirkungsgrad  betrögt 

_        tg«         _    0,04 
''~tg(tt-F  2  p)  "0,585"^    '      ' 


T 

Fig.  183, 


1500 


km 
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jedoch  ist  dieser  geringe  Wert  nicht  von  Einfluß,  da  der  Keil  i 
ausnahmsweise  gelöst  wird.  Am  meisten  Gewicht  wird  auf  < 
so  erzielten  hohen  Grad  der  Selbstsperrung  gelegt. 

Die    Normaldrücke    N^,  N^,  N^    (vergl.   Fig.  122)    ermitt 
sich,  wie  folgt: 


Ni  =  Q 


N.-'Q 


N.-Q 


sin  (a  +  q) 
cos  (a  +  ! 

cos*  9 

cos^ 

20) 

5200- 
5200. 

0,281  0,97 
0,863 

0,97* 

cos  (a  +  ! 
cos  (a  +  q) 

2  g) 

C08Q 

0,863 
0,96  0,97 

—  rx^ 


COS  (cc-\-2q) 


0,863 


—  -  <">j 


1640  kg, 


5670  kg, 


5610  kg. 


Beispiel  70.     Bisweilen  erhält  der  Keil  sogenannte  Vorlag 
(Fig.  124),  damit  das  Eeilloch  prismatisch  ausgeführt  werden  kai 

Der  Keil  ist  symmetrisch,  < 
Neigung  der  Druckflächen 
tga= jV,  dieBelastung§=52001 
Zu  bestimmen  ist  die  zum  £: 
treiben  und  die  zum  Lösen  < 
forderliche  Kraft. 

Infolge  der  von  oben  auf  d 
Keil  einwirkenden  Kraft  Q  ei 
steht  der  Normaldruck  ^  an  c 
oberen  Fläche  und  die  mit  c 
Kraft  P  gleichgerichtete  Horizont 
kraft  W.  Der  Gegendruck  (3 
äußeren  Hülse,  der  gleich  Q  i 
ruft  die  gleiche  Normalkraft 
an  der  unteren  Fläche  hervor,  c 
nach  oben  wirkt,  und  femer  wied 
eine  Horizontalkraft  TF,  die  ehe 
falls  der  Kraft  P  gleich  gerichtet  i 
Aus  Gleichung  (51)  erh 
man  mm 

P=  2 iV(8in a  +  ft cos a)  -  21 


ZMZ 


und      W=Qiga, 


p=2^Q^2\'  5200  =  2600  kg. 
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I  Enm  Lösen  erforderliclie  Kraft  ist  mit  Gleichong  (51a)  : 
nitteb  auf 

f,  -  2N-  (sina  — ^coaa)  -  2W, 
Wobei  vorläufig  P^  mit  P  gleichgerichtet  gedacht  ist: 
P,  =—  2fif^ 2G00kg. 


o)    Um  eine  Achse  drehbare  Körper. 

42.  Bas  Rad  an  der  Welle. 

Auf  einer  gemeiuaamün   Achse   sind   zwei   Seilrollen   vom 

BadiaB  H  bezw.  Ity  befestigt.     Um  die  RoUeu  sind  zwei  Seile 

in  entgegengesetzter  Richtung  geacblnngen,  an  dem  einen,  über 

die  kleinere  Holle  gehenden  hängt  die  Lust  Q\  an  dem  anderen 

greift  die  Kraft  P  nach  einer  beliebigen 

Iliclihing  an.  (Fig.  125.)    Wird  das  die 

Last  Q  tragende  Seil  aufgewunden,  so 

wickelt  sich  das  andere  Seil  ab. 

Gleichgewicht  besteht  nun,    wenn 
die  statischen   Momente  beider  Kräftig 
Lm  bezog   auf  die    gemebsame   Dreh- 
■•chsa  einander  gleich  sind; 


m 


PR^^Q   R, 


Fig.  125. 


,  etwa  auftretenden  Reibungs widerständet 


Wbei  von  allen, 
sehen  wird. 
Durch  Multiplikation  der  Gleichung   (Ö5)   mit  2x   erhält 
1  auf  jeder  Seite  das  Produkt   aus   der   Kraft  und  der  bei 
Mei  ümdreliong  auf-  bezw.  abgewickelten  Seillängen.    Daraus 
i  die  Proportion: 

■27tR  _  P 
2xR,       Q'- 

:  Längen   der   Seile   verhalten   sich   umgekehrt   wie 
i  an  ihnen  angreifenden  Kräfte. 
Die  Momentengleichung  1 55)  bleibt  bestehen,  wenn  an  Stelle 
der  Seilrolle  mit  dem  Radius  if,  eine  Kurbel  tritt,  deren  Arm 


132  Zweite  Abteilung.     Statik  ntarrer  KiSrper 

die  Länge  F^   hat,    sofern   die  aeniEreclit  zum   Kurbelarm  j 

greifende  Kraft  P  konstant  ist. 

Nach  Gleichmigfoöl 
_,--'"       '^-».^  ist  die  Kraft  P  kleiner 

als  <^.  Häufig  handelt 
es  sich  darum,  diese 
Kraft  noch  mehr  za 
verringern ;  dies  ge- 
SL'hieht  durch  eine  Vor- 
gelegewelle,  auf  der 
ein  Zahnrad  vom  Badios 
r^  sitzt,  dae  in  das  gleich- 
falle  gezahnte  Rad  R, 
der  Haupt  welle  ein- 
greift, und  femer  die 
(Fig.  12ti.')     Man  erhält  wie  in 


An  tri  eh  sk  ur  b  el 
Figur  125: 


^1 


und,  indem  man  P'  als  Belastung  der  zweiten  Welle  anffa&t*- 


.  p-. 


fl. 


I 


Durch  Zusammenfassen  beider  Gleichungen  folgt: 

Sollte  noch  ein  weiteres  Vorgelege  nötig  werden,  so  wäre  i 
obige  Ausdruck  noch  mit  dem  (Quotienten  der  Radien  der  eö 
sprechenden  Räder  zu  mnltipli7;ieren.  Man  bezeichnet  diea^o 
Quotienten  als  Übersetzungsverhältnis  der  Räder  und  d** 
Produkt  aller  QuotientiCn  als  GesamtüberBetzungsverhiUtnis  d** 
Vorrichtung. 

Bei  zusammenarbeitenden  Zahnrädern  muß  uaturgemäB  «l*^ 
Entfernung  der  Zähne  voneinander,  die  Zahnteilung,  diesel^ 
sein.  Wird  die  Anzahl  der  Zähne  des  Rades  7?;  mit  Z^,  di*" 
jenige  des  Rades  r^  mit  s^  und  die  bei  beiden  gleiche  Teil»tf^ 
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P=<? 


B 


Jt. 


s 


^l' 


1^1 


P 

Q 


B, 


2 


E 


2-1Ö    38       ^^^, 
7;;;^^;;  =  0,114. 
1000    10        ' 


Im   allgemeinen   nimmt  man  bei   Zahnrädern   für  Winden  als  ge- 
ringste Zähnezahl  10  an;  wird  also  0^  =  10  gesetzt,  so  ist 

^^-7;    ^^-0,114 
Das  Übersetzungsverhältnis  ist  hiermit 


88*^90. 


E 


10    10 


^       Q^  E^'  Z^       38  '  90  '^  34 ' 

damit  verhält  sich   der  Weg   der  Kurbel   zum  Weg   der  Last  wie 
34  :  1 ,   also 

w-  2nE^  =-  34  -Ä, 

34  •  ;*       34  •  600 


n  = 


27rJRj 


27r-  38 


86. 


43.  Die  Rolle,  Flaschenzüge. 

Wird  ein  Seil  über  eine  fest  gelagerte  Rolle  geschlung^^ 
(Fig.  127),  das  an  einem  Ende   die  Last  Q  trägt  und  am  a^^ 

deren  mit  der  Kraft  P  in  beliebig^^ 
Richtung  gezogen  wird,  so  besteht 
Gleichung  FE  =  QEy  also 

Bei  der  festen  Rolle  ist,  wen 
von  allen,  etwa  auftretende 
Widerständen  abgesehen  wir 
die  Zugkraft  gleich  der  Last. 

Der  Druck  D  auf  die  Lagerung 
der  Rolle  ergibt  sich  durch  Zusammen-^ 
Setzung  der  beiden  Kräfte  P  und  Q^ 
durch  deren    Schnittpunkt  D    gehen 
muß,    damit    überhaupt    Gleichgewicht    besteht.      Sind    beide 
Kräfte  parallel  gerichtet,  so  ist  der  Lagerdruck  D  =  2^. 


Fig.  127 
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Man  benutzt  die  feste  Rolle  häufig,  um  die  Richtung  der 
Zngkraft  in  zweckentsprenhender  Weise  zu  ändern, 

Ist  die  Anordnnug  umgekehrt  so  getruffen,  daQ  die  Last  Q 
an  der  Holle  angreift,  während  das  eine  Ende  des  Seils  fest 
gemacht  ist  und  am  anderen  die  Zugkraft  P  wirkt  (Fig.  128), 
so  besteht  ebenfalls  nur  Gleichgewicht,  wenn  die  beiden  Seil- 
Spannkräfte  P  und  S  sowie  die  Last  Q  sich  in  einem  Punkt 
schneiden,  was  nur  dann  möglich  ist,  wenn  beide  Spannkräfte 
mit  <^  denselben  Winkel  a  bilden.  Aus  der  Momentengleichung 
"1   bezug  auf  die  Drehachse  der  Rolle  folgt: 

damit  ergibt  sich  aus  dem  Kräftepoljgon: 


Fig.  138. 

Erfolgt   der   Zug  P   parallel    zu    Q    (Fig.  129), 
"^  O,  coB  a  =  1  und  somit 
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Bei    der   losen  Rolle    ist   die  Zugkraft   ^leicn 
Hälfte  der  Last,  wenn  beide  Kräfte  parallel  sind. 

Um  die  Last  Q  die  Strecke  h  zu  heben,  ist  einerseits  das 
feste  Seiltriim  um  die  Länge  /;  zu  kttrzeu,  andererseits  auch  das 
loae  um  dieselbe  Strecke  zu  beben.  Da  die  Kürzung  des  festen 
Trums  nur  durch  Hinwegziehen  unter  der  Rolle  erfolgen  kann, 
Bo  ist  das  lose  Trum  um  die  doppelte  Strecke  2/t  anzuziehen. 
Bisher  ist  das  Gewicht  der 
RoUe  nicht  in  Rechnung  gezogen 
worden,  das  ebenfalls  in  der  Dreh- 
ai^hse  angreift  und  senkrecht  nach 
unten  gerichtet  ist.  Hat  Q  wie  in 
der  Figur  dieselbe  Richtung,  so  er- 
hält man  als   verbesserte   Belastung 

Q-^q^G  und  damit   P=^^^. 

Meistens  wird  das  Gewicht  der  Rolle 
gegenüber    der    Belastung     1^    ver- 

nacblässigt  werden  können. 

An  den  Krdftverbältnissen  wird 
nichts  geändert,  wenn  jetzt  das 
freie  Seiltrum  in  Figur  12!'  noci 
über  eine  feste  Rolle  geleitet  wird, 
Nim  können  mehrere  loae  Rollen 
nach  Figur  130  miteinander  ver- 
bunden werden,  es  entsteht  dann 
der  Potenzflasehenzug,  desaeii. 
unterste  Rolle  durch  das  Gewich.'t 
Q    belastet    ist.      Auf    die    nächstr^B 


Vorhergehender 


die   Kraft 

die  Kraft    Q"  =  ^  =  ^it   »if  diese  die  Za| 

Allgemein  ist  demnach  bei  h  bewegliche 
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Obwohl  die  Zagknit't  sicli  schnell  mit  der  wachsenden  Itollen- 
zahl  Terringert,  wird  der  Potenzflaschenzug  kaum  benutzt,  da 
die  einzelnen   losen  Holleu  und   die  einzelnen 
SeÜBtUcke    in    der  Präzis   TJazatriiglichkeiten 
hervorbringen. 

Meist  wird  der  gewöhnliche  Flaschen- 
zug verwendet,  der  aus  gleich  vielen  festen 
tmd  losen  Rollen  besteht,  die  in  einer  festen 
und  in  einer  beweglichen  Flasche  im  all- 
gemeinen auf  derselben  Achse  frei  drehbar  an- 
geordnet sind,  bisweilen  aber  auch  nach 
Figur  131   Eibe  rein  an  der  gelagert  werden. 

Im  Fall  des  Gleichgewichts  müssen  alle 
Teile  des  Seiles  die  gleiche  Spannkraft  er- 
halten; die  Last  verteüt  sich  daher  auf 
doppelt  soviel  parallele  Seile,  als  Rollen  in 
einer  Flasche  vorhanden  sind.     Dies  ergibt 

(59)  J°-2^,' 

Das  Gewicht  der  Flasche  wird  berücksichtigt, 
wenn  Q'^Q-i-G  in  obige  öleichung  fflr  (^ 
gesetzt  wird. 

Soll  die  Last  Q  um  die  Höhe  /*  gehoben 
I  »erden,   ao  sind   2»   Seile  um   die  Strecke  h 
I  *u  kürzen;  das  freie  Seilende  ist  also  um  die 
Länge  l^2nh  herauszuziehen. 

Beispiel  73.     Mit  Hilfe    einer    loseu  RoUe  ^ 

lom  Gewicht  G  =  .'jkg  ist  eine  Last  ^=  105  kg 
«ü    beb#n.     Die  Huhkrafl  ist  anzugeben. 

Erfolgt  der  Zug  senkrecht  nach  oben,  so  ist  l 

P.^«=  105  +  5^  I 

2  2«  Fi 

»deicht  die  Richtung  des  Seiles  um  den  Winkel 

20"   von    der  Vertikalen  ab,    so  ist  nach  Gleichung  { 

p_e+ßJ' 55__..... 
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Beiap 

iel  74.    Die  Last  0=  350  kg  soll  durch  einen  Poteiu- 

flascbenzug  mit  drei  losen  Rot 

ist  die  erforderliche  Zugkraft. 

Nach  Gleichung  {öS)  ist 

"■""■"•■  "'""i 

2" 

?-....          V 

Beisp 

1.1  75.     Die  L.st 

Q  =  350  kg    soll    dureh   einen  ge-    1 

wohnlichen 
Strecke  h  = 

Flaschenzug  mit  zwei  Flaschen  von  je  drei  EoUen  die    J 
5  m  gehoben  werden.     Zu  berechnen  ist  die  erforder-    ] 

liohe  Zugkraft  und  die  Lange 
Nach  Gleichung  (59)  ist 

des  Zugseils,  die  frei  wird. 

-.!- 

|^°~.a... 

Fem  er  ist 

j-21.;. - 

■3-5  =  30  m. 

Beträgt  das  Gewicht  der  losen 

Flasche  10  kg,  so  ist 

2« 

''T"=">^-      .  j 

lain-    1 

sickx    ' 


44.   Die  ZapfenreibUDg. 

Fällt  die  belastende  Kwftl 
P  mit  der  Drehachse  zusam- 
men, so  daß  der  Zapfen  sickx 
auf  die  ebene  Endfläche  senlc— 
recht  zur  Dreliaehse  stützt,  dan*^ 
entsteht  bei  der  Drehung  d»"* 
Welle  an  jedem  einzelnen  Tft  Mi 
dieses  StUtzzapfens  ein  Reibung^' 
widerstand  von  bestimmt^^r 
Größe.  Die  Summe  der  iS<^- 
mente  aller  dieser  Widcr8täu«3« 
muß  nun  von  dem  die  WaU"^ 
antreibenden  Kräftepaar  üb^i^ 
wunden  werden. 

Bei  einem  neuen  Stfitä- 
Zapfen,  wo  die  Zapfen-  anO 
die  Lagerfläcbe  genau  eben  »b- 
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gedreht  sind,  vorteilt  sich  die  Kraft  P  gleichmäßig  über  die 
ringiomiige  Fläche  3r(r*  —  rj'l  (Fig,  132),  so  daß  der  Flächen- 

p 
druck    an    allen   Stellen  den    Wert    y  =  -  -r «         r    '"''^-      -Auf 

einen  achmalen  H in gaus schnitt  von  der  Fläche  F  wirkt  somit 
die  Druckkraft  Fp,  die  im  Schwerpunkt  der  Fläche  angreifend 
gedacht  werden   kann,  dessen  Entfernung   von   der   Drehachse 

nach    Absatz  27,    Beispiel  2H     r.  =  „-  -, ^5  ist.     An 

"       ö  r'  ~  r^'  &rc(p 

derselben  Stelle  kann  die  senkrecht  zum  Druck  Fp  der  Drehung 
entgegenwirkende  Reibungskraft  W=  fi-j  Fp  konzentriert  gedacht 
werden;  ihr  statischeB  Moment  ist  dann  W ■  r^  =  fi^-  F ■  p  •  r^, 
so  daß  das  Moment  der  Zapfenreibung  für  die  ganze  Stützfläche 
den  Wert  erhält 

M  =  Zfi,Fp  ■  ro  =  ftip  ■  ro£F 
p 
oder  mit  £F  =  )i(r'  —  r,  °)  und  p  = ^-5 ^r : 

■JV erden  nun  die  einzelnen,  einander  gleichen  Ringausschnitte 

■ehr  schmal  angenommen,  so  erhält  das  Verhältnis  in 

arcqj 

dem  Aasdruck  für  Vq  den  Wert  1*),  woraus  folgt 


(60) 


M^ 


>.-P.: 


*orin  f»!  der  Zapfenreibungskoeffizient  ist. 

Ruht  der  Zapfen  mit  der  vollen  Flüche  auf,  so  daß  >\  =  0 
iBtj  dann  ist  das  Reibnngsnioment 
(Öl)  M^ifi.,Fr. 

Da  die  äußeren  Flächentei lohen  des  Zapfens  wesentlich 
^cbnelier  umlaufen  als  die  inneren,  so  nutzen  sie  sich  auch 
^otflprechend  mehr  ab.  Die  Folge  davon  ist,  daß  ihre  Be- 
^hrung  nicht  mehr  eine  so  innige  bleibt  wie  die  der  inneren 


*)  Erat  bei  einem  Zentriwi 

a  TOm  Sinna  am  eine  Einheit  der 


rund  6"  nntorxcheidet  aicb  der 
iierten  Dezimalstelle. 
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Plächenteilchen,  weshalb  der  Fläcliendruck  von  außen  nach 
innen  zunimmt,  biB  ein  Ausgleich  stattgefunden  hat  derart, 
dab  die  beiden  schmalen .  gleich  breiten  Flachenelemente  /'  und  f^ 
des  HiugaussehnitteB  F  die  gleiche  Druck- 
krafterfahren(Fig  133|.  Man  erhält  dann: 

fP  =  fiPi 
oder  da 

/    _    '■ 


ist, 


i""  =  ft'-| 


/i         '"i 
bezw. 


Der    Flächendruck    ist    umgekehrt   pro- 
Fig,  133.  portional  der  Entfernung  vou  der  Dreh- 

achse. Für  »",  =  0  ergibt  sieh  hieraus 
P,  =  i30.  Der  volle  Spurzapfen  erhält  deshalb  in  der  Mitte  eine 
Bohnmg,  durch  die  meist  die  Olzufuhr  ertblgt,  damit  dort  der 
Flächendrnck  keinen  zu  hohen  Wert  erreicht. 

Die  Mittelki'aft  der  beiden  gleichen  Drücke  fp  und  f,Pi, 
dif  auf  die  äußersten  Stellen  des  kleinen  Sektors  F  vrirken, 
gebt  durch  die  Mitte  ihres  ÄbstandeH,  ebenso  die  Mitte.lkraft 
der  auf  die  beideu  nächsten  Streifen  wirkenden  ebenfalls  eimui- 
der  gleichen  Drücke  luid  so  fort,  so  daß  der  gesamte  auf  den. 
Ausschnitt  wirkende  Druck  Fp'  in  der  Entfernung  ^^H 

'^       '^^^      2  2  ^ 

von   der  Drehachse  angreift.     Dabei   bezeichnet  p'  den  Mittel- 
wert   des  Flächendrucke B.     Das    Moment    des   Reibungswide«?- 

Standes  für  den  eingelaufenen  Stiitzzapfen  ist  demnach 

P 


Für  den  vollen  Stützzapf'en  ergibt  Biet  hieraus  mit 
(63)  JK-iftPr. 
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Wird  Gleichung  (62)   durch   Gleichong  (60)  dividiert,   so 

■  «rhält  man  das  Verhältnis  des  Reihungamonientes  des  ein- 
Ijl^Iaufenen  Zapfenn  zu  dem  des  neuen  gleich  }:  Der  ReibungB- 
1  widerstand  de»  ätützzapfens  sinkt  mit  dem  Einlaufen  um  \ 
'  Beines  ursprünglichen  Wertes. 

Ut  die  Achse  wagereeht  gelagert,  so  daß  der  Lagerdruek  P 
senkrecht  zur  Drehachse  gerichtet  ist,  so  erfährt  der  Trag- 
Siapfen,  der  von  dem  Lager  umfaßt  wird,  ohne  daß  ein  seit- 
liches Klemmen  eintritt,  der  also  einen  geringen  seitlichen 
Spielraum  im  Lager  hat,  einen  Gegendruck  W,  welcher  dem 
Lagerdruck  P  entgegengesetzt  und  gleich  sein  muß,  wenn 
Gleichgewicht  Gestehen  soll.  (Fig.  134.)  Die  Kraft  W  ist  zu 
betrachten  als  Mittelkraft  aus 
dem  senkrecht  zur  Zapfen- 
oberfläche wirkenden  Normal- 
dmck  N  und  dem  tangential 
gerichteten  Reibungswider- 
1  Btaad    (i,  N.      Sie    ist    nach 

Absatz  38  um  den  Reibungs- 

wmkel  p  gegen  die  Normale 

geneigt  und  kann  deshalb  nur 

ium  parallel   P  sein,   wenn 

Jie  Berührung   des    Zapfens 

mit  der  Lagerlläcbe  an  dem 

Punkt  A  erfolgt,  der  um  den 

L  Wintel  p  gegen  die  Richtung 

[  asi'  Kraft   P  verschoben   ist.     Die    beiden   Kräfte    P   und   W 

I  ouden  somit   ein   der  Drehung  entgegenwirkendes  Kräftepaar, 

ileBBen  Moment  ist  „       „      . 

M  ^  Pr  sm  p, 

*«ldieB  von  dem  Antriebs moment  überwunden  werden  muß. 

In  der  Regel  ist  der  Reibnngswinkel  p  so  klein,  daß  ohne 

I  ""wkljchen    Fehler    gesetzt    werden    kann    sin  p  =  tg  p  =  /(,, 

*eim  fij  der  Zapfenreibungskoeftizient   ist.     Damit  erhält  man 

^^)  M  =  /i,  Pr 

loment  für  den  eingelaufenen  Tragzapfen. 
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In  Wirklichkeit  erfolgt  die  Berührung  nicht  wie  angenommen 
panktförmig,  sondern  der  Dnick  verteilt  sich  über  die  Lagerscbale 
derart,  daß  der  Flätihendnick  an  der  St«Ue  A  den  größten  Wert  ji, 
hat  und  nach  beiden  Seiten 
gleiehiDtlßig  abnimmt,  bis  er  bd 
dem  um  90*  von  A  entfernten 
Punkte  -B  gleich  Null  ist.  Am 
einfachsten  wii-ddieserZusajnraen- 
hang  dargestellt  durch  die  Glei- 
chung 

P  =fo-  cos«. 

Nun  muß  nach  Fipir  135  für 
ein  den  Zapfen  h&lb  umfassendes 
Lager  sein 

P^  '2 £pcosa-r(a^—a^l, 

worin  l  die  Länge   des  Zapfeat, 
Bogenteilchen   bezeichnet,    das   uater 

ind    a  =  -'— — -    der   Mittelwert  de» 

Winkels  ist,  um  den  das  Bogen element  von  der  Achse  entfernt  ist. 
Durch  Einsetzung  der  obigen  Gleichung  fiir  p  erhält  man 
P=  2riJ:jjj,co8'«{tf,  — Hl) 
oder  mit    2  cos*  k  =  1  +  cos  2  o  —  1  -)-  2  coa  («^  +  «j) 

=  rlpo^^K«,  -  o,)  -f  coa(«,  +  «,)  sin(e,  -  oj)], 

wenn  einmal  an  Stelle   des  sehr  kleinen  Bogens  («j  —  ctj)  der  S 
eingesetzt  wird. 

Nach  Benutzung  der  goniometrischen  Formel 


dem   Normaldruck  p   steht, 


die  hier  für  den  doppelten  Winkel  anzuwenden  ist,  folgt 

P=  rfj)(,Z[cij— tt,  +  -^(sin2oj  — Bin3a,)]. 
Werden  hierin    der  Reihe  nach   die    einzelnen   Winkel    von   0    bi* 
-  -    eingesetzt,  so  bleibt  nur  der  letzte  und  der  erste  Wert  steh«''" 


da    die   übrigen,   d 
tivem  Vorzeichen  i 


e   einmal  mit  yiositivem   und   einmal  mit  neg*' 
der  Summe  auftreten,  herausfallen;  e. 
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P  =  »-Ij»»  [f  -  0  +  "2  (siB  «  -  0)] 
^er,  da  sin;t  ebenfalls  Null  ist, 


TtrlpQ 


2 
ttnd  daraus  p 

(65)  P.^--^- 

Wäre  angenommen  worden,   daß   der  Druck  P  sich  auf  die  Pro- 
jektion des  Zapfens  2rl  gleichmäßig  verteilt,  so  erhielte  man 

,_    P  . 
^        2rl' 
Öaj-«fcxis  folgt 

Die  (resamtdruckkrafi;,    welche  von   der  Lagerschale   auf  die 
Ooei^jßl^ß  des  Zapfens  ausgeübt  wird,  ergibt  sich  zu 

Q^2Zprl{a^-a^, 

^^i*"^  hierin  wieder  gesetzt 


SO 


P  =i>o  cosa  =i>o  cos  — - — , 
ist  mit  Ersetzung  des  sehr  kleinen  Bogens  durch  den  Sinus 


Q  «  2rlp,Z2  cos  ^'  sin  ^"-^ 

oder  ^.  ^ 

Q  *=  2  r?^o  2^(sin  a^  —  sin  a^) . 

^^d   die  Sunmie  gebildet  über  alle  Sinus  der  Winkel  0  bis   — -, 
«*    bleibt  2 

Q  =  2p^rl  (sin  2  -  o)  • 

W  2P 

^'^it    erhalt   man,    wenn   nach    Gleichung    (65)     Po  =  — -    ein- 
8«8«tztwird,  ^     '      '^      itrl 

(^6)  ^  =  -P=  1,273  P. 

Da  Lager  fast  durchweg  reichlich  geschmiert  werden,  so 

^*^8t    der    Reibungskoeffizient    /i|     mehr    von    der    Art    der 

^^^ienmg  ab  als  von  dem  Material  der  stets  sorgfältig  ge- 
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glätteten  Flächen,  denn  die  Flächen  werden  beim  ünaUufen 
des  Zapfens  durch  eine  dünne  Schicht  des  Schmiermat^riala 
voneinander  getrennt.  Beim  Stillstand  drückt  der  Zapten 
allerdings  das  SchmiermaterijJ  aus  den  Schalen  heraus,  so  ilaB 
die  in  der  ersten  Spalte  der  nachfolgenden  Tabelle  anj^egebenen 
Zahlen  aueh  bei  im  Betriebe  gut  geschmierten  Lagern  als 
Reibungskoeftizieuten  der  ituhe  vorkommen.  Im  Betriebe  ist 
nicht  die  Reibung  der  Metallflächen  aufeinander,  sondern  die 
innere  Reibung  der  Olscbicht  zwischen  Zapfen  und  Lagerachale 
zu  überwinden,  die  mit  der  Er^värmung  des  Lagerg  durch  die 
Reibung  geringer  wird,  da  das  Ol  dann  sehr  viel  dünnflüssiger 
ist.  Der  Reibungskoeffizient  sinkt  also  mit  der  Erwärmong 
des  Lagers  ganz  wesentlich. 

Der   Einfluß    des    Schmiermaterials    macht    sich    nur  bei 
geringen  Lagerteniperaturen  (unter  4'-»"  Celsius)   und  niedrigen 

wesentlich   bemerkbar.     Die  in 

der  Tabelle  angegebenen  Werte  können  för  den  Fall  ununter- 
brochener Schmierung  als  Höchstwerte  der  üblichen  SchInie^ 
öle  betrachtet  werden.  , 

Zapfenreibungskoeffizient  fi^. 
Schmierung 


Flächeudrücken  ( unter  5     - , ) 
\  cmV 


Material 
des  Zapfens         des  Lagei 


lur  fettig 

0,14 

0,1(5 

0,19 


Gußeisen 
Bronze 

Gußeisen 
Bronze 

Pookholz      0,19 
WeißmetaU  0,23 


Zeit  xa  Zeit 
0,075 

0,075 


ununter- 
brochene 
Schmierua0 


Gußeisen 

Gußeisen 
Schmiedeieei 

Stahl 
Schmied  ei  sei 

Stahl 
Schmiedeisei 

Stahl 

Die  Zahlen  gelten  für  die  bei  Transmissionen,  DaiÄÄp** 
niaschinen  usw.  üblichen  Fiächendrücke  und  Umlaufgesch^Wi'*" 
digkeiten  bei   einer   Lagertemperatur  von  etwa  20 — 26*.       '■*'' 


0,054      M 
0,050  a 

0,054  V 
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[öimeii  naturgemäß   nur  Mittelwerte  sein,   dJe   bisweilen 
■:tKhritten,  häutig  jedoch  noch  unterschritten  werden. 

Der  R ei hungwko effizient  ist  ferner  aiinShemii  umgekehrt  pro- 
portional dem  Flächendruck  zwischen  Zapfen  und  Lagerschale  und 
h&ngt  auch  von  der  Umfangsgeschwindigkeit  des  Zapfen»  in  ge- 
ringem MuQe  ah.  Dar  erstere  Einfluß  ist  bei  großen  Umdrehungs- 
IBfthlen  sehr  deutlich  bemerkbai',  während  der  letztere  nur  hei  ge- 
rutgea  uud  mittleren  Geschwindigkeiten  hervortritt.  Angenähert 
gilt     hei     schneU  aufenden    Zapfen     mit    Ülspülung    innerhalb    der 


^Grenzen:   Flächendruck  p=l   bi 

.  2    bis    20    "'   ,     Temperatu 
Sek        ^ 
Zusammenhang    ju  =  — -  - 

Ermittelt  wird   der  Zapft 


,  tg 


Umfangsgeschwindigkeit 
bis    100"    Celsius,    der 


bungskoeffizient  in  einfacher 
Weise  mit  Hilfe  der  Hirnsehen  Reibungawage  (Fig.  136).  Das 
zu  untersuchende  Li^er  von  der  Bohrung  '2r  wird  auf  einem 
Balken  liefestigt,  dessen  Schwerpunkt  gegebenenfalls  durch 
inflegeu  von  Ausgleich  gewichten  so  verlegt  wird,  daß  er  sich 
^i  wagerechter  Lage  des  Balkens  senkrecht  unter  der  Wellcn- 
iclise  befindet.  Werden  jetzt  in  der  Eutfernuug  /  von  der 
Ach«e  auf  beiden  Seiten  gleiche  Gewichte  Q  aufgebracht,  so 
Jat  man  eine  Wage,  deren  Lagerdruck  P  =  2  (^  +  G  ist,  worin 
G  dos  Gewicht  des  ausgeglichenen  Balkens  einschließlich 
Lager  usw.  ist. 


^aft  nun  die  Welle  um,  so  würden  die  Zapfenreibungs- 
jf_  ^     ""^Kode  den  Balken  mit  herumdrehen,  wenn  die  Anschlüge 
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y|,,  A^  die«  nicht  hindern  würden.  Damit  wieder  Gleichgewicht 
\Kfaieht,  muß  die  eine  Schale  ein  kleines  Zusatzgewicht  q  er* 
halten;    die  Momentengleichung  lautet  dann 

Daraus  folgt 

gl 

Beispiel  76.  Der  Spurzapfen  einer  Turbine  werde  mit 
P—  12  000  kg  belastet,  sein  Radius  sei  r  =  7  cm.  Zu  berechnen 
ist  das  Moment  der  Zapfenreibung. 

Für  den  neuen  Zapfen  ist  nach  Gleichung  (61)  M  =  ^  fi^JPr^ 
worin  ju^  für  Stahl  auf  Bronze  gleich  0,054  zu  setzen  ist: 

3/  =  1 .  0,054  .  12  000  •  0,07  ~  30,2  mkg. 

Der  eingelaufene  Zapfen  hat  nach  Gleichung  (63)  das  Reibungs- 
moment 

iJ/  =  ^  litiPr  =  ^  •  0,054  .  1200  •  0,07  ~  22,6  mkg. 

Beispiel  77.  Der  Kammzapfen  einer  Dampfschiffswelle  habe 
eine  Ringbreite  von  5  cm  bei  dem  mittleren  Ringdurchmesser  von 
40  cm.  Er  werde  mit  P=  15000  kg  belastet.  Zu  bestimmen  ist 
das  Moment  der  Zapfenreibung. 

Nach  Gleichung  (62)  ist 

Dies  ergibt  nüt     ^^  ==  0,054,    r  =  0,225,    r^  =  0,175: 

,r  --=  '  .  0,054  .  15  000 .  ''''''  +'Z' '  "^+-^'^^-^- 

2   '  0,225  —  0,175 

~  97,7  mk^  3 

Beispiel    78.      Zu    berechnen    ist    das    Reibungsmoment 
Kurlu-l/apfons   einer   Dampfmaschine,    der  i./M.   mit   P  =  6000 
bf'lasici  ist    bei   einem  Radius    r=5cm. 

Nnrh   (ib'ichung  (64)  ist 

M  --  |tii  Pr  =  0,054  .  6000  •  0,05  =  16,2  mkg. 

Boispii»!  1\).  Der  Zapfen  eines  Wasserrades  hat  den  Rad^- 
/•      r.  rm   uihI   irli^^'t  die  Last  P==  5000  kg.     Sein  Reibungsmom^^ 

ist    zu    rnnitii'ln. 

Mit  M,  ■  0,075  wird 

,1/  -.  ,4j  pr  =  0,075  •  5000  •  0,06  =  22,5  mkg. 
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Beispiel  80.  An  einer  Hiraschen  Heibnngswage  sei  da3  Ge- 
wicht lies  Lugors  mit  dem  Wagebalken  Cr  =^  V20  kg,  die  Länge 
des  Hebelamies  /  ^  1,5  ra,  der  Zapfenrüdiiis  »■  =-  6  um,  die  Be- 
lastung jeder  Schale  (^=2100  kg.  Das  Übergewicht  betrage 
^  =  2  kg.     Der  ZapfenreibungskoefHzient  ist  anzugeben. 

Es.«t   (%-pr.  =  (Fy4G7r 

W 


(2  ■2100 +120) -0,06 


-  0,0116. 


45.  Der  Rollwiderstand. 
Rollt  eine  Tollkomnien  starre  Walze  auf  einer  ebenfalls 
«Ten,  horizontalen  Unterlage,  so  lieben  sich  in  jedem  Äupen- 
iek  die  senkrechte  Druckkraft  Q,  mit  der  die  Walze  auf  die 
Bterlage  gepreßt  wird,  und  der  Gegendruck  N  der  Ebene 
if  (Fig.  137),  so  daß,  wenn  einmal  die  Rollbewegung  ein- 
Qeitet  ist,  zur  Unterhaltung  derselben  keine  Kraft  nötig  wird. 
I  Wirklichkeit  siud  die  Körper  nicht  vollkommen  etarr,  son- 
Em  ilrücken  sii'h  an  der  Berührungsstelle  etwas  zusammen, 
)  daB  die  Berührung  tatsiiehlieh  niiit  in  einer  Linie,  sondern 
1  eber  schmalen  Fläche  erfolgt. 

£ 


Ui  den  meisten  Fällen  ist  die  Walze  aus  härterem  Material, 
™  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  angenommen  werden 
""i  <IaB  nur  die  Unterlage  sich  durch  den  Walzen  druck 
"■•ef  ond  hinter  der  Walze  znsammendriickt  (Fig.  138).  Die 
N  greift  dann  in  der  Mitte  der  vor  der  Walze  be- 
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gndlicfaea  Erhebung  an.  Es  entsteht  ao  ein  der  Drehung  ent' 
gegenwirkendes  Moment  JVs  =  (?  ■  s,  das  durch  eine  im  Mittel- 
punkt der  Walze  ungreifende  Eraft  P  überwunden  werden 
muß.  Für  den  Drehpunkt  A  erhält  man  so  die  Momenten- 
gleichung 

und  daraus 


(68) 


P-«- 


i 


ale  die  zur  Überwindung  des  Rollwiderstandes  nötige  Kraft. 
Für  die  Strecke  s  sind  folgende  Mitt-elwerte  anzunehmen: 


Unterlage 


0^ 
0,01 
1^ 


1 


Material   der 

Gußeisen  Gußeisen 

Stahl  rüder  Stahl  schienen 

gehärtete  Stahlrollen  u.  Kugeln   Stahlringe  von  Lagern 

Holz  Stein 

Holz  Holz 

Chaussee  walze  Steinschlag  10— 

Der  Koeffizient  des  Rollwiderstandes  kann  mit  Hilfe  ein^r 

schiefen   Ebeue   ermittelt    werden   (Fig.  1391.     Wird    diese  ^« 

eingestellt,  daU   die  Rolle   vom   Gewicht  G  gerade   abrollt,  ^W 

ist    P  =  G  sin  K    und   der   Dru«^ 

auf  die  Ebene  JV^=  G  cos  «.    ]>i« 

Momenteugleichung  für  den  I 

A  ergibt  dann 

P    .  =.A 
oder 

(t  Bin  « ■  »■  =  fr  cos  tt  ■  s 

und   daraus 

f  =  r  tg  ß 

Gieift  die  Zugkraft  am  Sehei*«* 
30  ist  ihr  Hebelsarm  2r  (Kg^  l»ß> 

diung 


des  Walzenquerschmttes  a 

erhalt  damit  aus  der  Momentenglei 
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Wird   z.  B.  eine  schwere  Last  Q  mit  Hilfe  untergelegter 
Rollen  vom  Gesanitgemcht  G  und  dem  Radius  r  fortge schöbe a 
l,Fig.  140),  BO  ermittelt  eich  die  erforderÜL-he  Kraft  P  iii  folgen- 
der Weise:    Auf  die  Unterlage  wirkt  der  Druck  Q  +  G,  dessen 
I Rollwiderstand   das   Moment  (Q+G)-s,   hat;  im  Scheitel  der 
fBollen   verursacht  die  Druckkraft  Q   das  Moment  Q  ■  s^..     Die 
I   Summe  beider  muß  gleich  dein  Moment  der  Schubkraft  F  aeiiij 
deren  Hebelsarm  2r  ist.     Daraus  folgt 

(69)  p_lC+fi)^.  +  g».. 


5 


"m^/'^/z/M^y//////////, 


Wird   hierin  das   Gewicht   der   Rollen   vernachlässigt  und 
«tzt  man  s,  =  Sj  =  s.  ferner  r  =  p,  so  ist 


l-DiftM  Gleichung  findet  An- 
■ettdoüg  auf  die  Rollenlager,  es 
Widmet  darin  Q  die  Summe 
"l*r  Normaldrücke,  die  von  dem 
'^pfen  auf  die  einzelnen  Rollen 
'Usg^Übt  werden,  ferner  P  die 
»Dl  L  mt'ang  des  Lagers,  als  der 
Unterlage  wirkende  Kraft,  die 
""f  Über  Windung  des  Roll- 
«idwBtandes  erforderlich  ist; 
•^  Moment  in  bezug  auf  die  Zapfenachse  ist  P  ■  7(,  wenn 
I  "  uen  Radius    des  RoDeulaufes    bezeichnet   (Fig.  141).     Man 


Fig.  lil. 
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erhalt   damit  das  Moment  der  Zapfenreibung  für  das   RoUen- 
lajsrer 

Q 
HLhd.   Mjism  Dan  mit  hinreichender  Genauigkeit  annehmen^ 
dat   Vix*r  X^yncuddräcke   ^Tp,  JV^,  X,  •  -  •    in   ihrer  Summe    die 
ill.rv^lxnitz^  aller  Drucke  p  aus  Figur  135   darstellen.     Dann 
ih*  lA^L  (Jl-e-chunjT  (66) 

v.:.^  'i«  Zsipfenreibungsmoment  für  ein  Rollenlager  wird  damit 

:  /  M^-P-^s=  1,273  P^  s. 

X       g  Q 

D>rvrJ^>e   Gleichung  gilt  für  ein  Kugellager ,   wenn  es  in 
rjfix;\,u»^    Wei^e   so    ausgeführt    ist,    daß    die    Berührung   der 
K.-yj^y;n  mit  den  Spurringen  nur  senkrecht  zur  Druckrichtung^ 
tffi'jj^f  damit  sie  keine  bohrende  Bewegung  machen.    Es  soUÄ^ 
i-Kf^^^T  fct^«  zwischen  den  Rollen  oder  Kugeln  ein  kleiner  Spiel — 
riv.//.  \or^fi^\\^ii  werden,  da  sonst  bei  Berührung  untereinande:^ 
tjy:t.  Si'^MH  Widerstände  hinzukommen. 

\nh  \iu  vorstehenden  gegebene  Erklärung  des  Rollwiderstand 
'/^'.,\   vor;   t\^r  Voraussetzung   aus,    daß  eine   starre  Rolle   sich   a 
«r.,',«^r    bi]']*aroen  Unterlage   bewegt.     Hierbei   wurde   der  Reibung« 
w.dfrrstand.    den   die   Rolle   bei   ihrer  Bewegung   an   der   entgege 
>t>r}j*frjden  Fläche  der  Unterlage  findet,  vernachlässigt.     Besteht 
luterlage  aus  einem  elastischen  Material,  so  erhebt  sich  die  Fläc 
wieier   liint^T   dem   Punkte  A   (Fig.  138)   und  es   tritt  dort  ehe 
laiib  eirj   der  Bewegung   entgegengesetzter  Reibungswiderstand   a 
\>^r  Wert  beider  tangential   gerichteten  Widerstände  folgt  aus  d 
Mv.'^eiat^-ügleichung: 

P^r  =  \x'  y '  r 

*-  •  •.  «;er  R'ribungskoeffizient  ^  aus  Versuchen  zu  bestimmen  i 
<'.'V»'W;äß  ist  in  diesem  Falle  die  Strecke  5  wesentlich  kürzi 
/ .  •  '»Vri-ifjfachung  der  Rechnung  wird  allgemein  mit  der  Gl 
'  *  ' ;;  *j*^  ;jerechnet,  indem  5  so  angenommen  wird,  daß  der  a 
'.•'  ii*-.hüii'^^  folgende  Zusatz  widerstand  i\  bereits  in  dem  W 
y^  '  I  tiialten  ist. 
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li  ei  spiel  >^].  Die  Neigung  ist  auzuge])eu,  aut"  der  ein  un- 
gebremster Eisenbahnwagen  von  selbst  herabrollt.  Der  Radius  der 
Räder  beträgt  li  =  0,5  m,  derjenige  der  Zapfen  r  =  0,045  m,  der 
Zapfenreibungskoeffizient  der  Ruhe  im  vorliegenden  Fall  etwa 
^  =  0,08 . 

Nach  Figur  139  ist  die  Normalkraft  Q  cob  cc,  damit  ist  nach 
Gleichung  (68)  das  Moment  des  Rollen  Widerstandes  M^^Qcosa-s, 
Dazu  konmit  das  Moment  der  Zapfenreibimg  M^  =  f^i^?  cosa  •  r 
laut  Gleichung  (64).  Beide  werden  überwunden  durch  das  Moment 
M  =  Q  sina  '  B,     Dies  ergibt 

Q  sina  '  R  =  Q  cos  a(s-{'  fi^  r) 
und  somit 

s  +  fi^r      0,5  +  0,08-45 


tga== 


B  500 

tga  =  1  :  122. 


Beispiel  82.  Das  Gewicht  einer  Chaussee  walze  beträgt 
Q  *=  10000  kg,  das  des  Zugrabmens  6r  =  100  kg;  der  Radius  der 
^alze  ist  12  =  0,78  in,  der  der  Walzenzapfen  r  =  3,5  cm.  Zu  er- 
mitteln ist  die  erforderliche  horizontale  Zugkraft  P  mit  5  ==  20  mm 
und  ^  ==  0,19. 

Es  ist 


^orin   yjp*  +  G^   der  Lagerdruck  ist. 

Wird  zuerst  das  zweite  Glied  außer   acht  gelassen,   so  erhält 

T.      (Q+(^)s      (10000+100)- 2       ^,^,  ^_ 

man   P  =  5^-^   ^-  =  > Z--    ^ =  260  kg.      Setzt  man 

jK  78 

"ie8en  Annäherungswert  in    die   rechte    Seite    der  Hauptgleichung 

^ixi ,  Bo  wird  der  genaue  Wert 


^      «.^   .    0,19  •  1/260^  +  100^  .  3,5       ^^^  , 
p  «260  + -^- ?—  j^ '-  -  262  kg. 

i^ie  Zapfenreibung  kann  demnach  hier  vernachlässigt  werden. 

Beispiel  83.  Die  horizontale  Zugkraft  ist  anzugeben,  die 
erforderlich  ist,  um  eine  Steinplatte  vom  Gewicht  Q  =  5200  kg 
^f  eisernen  Schienen  fortzubewegen  oder  durch  hölzerne  Rollen 
^om  Radius  r  *=  10  cm  auf  Holzbohlen  fortzurollen. 

Man  erhält  nach  Gleichung  (40)  (Absatz  38) 

P^  =  ^^  ==  0,45  .  5200  =  2340  kg. 


irv» 


^."^kiic  scurrer  Körper. 


IM  ■ 
1 


>     ml  Vernachlässigung  des  Rollen- 


rs.^ 


73  kg. 


^< 


ifnn .  1,3  +  1,5) 

2 '  100 

.-.^.iUfU  ist  die  in  der  Entfernung  1=  Im 

utii  Schwenken    eines   nach   Figur  142 

..:i^-    .<c,   wenn   die   Nutzlast    (^  =  3000  kg 

l  :u   beträgt  und   das  Gewicht  der  dreh- 

.>*.•*»  sg  am  Hebelsarm  ^  =  1  m  wirkt.     Die 

•ita/apfen  bis  Mitte  Rollenlager  sei  ä  =  l,8ni. 


Fig.  142. 


I»...  hon  Ion  KrUftepaare  Q-a  und  G»h  werden  aufgeho 
.  ,',  Jr.  KiUl'topaar  Ph,  so  daß  sich  die  auf  die  Seitenflä 
.  .    .s.'ioi»   /.»iplrns   und   auf  das  Rollenlager  wirkende  Druckk 

.    Hill  ll'll         •    II 

O'ti  \(i'b       3000-4  +  2800.1 

'•  ^  ,;    ■=  --1,8 ^  «200  kg. 

I»  ,   .tili   iMiii'  doi'   Kolhm  kommende  Druck  ist 

P 


^^=o 


,1  ...    mit     «.     *'    l<* 


::  cos« 
I\  ^  ^  .  ~  5350  kg. 


el 
ra 


5350 


0,025  --  27  mkg. 
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Der  obere  Zapfen  wird  in  der  Stirnfläche  belastet  durch  die  Kraft 
Q  +  G  =  5800. 

Das  Moment  der  Stirn/ apfenreibimg  ist  ntm  nach  Gleichung  (63) 

-3^1  =  i,"i  (<?+«)'■, 
oder  mit    jij  =  0,1    und    2r^  •—  11  cm 

i/i  =  ^  •  0,1  ■  5800  ■  0,055  ~  16  mkg 
das  der  Tragzapfenreibung  ist  nach  Gleichung  (64)   mit  denselben 
Daten 

Mi~  fijF-r^^  0,1  ■  8200  ■  0,055  r^  45  mkg, 

das  der  rollenden  Reihnng  an   beiden  Rollen  nach  Gleichung  (68) 

üfj  =  2  •  P,  ■  S  =  2  -  5350  ■  0,0005  ~  5.5  mkg 

und  das   der  Zapfenreibung   an   den    vier   Ilollenaapfen   nach   Glei- 
chung (64)  mit   2r  =  5  om 

Das  Gesamt  Widerstandsmoment  ist  demnach 
.,lf  =  16  +  45  +  55+  27  =  1 
l^ies  ergibt  die  Schwenkkraft 

-D  =  f^  =  !>3,.^  kg. 

Beispiel   85.      Ein    Kugellager    für 
*ugelQ    von    Va"   Durchmesser    habe    als    Radius    des    Kugellaofes 
,       Ä  =  e2mm.     Seine  Belastung  betrügt  P=  3000  kg.    Zu  berechnen 
.       "t   das  sogenannte  Heibuugsmoment  des  Zapfens, 
I  Nach  Gleichung  f6il)  ist 


1,273  ■  3000- 


■  0,01  r 


mkg  =  0,213  mkg. 


46.  Die  Reibungeräder, 
Um  die  Welle  A  vou  der  Welle  B  aus  anzutreiben,  er- 
Wten  beide  WeUen  Scheiben,  die  sich  in  C  berühren  (Fig.  143). 
^K  Widerstandsmoment  der  Welle  A  sei  durch  ein  Gewicht  Q 
Woi^e bracht,  das  an  der  Seiltrommel  von  Radius  Tf  ai^eift, 
"^  daS  der  Zusammenhang  besteht 
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Zur  Überwindung  dieses  Momentes  ist  bei   C  eine  Um- 
fangskraft  T  erforderlich,  für  welche  die  Momentengleichang 

gilt.     Daraus  folgt 

Bezeichnet  P  die 
Druckkraft,  mit  der 
beide  Scheiben  aufein- 
ander gepreßt  werden 
so  muß,  wenn  das  Kad 
JRj  die  Scheibe  jRi  ohne 
Gleiten  mitnehmen 
soll,  T  <  ju  P  sein. 


Fig.  143. 


Damit  ergibt  sich  als  Wert  der  Druckkraft 

(71)  ^>   %' 

Diese  Kraft  verteilt  sich  auf  die  seitlich  von  den  Reibung^"* 
rädern  sitzenden  Lager  jeder  Welle.  Ist  der  Zapfenradio.^ 
der  angetriebenen  Welle  }\,  so  wird  durch  die  Kraft  P  dei^ö 
Zapfenreibungsmoment  M^  =  ^i^  Pr^  hervorgerufen,  um  welch^^ 
sich  das  Widerstandsmoment  M  vergrößert.  Man  erhält  deii3.* 
nach  genauer 

^       Vi?, 
und  daraus 

p>-    '''    ■ 

Da  die  Werte   der  Reibungskoeffizienten  schon  durch  zu- 
fällige Einwirkungen  schwanken,  so  rechnet  man  der  Sicherheit 
halber  mit  der  ersten  Gleichung  für  P,  indem  man  noch  einen 
Sicherheitsfaktor  hinzufügt: 

(V^^  P  =  1  1  • 

^'^^  ^  '\aP, 

Der  Zapfendnick  P  wird  wesentlich  verringert,  wenn  die 
Räder    nach    Figur    144    keilförmig    ineintinder    greifen.     Di0 
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Druckflaolien  wirken  mit  dem  Druck  N  aufeinander  und  die 
die  Zusammen pzx'ssnng  bewirkende  Kraft  P  ist  wie  in  Alj- 
satz  40,  wenn  der  halbe  Keilwinkel  a  Jat: 


Daraus  ergibt  sich  die  Reibungskraft 


-2,(iV  = 


l 

"ihe  am  Haillaa  77,  angreifend  das  Moment 
M  —  Q  -  li  zu  überwinden  bat. 
Man  erhält  somit 


{r.\) 


Fig.  114- 


Meiat    erhalten    diese     Keilnuten  rüder 

mehrere  Nuten  nebeneinander,  damit  die 
einzelnen  Nuten  nicht  tiefer  als  etwa 
1—1,2  em  ausfallen. 

Der  in  die  obigen  Formeln  einzusetzende  Reibungskoef- 
fizient p.  schwankt  je  nach  dem  Zustand  der  Flächen  zwisclien 
fa  folgenden  Werten  t 


Beispiel  SC.  Das 
I  Beibungsrilder  an- 
mltene  Z  wischen  vorge- 

•  einer  Winde  erfährt 
jftHebelsarm  il=0,3in  die 
'  "ispruch(mg^=100kg. 

*  angetriebene  Kad  ist 
it  geprefltem  Papier  be- 
t,  Min  Radius  sei  Ii^  ^ 

fim,  der  seines  Zapfens 
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fj  =  3,5  cm;  das  Treibrad  soll  durch  ein  Gewicht  angeilrilcil 
wurden,  das  in  der  Entfernung  /,  =  0,85  m  von  der  Welle  an- 
greift, währtind  der  Drehpunlt  des  Schwinghebels  /,  =  0,42  m 
davor  entfernt  ist.  (Fig.  145.)  Die  Größe  des  Gewichtes  ist  zq 
bestimmen. 

Nach  Gleichung  (72)  ist 


1,1  ■  100  -  03 


Damit  ergibt  sich 


..  110  kg. 


Beispiel  87.    Von  zwei  gußeisernen  Keilnutenradem  mit  dem 
Iben  Keilwiniel  a  =  1  ij"  habe  das  angetriebene  Bad  den  Radius 
=  0,385  m.     Zu  bestimmen  ist  der  erforderliche  Druck,  damit 
L  Moment  Jtf  =  16  mkg   übertragen  werden  kann. 
Nach  Gleiohung  (73)  ist 

„       .      J/siott       1,1-16-0,26        .„„, 
^=  ^'^     f.X"  =     n..n.«.     --  120  kg. 


■  0,385 


47.   Die  Schraube. 
Wird  eine  aclimale,  als  schiefe  Ebene  mit  dem  N^gt 
Winkel  a    zu   denkende   rechteckige   Leiste  um   einen  ZyliJ 


f 


herumlegt.,  so  entsteht  die  flachgängige  Bchraube.  (Fig.  14t).7 
Die    Entfernung    zweier   benachbarter,   auf   derselben   Mautd' 
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ir  Kürper 
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geraden  liegendeu  Punkte  der  Schraube  ist  die  (iaughöhe  h. 
Die  auf  einen  Schrauben  gang  kommende  Länge  der  Bchiefen 
Ebene  hat.  wenn  der  mittlere  Radius  der  Schraube  r  ist,  als 
Projektion  senkreclit  aiir  Schraubenachse  die  Strecke  l  - 
Damit  ermittelt  sich 
der  Steigungswin- 
kel der  Schraube  aus 

(74)    tg«-2*^- 

Figur  147  zeigt 
eiae  in  Riclitung  der 
[^clise  mit  der  Kraft  Q 
utete  Schraube  in 
r  Mutter.    Wenn 
die  Lust  Q  durch  Dre- 
hung der  Si'hrauhe  in 
der  Pfeilrichtung  ge- 
loben wird,  entsteht 
Mutter     an 
kleinen    Flii- 
meot  f  eines 
i  der  T^ormal- 
y,    der    um 
1  Steigungswinkel 
e  Achse  ge- 
Kigt  ist.  und  in  dem 
*;benelement    der 
r  Bewegung    ent- 
i^nwirkende    Rei- 
gitwiderstandfj  N. 
Wide  Kräfte    setzen 
■■•icli  zu  dem  Gesamt- 
|»i(lwaland     W    zu- 
iioeii,  dessen  Nei- 
ig gegen  die  Achse 
li*  +  p    ist.      Die    in 
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r^  =  2,h  cm;    das    Treibrad    soll    ilnrth    eio    Gewi' 
werden,    ilas   in   der  Entfernung    1^  =  0,8ü  m    vm 
f^-eift,    wihrend    der    Drehpunkt    des    Scbwinghe! 
davon   entfernt   ist    (Fig.  143.)     Die  Größe   des 
bestimmen. 

Nach  Gleichung  (72)  ist 

3f        1,1  ■  100    02 
'    Ml''      O.lö  ■Ö,'6 
Damit  ergibt  sich 

_  7'/.  _  222  ■  0,42 
^~    I,    ~        0,8.i"    '^ 
Beispiel  87.    Von  zwei  gafieisemei^ 
halben  Keilwinkol  c^  lö"  habe  das  äii 
Iti  =  0,385  m.     Zu  bestimmen  ist  der 
ein  Moment   Jf=16mkg   flbertragen 
Nach  (ileichung  (73)  ist 


=  1,1        VT—  —  - 


t^S, 


1,1    li 
0,1 


Wird  eine  schmale,  als  »> 
Winkel  a   zu  denkende  lecbtc 
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Die  Schraube  wird  aelbstsperrend,  wenn  zum  Herablassen 
der  Last  ein  Drebmoment  in  der  Bewegungsrichhing  erforder- 
lich ist.  d.  h.  wenn  J/j  negativ  ausfällt.  Die  Bedingung  dafür 
ist  nai-'b  Gleichung  (77) 

Qrtg(u-e,)<0 
oder  daraus  folgend 
(80)  «  <  p„, 

worin  ()„  der   Reibungswiiikel   der  Ruhe  ist:    Der  Steigungs- 
wiukel  muß  kleiner  sein  als  der  Hei bungs winke!   der  Ruhe. 


Setat  man  in  Gleichung  (79)  p  =  k,  so  wird  der  Wirkungs- 
I  päd.  du  tg  -Ja  grüßer  ist  als  2  tg  «,  kleiner  als  ^. 

Die  Bcharfgängige  Schraube  entsteht,  wenn  das  Profil 
l  MT  um  Jeu  Zylinder  gelegtf^n  Leiste  ein  gleicbBchenkügeB 
I  ^"'«clt  ist  mit  dem  halben  Kantenwinkel  ß  (Fig.  14SI  |.  Wirkt 
I  *"'  die  Sehraube  eine  Kraft  (^  in  Richtung  der  Achse,  so 
I  tritt  m  (1(Q  Fliichenelementeu,    d^e   iu    der   Mutt«r   aufliegen. 
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»Mii  Ni>iuuildruok  iV  auf,  der  einerseits  um  den  Winkel  ß  nach 
luuca  v^uiioi^t  it^t  und  andererseits  um  den  Steigungswinkel  a 
von  *lei  .VoliKeurichtung  seitwärts  abweicht.  Im  Punkte  A  ist 
dvi  Ni>MUivldruck  N  zerlegt  in  seine  Seitenkräfte,  deren  eine  N' 
ra^ukioolit   stoht   zur  Mittellinie  des  erzeugenden  Dreiecks;    da- 

IT  ^^  Neos  ß. 

Im  l\uikte  B  ist  wie  in  Figur  147  die  zum  Schrauben- 
i^HMK  H\»ukrtH*hte  Kraft  N'  und  der  Reibungswiderstand  fiN  ein- 
l^otiH^ou,  der  von  dem  wirklichen  Normaldruck  N  abhängt 
lluo  Soitoukräfte  in  Richtung  der  Achse  sind  N'  cos  a  und 
M  V  Hin  «,   deren  Summe  der  Last  Q  das  Gleichgewicht  halten 

inuU: 

^  =«  27(^'  cos  a  —  ft^sin  «) 

—  £(N  cos  /3  cos  a  —  (iN  sin  a) 

=«  (cos  ß  cos  a  —  /lA  sin  a)  27^. 

H»Mikn>olit  zur  Achse  sind  gerichtet  einerseits  die  Kraft 
^\  '  -^  ^V  Hin  /i,  die  von  der  entgegengesetzt  gerichteten  im 
Puiikio  A'  angreifenden,  gleich  großen  Kraft  N''  aufgehoben 
winl.  HO  daß  diese  Kräfte  herausfallen;  femer  die  im  Punktet 
t(r/.iMrlinot«ni  Kräfte  N'  sin  a  und  (iN  cos  a,  deren  Angriffis- 
iiuiiki  um  den  mittleren  Gewinderadius  r  von  der  Achse  ent- 
loriit  InI.     Ihr  Drehmoment  ist  demnach 

M  —  2^r (N*  sin  a  +  fiN  cos  a) 
=-  2^r{N  cos  /3  sin  a  +  /i^  cos  a) 
^^     r(eos  ß  sin  a  -\-  fi  cos  a)  2JiV^. 
Wird    dii»No    Gleichung    durch    die    obige   für    Q   dividiert^     so 

nrhillt'   inun 

M         cos  /3  sin  a  +  u  cos  a 

^  ;•      .    -  -L  • 

(j!  cos  ß  cos  a  —  /i  sin  a 

niid  damuM  dim»h  Division  mit  cos  a  cos /3: 

tg«+  ^^- 
M  ■'■-'  Qr  — 

l  -  -^—  tg  « 
cos/3  ^ 
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Setzt  man  hierin 

(«1)  00%  =  '*'  =  '«  ^'' 

so  geht  die  Gleichung  Aber  in  die  den  Gleichungen  (76)  und 
(75)  entsprechenden 

oder 

(83)  M^grigia  +  Q"). 

Für  die  Rückwärtsbewegung  gelten  ebenso  die  den  Glei- 
chnngen  (78)  nnd  (77)  entsprechenden 

(84)  M,  =  Qr^^£'7/, 
^     '  *l  +  /ttga 

(85)  3I,  =  Qr  ig  (a-Q-). 

Ohne   Berücksichtigung    der    Reibung,    also    mit    q'  =  0, 
erhalt  man  wieder 

xmd  damit  den  Wirkungsgrad 

('^)  ^-j»f=-tg(.+,r 

Selbstsperrung  tritt  ein,  wemi 

CC<Qo 

^st,  da  dann  M^  negativ  ausfällt;  hierbei  bedeutet  Qq  wieder 
den  far  die  Ruhe  geltenden  Reibungswinkel.  Die  Bedingung 
laßt  sich  auch  schreiben: 

tga<tgPo'     oder     ig  a  <  fi^ 
^'    h. 

tga<    ?"%. 
°         cos  p 

Die  flachgängige  Schraube  wird  gewöhnlich  für  Pressen, 
^^^bezeuge  usw.  benutzt,  wo  es  sich  um  große  Druckkräfte  Q 
*^delt,  während  man  die  scharfgängige  meist  als  Befestigungs- 
schraube  anwendet.     Im  letzteren  Falle  erfährt  die  Mutter  in 

Stephan,  toclmiiehe  Mechanik.  11 


102 


.,    der  TlnterlagBcV 

R  ibun,s.'ulerBtand,  desse  ^^^^  jj^^,„, 

\  cViuJige" 

uTO  den 

zu   V' 


( . 


Fig.  !*»• 
Äußerer  Durchmesser 

'""''"  .  der  Scbrnu 
Steigung  der 

Durcbmesser  «es 

^-.r'S'usis^t 

Der  mittlere 


•.'.i..'»  i'^^c 


.-. )  Ä»! 


-^  ist  ^ 
7'-:...-  erfolgt  t^o 


_'■ ''     — 


^''^»^^d»»*«^*« 


-  ^*V^ 


5Ar*** 


xiu^ 


it 


r 


daraus 


ergÄt  s\c\k-    _ 
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Daza  kommt  das  Itui- 
biuiggmnmeiit  des  Spnr- 
zapfens  nach  Gleicliiiiig 
(63)  mit    fi,  =  0,0«; 

=  \  ■  0,08-5000-0,033 
=  6,6  mkg. 

Umnoch  dip  Eeibung 
des  Stempels  an  deu  seit- 
lichen Pflhningen  zu  Le- 
röcksichtigeii,  wird  die 
Summe  M  +  M^  auf 
4nmkg  abgerundet,  Da- 
mit erbalt  man  nach 
G!eiijliung(72)  die  Druck- 
kraft am  Reibrade 

1,1  jtf 
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—  (iliO  kg. 


1,1-45 
"  0,15.  0,£ 

Beim      Lösen      der 
'schraube  ist  dasReibungs- 

ttoment  der  Schraube  im  '"*%■  ^^■ 

Augenblick    nach 
üchung  (.7t*)  mit  dem  Reibungskoeffizienten  der  Ruhe  fig'^0,12: 

H.^^r^^^'^    -5000-0,059    «^«^«-^  ""a^^l-^-airnkg. 
'      ^    l  +  fo%«  1  +  0,12 -0,0485  ^ 

I  "Un  tritt    das    ebenfails    nach    der    anderen    Biehtuag    wirkende 
r  '"pftnreibungsmoinent 

Jf,  =  J(</^  ■  »"i  ^  i  •  0,12  .  5000  -  0,033  ~  —  9,9  mkg. 
I   "le  aWlute  Summe  beider  ist  wie  oben  abgerundet  Jl/'^31mkg, 
;  "onus  sich  die  Druckkraft  ergibt: 

I.IM'  _   1,1    31 

~'^-Ä    ^0~15-05" 

äotold    die    Bewegung    eiDgeleit«t    ist,    sinkt    der    ßeibungs- 

"       Buf  den  Wert  (*  =\  0,08,  damit  wird  Jlf,  =  ~  9,3  mkg, 


.455  kg. 


,"  „  1«  «■''8'  (,, 

W^"ÄMV«-'°       1,1..  »»f, 
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daraus  nach  Gleichung  (7-1) 

h  3,2 

ÜB  BeibuDgskoefEzient  iat  für  etwas  geölte  Flächen  ii  =  0,l.'i  eb- 
msetzen,  also  für 


Der  }Iebelsarm  iler  Mutt«rreihung  r,   ergibt  sich  zu 

Man  erhält  dann  mit  Hilfe  von  Gleichung  (82)  und  (87) 


I 


l    l-^'tg«^       l 


^^  IGOO-0,02JI4      0,022-fO,17        Q,lä  •  1600  •  0,0347 

*^  0,3         "1—0,17-0,022'''  Ö,3~  '^    -    K 

US     ;nni   Anziehen    erforderliche   Kraft    und    nach    Gleichung    (84) 

u»d  (87)  als  die  zum  Lösen  erforderliche: 

l    I  +  Ztg«"^      /      ' 


0,3  1  +  0,17-0,022   ' 

zum  Lösen  eine  grOBere  Kraft  anzuwenden ,  weil  der 
l  MibuDgskoeflizient  für  ganz  trockene  Metallflächen  bis  auf  /*  =^  0,4 
'    «teigen  kann  (vergl.  Tabelle  III,  8.  111), 

;  Wirkungsgrad  der  Schraube  ist  nach  Gleichung  (8ti) 
tg«        _tgt,(l-fi'tBc) 
''^tg(<r  +  e')  tg«  +  f.'        ' 

_  0,023  (1-0,17    0,022) 
1-  -     ~  0,022  +  0,17 


"0,114. 


48.   Das  Sctmeckenrad. 

Denkt  man   eich   aus  der  genügend  lang   nngenommenen 

j   *iinM  einer  Sehraube  einen  Streifen  parallel  zur  Achse  berans- 

B^wnütten  und   mit   den  Gewindcgängeu  uach   außen  um  die 

''"'Mite  eines  Rades  herunigelegt,  so  entsteht  das  Schnecken- 


\m 
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rad.      Das    Profil    der    erzeugenden    Leiste    der    zugehörigen 

Schraube,  der  Schnecke,  wird  als  Zahn  einer  entspreehenden 
Zahnstange  ausgeführt  (Fig.  151),  bo  diiB  das  bisher  als  Gang- 
höhe bezeichnete  Maß  in  die  Teilujig  (  der  Verzahnung  über- 
geht, solange  die  Schueelte  eingängig  ist.  Die  Welle  A, 
ist  ßtets  die  antreibende  und  A^  die  getriebene. 


Fig.  151. 


Das  widerstehende  Moment  J/^  der  angetriebenen  Wo 
ruft  an  den  Zähnen  der  Schnecke  einen  Druck  P=  --*  henr^*^ 
der  in  der  Entfernung  r  von  der  Achse  -i,  auf  die  Schniub^^* 
gänge  einwirkt.  Derselbe  kann  auf  die  Schratibenachse  Üly  ^^ 
tragen  werden,  wobei  eui  Kräftepaar  vom  Moment  Pr  hiaJ^^^ 
kommt.  Dieses  wird  aufgenommen  durch  die  beiden  zur  Äc^^*" 
A,  senkrechten  Lagerdriicke  D,  deren  Entfernung  der  ^^- 
stand  l  der  Lagernlitten  ist,  so  daß  man  erhält  


1) 


■  Ub( 


lerwinduni 


chuDg  (75)  nötig  ( 


Sehrauben  druck  es  P  ist  nach  ( 
as  Moment 
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Die  Sdhiiecke  stützt  eich  gegen  das  eine  Lager  mit  einem  Bund, 
desseir  mittlerer  Etiudiiis  meist  ebeiifallB  r  iat  und  der  durch 
«lie  ftcbsiitle  Kraft  P  an  das  Lager  gepreßt  wird.  Es  entsteht 
<iürt  das  Reihungsmomeiit 

.V^  =  fiPr. 
-tit'oige    der    beiden    Zapfendrücke   i)   tritt    noch    das    wider- 
«t«hende  Moment  auf 

M^  =  ti2D-ri  =  ;rJp".', 

«■orin  c,  der  Radius  der  Zapfen  ist. 

Das  gesamte  Äntriebsmoment  wird  demnai^h 


»,{tg(„+,)  +  ,(i  +  ^;.)]. 


Da   das  Ganze  sehr  gut  geölt  wird,   so  kaun  n -^  0,1  für  alle 
Teile    gleich    angenommen    werden.     Wird    hierin    noch    ein- 


lS8)  M,  -  U,  ■  -^  [tg  (.  +  e)  +  ,a  (l  +  ?p)]  ■ 

Vernachlässigt  man  die  Reihung,  so  daß  ft  =  0  und  p  =  0 
dami  ergibt  sich 


'U'il  damit  der  Wirknngsgrad 

i.W  .= ^-^^■ 

lg(.<  +  p)  +  (.{l+-f') 

Beispiel  SO.  Auf  der  Welle  eines  Schneükenradea  sitzt  eine 
Söllwmmel  von  16  om  Radius,  an  der  eine  Last  ^  =  2000  kg  an- 
pNft  Das  Bad  beBitit  j  =  70  Zahne,  deren  Teilung  i=50mm 
'*'■  Die  Schnecke  ist  eingängig  mit  dem  Hadius  r^^HOmm.  Der 
™lius  der  Schneckenzapfen  ist  ;■,  =  50  mm,  die  Entfernung  der 
Liptminen  i^400mm.  Bei  guter  Schmierung  ist  (U  =  tg(i=0,l 
w  leiten.  Zu  berechneti  ist  das  zum  Antrieb  der  Schnecke  er- 
''"wHislie  Drehmoment  und  der  Wirkuagsgriid. 
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Man  erhält 


und 


tg  a  =  - —  = =  0,0995 


Z't       70-50 
li  =  - —  =   -—     -  ==  557,5  mm, 


ferner 


'^^-=^«^57, 


M^^  =  2000  •  0,18  =  360  mkg. 

Damit  ergibt  sich  nach  Gleichung  (88) 

80    r  0,0995  +  01      .   ^,  /,    .  ^     50  \1 
r5LlA0995.0,l  +  ^'H 

iif„=17mkg. 

£rfolgt  der  Antrieb   an   einem  Bade   von   500  mm  Radius ;  so  ist 

17 
die  Umfangskraft    P  =  -—  =  34  kg . 

Der  Wirkungsgrad  ist  nach  Gleichung  (89) 

0,0995 


n 


(        2 . 50\ 
0,0995  +  0,1  +  0,1(^1+  ^^^j 


0,3. 


VI.  Abschnitt. 
Statik  seilartlger^  unelastischer  Körper. 

49.  Die  SeilreibuBg. 

Ein  vollkommen  biegsames  Seil  sei  über  eine  zylindrisch*^ 
Walze   vom   Radius  r  gelegt  und  werde  an  dem  einen  Eu-^ 
durch    die    Last   Q   belastet,    während    an   dem   anderen  ei^ 
Kraft  V   angreift,    die    der  Last   Q   das    Gleichgewicht  \ssiSk^ 
soll.    (Fig.  152.)     Im    Gleichgewichtszustande,   wo   also   kei^^ 
Bewegung  stattfindet,  verhält  sich  das  biegsame  Seil  genau  ^^^ 
wie  ein  starrer  Körper,  so  daß  es  statthaft  ist,  die  allgemeir*^^ 
(jleichgewichtsbedingungen   für  starre  Körper  auch  in  dies^^ 
Falle  anzuwenden.  Außer  den  bereits  angegebenen  Klüften  wirk^^ 


i 


VI.  Äbachnitt.     Statik  aeUartiger,  un elastischer  Kürpijr 


16' 


aaf  das  Seil  noeli  ein  die  Gegendrücke  N  des  Zylinders,  die 
durch  seinen  Mittelpunkt  gehen,  und  die  Reibungskräfte  iif,N 
mit  dem  Reüjungskoefüzienten  der  Ruhe,  die  tangential  ge- 
iTiehtet  sind. 


D' 


Die  Momentengleichung  in  bezug  anf  den  Mittelpunkt  0 
bet  denmach: 

Qr-  Pr+  Z{ii„N-r)^0 
fx  nach  Hebung  des  gemeinsamen  Faktors  r: 

Um  die  hierin  vorkommende  Summe  zu  ermitteln,  wird 
'  ganzL-  vom  Seil  nmepannti'  Bogen  «  in  n  gleiche  Teile 
legt,  die  als  sehr  klein  anzunehmen  sind.  An  den  ßud- 
ökten  eines  aolchen  TeilatUckes  wirken  dann  die  Seilspan- 
Bgen  S,  und  S  in  tangentialer  Richtung,  die,  wenn  die 
Übung  nicht  vorhanden  wäre,  (-inander  gleich  sein  würden; 
»  auf  den  Bogen  —  wirkende  Gegendruck  iV  (Fig.  153)  er- 
'^t  sich  dann  nach  Gleichung  (5)  zu 

^iri  nun   die  Au 


der    Bogenstücke 


sehr   i^oQ   un- 
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Man   erhält 


St 


tg  a  = 


und 


/ 
2nr 


11  ^t 


Z't 


I ' 


ferner 


M  7v 


M^  =  L>f  M  )■ 


"«• 


Damit  ergibt  sich  nach  iM 


^1/.=  360 


80 


(I 


557,5 
^X,=-17mkg. 
Krfolgt   der  Antrieb   ai 

die  Umfangskraft    i' 

Der  Wirkungsjr,. 

n=   - 
O.n- 


Li 


"r  ieu  Sinus  der 


-    ::e    Reiliuugskraft 
._-;zir  ^j.     Der    Wert 
_  ■    -iz  besteht^  sein 

^/■■)- 

,Tv:fen  die  Spannkräfte 
rr.rtfiing  erhält  man 


«V 


->.  f* 


rhanden  sind,   so  folgt 
.x::;eu  aus   derjenigen  .S 


^i  V  und  S„  gleich  der 


Stj» 


Kiji  V . 
Walze    v 
durch    -; 
Kraft   / 
soll.      ■ 

wii-  I 
Kli'i« 

Kall 


j.** 


I  . 


.::i  jH'oß,  also  jedes  Bn.^eii- 
?>•:.  50  ergibt  der  Klamnier- 
.er.r^rz  entwickelt: 


.U,,(i)- 

• 

M> 

a^aY 

'^^  -r  slv-^xogen  wird,   so   bleibt 

x*  »iCf^t-Äses;   kann   (n—V)   oder 

l:^. vx-  ^Yrii'i:,  so  daß  mau  erhält: 
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\   ^   n  J  ^1^12    ^123^       • 

r  ^  Diese  Reihe  ist  nun  gleich    e^'<»«^   worin   e  =  2,71828  ••  •    die 
'     Chnmdzahl  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet.    Damit  geht 
die  Gleichung  für  P  über  in  die  folgende: 

(90)  P=Qe"o\ 

Das  Verhältnis  beider  Kräfte  hängt  also  nur  von  dem  Reibungs- 
koeffizienten und  dem  umspannten  Winkel  ab,  aber  nicht  vom 
Radius  des  Zylinders. 

Überschreitet  die  Kraft  P  den  ermittelten  Wert,  so  wird 
die  Last  Q  in  die  Höhe  gezogen.  Ist  jedoch  P  so  gering, 
daß  die  Last  das  Übergewicht  bekommt,  so  kehrt  sich  die 
Richtung  der  Reibungswiderstände  um,  d.  h.  der  Reibungs- 
koeffizient fiQ  der  Gleichung  (90)  und  in  den  vorhergehenden 
erhält  das  negative  Vorzeichen.  Für  den  Fall  der  abwärts- 
gehenden Last  ist  also  einzusetzen: 
(91)  Pi  =  Qe-f'o''. 

In    beiden    Gleichungen   ist   vorausgesetzt,    daß    der   Zylinder 
fest  liegt. 

Wird  für  Hanfseile  auf  rauhem  Holze  ^q  ~  0,5  gesetzt,  so 
gilt   die  nachstehende  Tabelle: 


i 

a 

efo" 

e-.««« 

45»      -'^ 
4 

1,5 

0,68 

90»       g- 

2,2 

0,46 

180»-  71 

4,8 

0,21 

270»      ^  X 

10,5 

0,095 

360»  -  2x 

23,1 

0,043 

450»  -  2  Ä 

50,7 

0,020 

540»  ==  3;r 

111,3 

0,0090 
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*(oii()mmt»ii,  sn 


•f ' 


L'ir  P  erforderlich 
.  ::-rheii,  wenu  das 
:.    "^"inkel    von   00" 


In    dorn    iJu'j. 
der  letzt»'!-.' 


1^ 


■i':li--en  einer  La.">t 
-::^'"?n,  wenn  das 
ri-1  von   90^  hezw. 


Am 
'S,   unti 


und    SM 
die    S; 
iiii   f.» 


dd«»- 

ZllL 


-       T  -       J.«    . 


•      ^^ 


-     :.-::":   «Üe  Last  in 
-.'"t"    ifrjnacb  dies^ 

•-■-  i-irz.  niit  dem  das 


•   '"i'iJI!  • 


•> 


-   NÄ^»;:::^.r3<*. 


•   «-' 


^  \  z\;  v...rhaiulrn,  ob  d*'"' 
•;  "  rot  w:i\l.   oder  ob  d^^ 
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^linder  eine  Drehung  unter  dem  Seil  ausführt  und  letzteres 
Ruhe    bleibt.     In    dieser   Form    wird   die  Vorrichtung   als 

mdbremse  benutzt  (Fig.  154):  Auf  einer  gemeinsamen  Welle  0 

id  festgekeilt  die  Seil- 

ommel  vom  Radius  r, 

L  welcher  das  Gewicht 
einer  Last   angreift, 

id    die    Bremsscheibe 

»m    Radius    liy    über 

e    ein    im    Punkte  A 

jfestigtes      Stahlband 

5legt  ist,  das  in  C  an 

nem  um  B  drehbaren 

ebel     angreift.       Die 

►rehrichtung  der  Welle 

it    die    eingezeichnete. 

^ch  einen  Druck  7) 

iif  den  Hebel  wird  das 

and    an    die    Scheibe    angepreßt    und    die    dabei    auftretende 

eibung  bewirkt  ein  gleichmäßiges  Herabsinken  der  Last  oder 

•i  stärkerem  Druck  ein  Festhalten  derselben.     Es  tritt  dabei 

^   festgehaltenen  Ende   des   Stahlbandes   die  Spannung  Q  auf 

d    in  dem  anderen  die  Spannung  P. 

Die  Momentengleichung  für  den  Gleichgewichtsfall  lautet 

^: 

Gr+QR-PR^O 

(P-Q)R=  Gr. 

Nun  ist  nach  Gleichung  (90) 

P  ==  Qef'o»     oder     Q  =  P^-^'o*; 

*^^it  geht  die  obige  Gleichung  über  in 

P{l-e-f'o«)R=  Gr. 


Fig.  164. 


1^  ergibt 


P^G 


R    1  — e-^o« 


la 


Zweite  Abteilung.    Statik  starrer  Körper. 


min,   vvoan  wieder  e~ ''•*'  = -—  gesetzt  wird: 


e^c 


iW:-M 


i?    e"-«— 1 


h'iuUot  die  Drehung  der  Bremsscheibe  in  entgegengesetzter 
Mirhtnu^  «tutt  (Fig.  155),  so  entspricht  die  Anordnung  dem 
\\\\  vitibtu'^ehonden  Absatz  an  zweiter  Stelle  behandelten  FalL 
\liU4  iuhiilt  dann  die  folgende  Momentengleichung: 

Gr  +  PJJ-^iJ  =  0 
oder 

Mit  Gleichung  (91) 

oder 

ergibt  sich  daraus: 

P(^o«~l)J?  =  (?r 
oder 

(93)  P=G  ^— J-.' 

Da    e"<»*    in    to 


4 


l'JK    l'i'i. 


praktisch  vorkommeö- 
den Fällen  stets  größer 
i(|.i  I  ihl,  (v«<rgl.  die  imtenstehende  Tabelle),  so  ist  der  Wert 
llij  /',  <lt'i'  MJch  aus  Gleichung  (93)  ermittelt,  kleiner  als  der 
y\{\\\\\\\iy\\^^\\iU^  in  Gleichung  (92X  Es  kommt  nun  darauf  an, 
Hill  Hio^lii'liHi  kleinem  Druck  D  die  gewünschte  Bremswirkung 
4M  j|/h«bMi,  HO  daß  also  nur  die  Anordnung  nach  Figur  155 
.  ,n  •  IhiimUim[  int.  Die  Größe  des  zum  Hebel  a  senkrechten 
IiiiiiIm»«   />  i»rmittelt  sich  nach  der  Figur  zu 


l^'l 


•IiIm  I  iiMih  «lie  Anordnung  so  getroflfen  werden,  daß  das  Brems- 
i'tu'l  .»i.Mlii'i'i'hi  au  dnu  Hebel  angreift 


Bremsband    auftretende   Spannung   ist  im 


Die  erate  Anordnung  wird  ganz  wesentlich  verbessert, 
Tenn  der  Befest igungsp unkt  A  des  Bremsbandea  ebenfalls  mit 
dem  Brenisliebel  in  Verbindung  gebracht  wird  (Fig.  156).  Ea 
entsteht  dann  die  DifferentialhremBe.  Jlit  den  Bezeichnungen 
der  Figur  ist  die  Mo- 
mentengleichung  f  lir  den 
Bremabebfl  in  bezug  auf 
den  festen  Punkt  7^: 

Dies  ergibt 
üilw  mit 


a       li     t*'-"  —  1 

!•*'  Bremsdruck  D  wird  Null  oder  die  Bremse  wirkt  selbst- 
fitig,  wenn  die  Differenz  im  ZSlüer  gleich  Null  ist,  d.  h.  für 


In  ilei  Praxis  wird  h^  stets  kleiner  als  b,c"""  ausgeführt  aaßer 
•*'  «leu  liüftungs bremsen,  die  ein  Herabgehen  der  Last  erst 
Beim  Anheben  des  Bremshebels  zulassen. 

Der  vom  Bremsband  umfaßte  Winkel  beträgt  gewöhnlich 
»ischen  Qfi  bis  0,8  des  ganzen  Kreisumfanges.  Mit  iti,  =  0,l8 
ror  Stahl  auf  Gußeisen  erhält  man  dann  folgende  Tabelle: 


JR 
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ff 

(fo" 

1 

%Xt 

e^"''  —  1 

0,6-2« 

1,97 

1,03 

0,7-2« 

2,21 

0,83 

0,8-2« 

2,47 

0,68 

0,9-2« 

2,77     ' 

0,56 

Beispiel  94.  In  Figur  155  sei  G^  =  1800  kg,  r  =  15  cn 
/;  ra  50  cm,  6  =  6  cm,  a  ==  0,7  •  In,  Die  Länge  a  des  Brem 
hebeis  ist  zu  berechnen,  wenn  JD  =  30  kg  ist. 

Aus  Gleichung  (94)  folgt: 


G      r     ,  1 


*u^a 


—  1 


1800    15 
o^      T^'^'  0,83  r>^  100  cm. 

OÜ         OK) 


D     B 

Würde  bei  sonst  gleichen  Abmessungen  und  Kräften  die  A^ 
Ordnung  nach  Figur  154  gewählt  werden,  so  erhielte  man,  wie  e: 
Vergleich  der  Gleichungen  (92)  und  (93)  zeigt, 

a'  =  fi"o«  .  a  =  2,21  •  100  «  221  cm. 

Beispiel  95.  Dieselbe  Bremse  sei  als  Differentialbremse 
auszuführen,  daß   JD  =  6  kg   zur  Bremsung  genügt. 

Wenn  a  =  100  cm  beibehalten  wird,  berechnet  sich  die  He^ 
länge  b^  aus  Gleichung  (95)  zu 

DB  f^««— 1 

j,    __  7»^ «"off .         •  a  • 

Ol         0»«'  Cr        r  1  ' 

^' =  "-^'-^- 1800- 15-^^  •  1,83-  ^^^'-- 

Soll  schon  die  Kraft  D  =  3  kg  genügen,  so  ist 

3 


50  1 

6,  =  6  •  2,21  —  .  «^^  •  TT  •  100  -- --  ~ 
^  '  1800    15  0,83 


12,7  cm. 


51.  Riemen-  und  Seiltriebe. 

Auf  den  beiden  parallelen  Wellen  ^4^  und  A^  befin 
die  Scheiben  mit  den  Radien  R^  und  JR^,  über  die  ein 
Band^    ein    Riemen    oder    Transmissionsseil,    geschlu 
(Fig.  157.)     Ist  der  Riemen  so  fest  gespannt,  daß  ei 
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^iiuuiung   des    Riemens   bestehen 

S.'iieibe  ausgeübte  Druck  so  groft 

^cüommen   wird   und   das   GleiteD 


r 


'.  "V 


gilt    die   Momentengleiehung  in 


Beis]> 
JR  =  50  nv 
hebeis  ist 

Aus 

a    - 

ordnui! 
Verd- 


au >;< 


in.-. 


^11-  Gr  =  0 


'      Q=-G 


r 


•i>je  Wert  für  P  eingesetzt,  so  erhält  man 


.. » 


-»-«T?;-? 


j^uiiaiif  im  unbelasteten  Trum 


^>  = 


M        1 

i?o  e"o^  —  1  ' 


.  .oiiiauden  sein  muß,  wenn  die  Welle  A^,  ohue 
,-,x  U'.onuMis  eintritt,  bewegt  werden  soll. 
.,.,«,xi»j»tini!ung  in   dem   gezogenen  Trum  ist  dann: 


,.",.ir 


Nax»«  spannt  man  die  Riemen  und  Seile  gewöliB* 
.s»tf  dit»  Kräfte  P  und   (^  etwa   25^^  größer  aus- 
V  ol»rn  ormittolten  Mindest  werte. 
.0   S^lnMbung   nur  von   tler  Größe   des  umspannten 
»hiiui^it    und  nicht  vom  Radius  der  Seilscheiben,  so 
.  »^oi     1mm     olViMien     Riemen    nur    auf    der    kleineret» 
v,u      I»    *"**    obigen    Gleichungen   ist  also    stets  de^ 
W'ukolii  einznsei/en.  gleichgültig  welche  Scheibe  di^ 

Ni;»C    i^* 

y   .   ,Uo  Acliscn   wirken  die  I>rücke  7)  ==  P  +  ^,  die  ein ^ 
Ji*'iulo  /ii|»rcnnMl»ung  vornrsaehen  wie  bei  den  Reibung^" 


N    V 
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rüdem  (Äbeatz  40).  Ähnlich  wie  dort  können  die  Kräfte  P 
und  Q  verringert  werden,  weim  das  Seil  in  einer  keiliormigen 
Rinne  der  Scheibe  ISni't  (Fig.  15H),  die  den  Keilwinkel  2S  hat. 
Nach   Absatz  40    hat   dies   die    Wirkung,   daB    an    Stelle   des 

Ileib  an eskü effizienten  u,,  der  Koeffizient  ii'^--.    x 
^  '^''  '^      Bind 

zu  setzen  ist.  Allerdinga  muß  S  so  groß  gewählt 
werden ,  daß  ein  Festklemmen  des  Seüea  in  der 
Nat  ansgescliloaaen  ist,  damit  es  sich  beim  Ab- 
laufen von  der  Hcheibe  leicht  aus  der  Rinne  enb- 
femt.  Bei  Hanfseilen  wird  6  deshalb  zwischen 
20*  bis  25*  bei  BaiunwoUseilen  zwischen  15"  bis 
20"  angenommen. 

Für   die    meist    vorkommenden    Fälle    bei    Riementrieben 

iben  sich  die  entsprechenden  Werte  von  '*"""  und  — - 

der  folgenden  Tabelle: 


Fig.  1 


^ 


Gewöhnliche 

Sehr  Btarlc  ge. 

Feaehte 

Gewöhnliche 

fette  Giemen 

fettete  Riemen 

Riemen  auf 

fette  ftiemen 

Winkel 

auf  eiiernen 

auf  eisernen 

eiaemen  Schei- 

auf hökernen 

Scheiben 

Scheiben 

ben 

Scheiben 

in 

li.-0.28 

(/„=0,12 

C.  -  0.3» 

r.  -  ".«' 

ifltd.  Bogen. 

e/'.« 

1 

,...,  1        • 

,...  i        ' 

e""" 

1 

a*fl    1    man 

c'-"-l 

e^."_l 

»     0^-2j 

1,70     J,44 

1,25,    3,il4 

2,05  j    0,95 

2,43 

0,70 

IM'  |0,4.2a 

2,02     0,S8 

1,35 

2,84 

2,60 !    0,62 

3,26 

0,44 

1*    0^.2» 

2,41     0,71 

1,40 

2,18 

3,30     0,43 

4,38 

0,30 

äW    0,6.2;t 

2,871    0,53 

1,57 

1,76 

4,19!    0.31 

5,88 

0,20 

»!•    0,7-2« 

3,43 

0,41 

1,70 

1,44 

5,32     0,23 

7,90 

0,14 

Bei    auf    eisernen    Scheiben    laufenden    Hanfseilen    wird 
('('"0,25   angenommen,    bei    Baumwollaeilea    ((^-^0,2.     Die 

'utaprechenden  Werte  von  (,•"•"  und  -  ,    enthält  die  nach- 

e"""  —  1 

•tehoide  Tabelle: 
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i 

1^ 

1 

o 

e  AbleilunR.     Statik  starrer  Körper.                    ^H 

\ 

8,28 
14,0 
23,8 

40,4 

^r 

f  1 

ll 

17 

ll 

1,63 
1,14 
0,89 
0.71 

4 

^^1 

P 

11? 

e  'S  * 

1^ 

'3. 

-IJ 

Tl.. 

0,13 
0,072 
0,039 
0,023 
0,013 

1 

V 

8,70 
14,96 
25,7 
44,1 
75,8 

p 

1 
1 

1,14 
0,84 
0,64 
0,50 
0,40 
0,26 
0,16 
0,105 
0,068 
0,045 
0,020 

j 

1,87 
2,19 
2,57 

.1,51 
4,81 
7,12 
10,6 
15,C 
23,1 
60,8 

ij 
1^ 

§■  3-  §■  ö  o-  o-  §■  §■  §■  o"  o-  er 

\ 

3,73 
3,51 
4,52 
5,81 
7,47 
12,4 
23,1 
43,3 
81,3 
162 
534 
1880 

■ 

■ 

ll 

.*  in  =o  >-  00        N  <o  t-        in 

ll 
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,  Kür  Drahtseile  sind  entspreehemle  Zahlent'ür  (Iq  bialier  nicht 
iannt  gegeben  worden  mit  Ausnahme  von  Hai-hen  Förder- 
ten.   Es  sind  dafür  folgende  Mittelwerte  aufgefunden  worden: 


^ 

Seilscheibe 

^^m 

auBftefQttert  mit 
Hüls        1    Leder 

r                        trocken 

0,7                 0,17 

1-  gewöhnlicher  Weise  geschmiert 

auf 

'      feuchter  Scheibe 

0,13-0^      0,16 

Krk  geschmiert  auf  trockener 

Scheibe 

0,15                0,13 

1^  Rundseile   können  diese  Werte   als  ebenfalls  |  wenigstens 
nnäfaert)  zutreffend  betrachtet  werden. 

Seispiel  9I:>.  Von  (ieni  Schwungrad  einer  Gasmaschine  mit 
i  Radius  if,  =  0,85  m  wird  eine  Iljmaniomascbine  durch  einen 
Uten  angetrieben,  deren  Welle  um  die  Strecke  2  =  5  m  von  der 
Biebs welle  entfürnt  iät.  Das  widerstehende  Moment  sei  JU^"24mkg, 
BadiuB  der  anffetriebenen  Riemenscheibe  i^  =  0,25ni.  (Fig.  159.) 
fbereuhnen  isf  dieRiemfuspannung  und  ilerdudurth  hervorgerufene 
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I  . 


X 

o 


0 
eS 


0/ 


es 


I 


c 


1^ 


c3      0,  :^ 

■  »»>  ZI 


«      X 


^    o 


li      "^ 


<  GM 

^  o  o  o 

*^         *^         »^         *>> 

o  o  o  o 


..-ilieiii 


GM   O   CO  -^ 

»  rv         »^         »> 

!  00   -t   CO    O 
,  »-1   <M   -f 


-St:     =l 

'S) 


■    e 


o 


i!  CO    ^   Oi    ^" 
ift    !-•   00    I- 

•\         «k         »»      _  ■ 

I 


ift   t—    CO 

^    00    »— 

1-H     ^-^     <7l 


_.  ^•^•"  jjüit  maii 


§:§    II 

C9 


4. 


-li 


d 
o 


CO   t;7 


0?     ifi 

C    XL 

08 

'S: 


lO 


4-4 


K 


O     CS     ^ 

^   - 


-rti  I, 


'S/ 


'*•• 


:»        —      — . 


-    IST*-*    *^^ 


»4 
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\enlen   in   Rillen   geführt,   die  Tabelle 


c."'<'  =  8,70,     e^'«— 1  =0,13, 
14,95,  0,072. 


*     ..';*:  +6,25, 

.   =168«=  144«+  24« 

24 


—  0,038 . 


,'.«  =  8,70  +  6,25.  -  =  12,87, 

24 
' "'- 1  =  0,13  -  0,038  •  -  ~  0,09 

36 


1,25 


M 


i?2     e"'«  — 1 


1  2150 

=  1,25  .  0,09^250  kg, 


/  .  e"'«  =  250  .  12,87  ~  2950  kg. 

2950        .  .    ^  ..       .... 

;o    -  --—  =  24    Seile  nötig. 
125  ^ 

urch   den  Seilzug   auf  die  Wellen  ausgeübte   Druck   ist 

Q'  =  3200  kg. 

)n   die   Seile   nicht   in   keilförmigen,    sondern   in   weiten 
1  Nuten  laufen,  so  ergäbe  die  Tabelle 

1 

r     «=144« 


r     a  =  180« 
36« 


e-^'oc^  =  1,87,     e."o«-i  =  1,14, 
2,19,  0,84, 

0,32,  —0,3, 


a  =  168«  =  144«  +  24«: 


24 


,."o«  =  l,87  +0,32.  — =  2,08, 


("o^-^  =  1,14  —  0,3 


24 
36 


0,94 


21  '^O 
Q'  =  1,25  .      '•  0,94  ~  2520  kg, 

p'  =  Q'  .  2,08  ~  5250  kg. 
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Es  wSreu  dann  erforderlieh 


=  42    Seile   gegeu  oben  24;  der 


auf  die  Lager  kommende  Druck  wäre  7>  =3  T770  kg,  über  das 
2,4  -  foche  des  obigen. 

Beispiel  98.  Es  ist  an2ugeben,  wie  oft  ein  Hanfseil  um  ü» 
eiserne  Trommel  eines  Spills  gescUungen  werden  muß,  damit  ebw 
Zugkraft  von  P  =  ÖOO  kg  ausgeübt  wird,  wenn  das  freie  Ende 
mit  der  Kraft    §  =  3  kg    gezogen  wird. 

Aus  der  Gleiobung    P=  Qe""    erhalt  man 


50U 


-  167. 


Die  Tabelle  eipbt,  duB  bei  (''""  =  176  eine  dreimabge  Umschlingiut' 
erforderlich  ist,  die  im  vorliegenden  Fall  ebenfalls  nur  Sicherheit 
genommen  werden  wilrde.  Wäre  die  Trommel  mit  Holz  bebleWel, 
30  genfigt  eine  etwa.s  mehr  ii)s  zweifache  Umschlingung,  da  dinn 
c>'-"  —  152    ist. 


52.   Die  Seilsteifl^fkeit  und  KetteorBibnng. 
Bisher  sind  lüe  Seile    als  voUkimimeu  biegsam  augenom- 
men  worden,  in  Wirklichkeit  set7.t.'n  sie  jedocih  jeder  Krilmmtmff 
einen  gewisaen  AViderstaad  entgegen. 
ao  (laß  ein  auf  eine  Rolle  auflaufeu- 
des  Seil  nicht  plötzlich  ans  der  ge- 
raden Linie  in  die  Krümmung  tow 
Kadius  It  übergeht,  vielmehr  wr- 
teilt  sich  die  Erümmungsänderaiig 
auf  eine  gewisse  Strecke  imd  li*^ 
'  J-fNv,^^^    I    ^yi'l  untere  Ende   des   Seiles  bleibt  in- 

m'  (li  folgedessen  um   den  Betrag  |  tO» 

der  parallelen  Tangente  an  di« 
KoUe  entfernt  (Fig.  160)  Bei«** 
Ablaufen  erfolgt  der  Übergang  afl* 
der  Krümmung  in  die  gersii* 
Linie  ebenfalls  wieder  allnilliUA** 
80  daß  das  gerade  Seilende  um  den  gleichen  Betrag  g 
an  die  RoUemnitte  heranrückt. 
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Die  Momenten  gl  eiohuiig  in  bezng  auf  die  Roüeuachse  er- 
gibt als  GleichgewinhtHbediugung: 

P-(R-S)-«-(-K  +  l) 


t 


P-<i 


ß  +  i 


tmd  uacb  Division  von  ZilhJer  und  Nenner  mit  Jt: 


Brird 


I  aiisgeführt,  so  erhält  niim 


Jena  die  weiteren  Glieder  falJeu  hei 


so  klein  ist,  daß  t 


da  Bclion  das  nächste 
veruachlÜBsigt  werden  kann. 


Der  Wert  von  ^  steigt  naturgemäß  mit  der  Starke  des 
Seiies  sehr  schnell  an,  ein  Mittelwert  für  lose  geschlagene 
Üanfeeile  ist 

■  Jorin  I  und  6,  die  Stärke  des  Seiles,  in  cm  gegeben  ist.  Für 
ahtaeile  sind  diesbezügliche  Versnche  nicht  bekannt  geworden. 
Änf  die  Achse  der  Rolle  kommt  der  Druck  ß  =  P  +  Q 
i  nach  Figur  160  halb  umspannter  Rolle,  der  mit  Vemach- 
nigung  der  Seilsteifigkeit  zu  -^  angenommen  werde.  Das 
i  diesen  Druck  verursachte  Zapt'enreibungsmoment  ist 
Jf-C-'«  r, 
penn  r  der  Radius  der  Rollenzapfen  ist.  Zu  seiner  Überwindung 
*  die  Kraft  I\  erforderlich,  die  am  Hebelarm  R  angreift: 
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Um  diesen  Betrag   ist   die    oben  ermittelte  Zugkraft  P  noch 
zu  erhöhen^  so  daß  man  erhält: 


(100) 


=  «(l  + 


2g  ^o       r 


)• 


In  den  üblichen  Ausführungen  wird  meist  jR  '^  4d  und 
r  ~  0,4  d  gewählt  und  fi^  ist  hier  zu  0,08  anzunehmen.  Dies 
ergibt  nach  Einsetzung  der  Gleichung  (99) 

P=  (?(l,016  +  0,025d). 

Werden  die  besprochenen  Einflüsse  yemachlässigt,  so  ist 
Fq=  Q  und  der  Wirkungsgrad  der  Seilrolle 


(101) 


"^       P       1,016  +  0,025  d 


Wird  noch,  was  für  die  Zahlenrechnung  sehr  bequem  ist,  der 

Wert  X  =  —   berechnet,   so   ergibt   sich   folgende   Tabelle  für 
Hanfseile : 


d 

1,8 

2,6 

3,6 

4,6  cm 

V 

X 

0,94 
1,06 

0,93 
1,08 

0,91 
1,11 

0,89 
1,13 

Für  Drahtseile  ist,  soweit  sie  für  Hebezeuge  in  Betracht 
kommen,  bei  d  ==  1,4  —  1,8  cm  zu  setzen  iy  =  0,96  und  a;  =  1,04. 

In  ähnlicher  Weise  wie  die  Seilsteifigkeit  wirkt  bei  Ketten 
der  Reibungs widerstand  zwischen  den  Kettengliedern,  so  daß 
die  Kette  sich  in  derselben  Weise  um  die  Rolle  schlingt,  ^i^ 
es  Figur  160  zeigt.  Wenn  d  die  Stärke  des  Ketteneisens  in  o^^ 
ist,  so  wird 

(102)  S  =  0,ld     oder     S  =  0,15  d, 

je  nachdem  die  Kette  geschmiert  ist  oder  nicht. 

Mit  den  üblichen  Abmessungen  i?  ~  1,0  d,  r  ~  1,5  d  uH" 
|tj  =  0,08  erhält  man  hieraus  nach  Gleichung  (100): 

P  =  $  .  1,044     bezw.     P  =  ^  •  1,054 


Dieselben  Zahlen  gelten  für  Galische  Gelenkketten,  i 
ü  der  Durchmesaer  der  Gelen  kbolzen  ist. 


t53.  Wirkungsgrad  der  Flasclieiizfige. 
In  Absatz  43  wurile  der  gewöhnliche  Fkschooxug  ohne 
cksicbtiguug  der  oben  erörterten  Widerstände  imtersueht. 
Es  handelt  sich  jetzt  darum,  jene  üuterBiichvuig  zu  vervoll- 
ständigen. Die  Spannung  im  freien  Ende  des  Seiles  sei  P 
(siehe  Fig.  1351,  die  nacli  dem  Obigen  um  das  .r-faehe  größer 
ist  ida  die  Spannung  7''  auf  der  anderen  Seite  der  oberen 
Itolie,  so  dtiS  man  erhält 

I  — :■ 

■M8  Seil  geht  weiter  um  die  erste  untere  Rolle  und  * 
dabei  wieder  seine  Spannung  um  ,  so  daß  P"  —  P'  ■ 
«t.    Xach  dem  Ubei^ang  über  die  dritte  Rolle  ist 


ringert 
«1 


luid  so  fort. 

Nun  wird  die  Last  Q  getragen  von  den  2n  Seilen  mit 
äen  Spannungen  F',  P",  P'  ■  ■  ■  P*"  ;  demnach  besteht  die 
öleickmig: 

Q^p'^r'+p'"+---  +  p^"- 

wer  wenn  hierin  die  obigen  Werte  eingesetzt  werden: 

we  Sumroe  der  geometrischen  Reihe  ist 
1  _      1 

^ 3-"*'  X'"  — 1 
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Im    (lieseil  Betratr    ist    die    oben  ermit* 
zu  erhöhen,  so  ihiß  man  erhält: 


(IW) 


In   den   üblichen   AusfilhrungeT 
>'~(),4d  <]jewählt   und  u,   ist  hier 
ergibt  nach  Einsetzung  <ler  Gleicl 

p  =  r^(i,oi(; 

Werden  die  besj)rochenen   I 
Pq  =  Q  und   der  Wirkungsgrad 

1 


1 


•  '-;■ 


(101) 


" = y 


Wird  noch,  was  für  die  Za! 

berechnet. 


Wert 


X  =- 


s- 


Hanfseile: 


V 


•  .     V 


d 

1,8 

n 

O.SM 

X 

1,<»- 

Für  Drahtseile  is- 
kommen,  bei  d  =  l,4 

In  ähnlicher  Wi 
der  lleibungswider^^ 
die  Kette  sich  in 
es  Fijrur  160  zei^rt 
ist,  so  wird 

(10l> ) 

je  nachdem  di» 

Mit  den 
^j  .^  (),0s  er).: 


Ditteren: 
Irei   KoVV 
Die    Lia 
^■■11  Rolle,   iUe 
«     \    fest    mit 

iiTorgan 
.  ;r  IGl    unx 
.:      Die 
.e  /ii  bei 
lie  Spannui 

riiuJ   .^   ist,  f 

LsiC.  um  die  K 
,ref!.     Man    ve 
X  iiieii  Kader  mi 
-it.  in  die  sich 
%  ;\i.  die  Kette  bei 
>N  ^v»zogen,  so   g 
^    ij»    Betrag  in   c 

.;is  andere  Lasttr 

.Vc»  Kette,  an  do    "^ 
,.     aUo     insgesamt 

*  verkürzt,  d. 

:u'  Hälfte  dieser  Li*-  -^- 

V  '-Ive  verteilt.    Ks  i-  -*-       ^^ 
1 1  . 
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P-Q   1- 


Dies  ergibt 

worin  n  die  Anzahl  der  Rollen  einer 

Nach   Gleiei 
'^:  X^'i^^'l^^i^yu^^  daraus  folgt  do 

/ 


? 


Q 


V\^.  UM. 

\\w  W'rküraung 


(104) 


V- 


Der  sop 
zug  ergibt  l* 
große  Übei- 
nnr  an  ein« 
ren    Rollo: 
blinden, 
die  nach 
schlung« 
kleiner« 
auf,  wü 

Seite 

nich^ 

fest. 

übe 

-    JL 


-      -  1» 
l 


=  71  kg 


'^^  76  kg 


F. 
-.^öiA  BilTerik&ltnisse    — 

^1 


s 


lialflftscbenzuges  zu 
^  .  S50  kg  erforderl 

tU  Jr—  1,06: 


i\4ä 


t-5 


,   doch    besitzt 
sein< 


^  Tinjwii:  w^'wcspen^i^d  zu 
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-^^»11  Gleichung  (106)  zu: 


II 

\-2 


35  kg 


14 

\^  ~  40  kg. 


.;i    die    doppelte    des    im    vorherigen 
ii<  11  Flaschenzuges,  der  außerdem  nicht 


Ichtslage  eines  frei  hängenden  Seiles. 

•«'i<leii  Punkten  Ä  und  B  (Fig.  162),  deren 

•  i    ein  schweres  Seil  frei   ausgespannt.     In 

•r    Durchhang  /'  in   der  Mitte  meist  so  klein^ 

im  Beeren  ACB 

^ .  i< I ^ 

I    Seiles    sich    nur      A^ .^J£ 

\on     der     Länge    l  \  n^^^,.^^    "f C^^^^'^^'M  ! 

I:  iiiiin  kann  infolge-         .y  i^  i  Y' i  V  i' ly  |'|'['[''|'[ 
-t'lir   nahe   zutreflfende  Yia.  162. 

;j:   annehmen,   daß   das 

f  und  die  etwaige  gleichmäßige  Belastung  Q  des 
1  nicht  über  den  Bogen  ACB  sondern  über  die 
B  verteilt.  Eine  besonders  anschauliche  Vorstellung 
bt  ein  prismatischer  Belastungskörper  von  dem  Ge- 
Lr  die  Längeneinheit,  so  daß  G  -\-  Q  =  q  -l  ist,  der 
roße  Anzahl  einzelner  Teile  zerschnitten  ist  und 
snsovieler  gewichtsloser  Fäden  an  dem  gleichfalls 
3  gedachten  Seil  aufgehängt  ist  (Fig.  162). 
n  Seil  treten  nun  Spannkräfte  auf,  deren  Richtung 
S  mit  dem  betreflfenden  Seilstück  zusammenfäUtL 
der  Figur  162  von  der  Mitte  aus  ein  Stück  heraus- 
i,  dessen  Länge  parallel  zu  AB  =  1  gemessen  x  ist, 
astung  demnach  die  Größe  q  •  x  hat,  so  tritt  bei  C 
ntale    Spannung   H   auf  und    bei  D  die    tangential 
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geriehtete  S  {Fig.  163).  Wird  letztere  in  die  beiden  Seiten- 
kriifte  parallel  und  senkrecht  zu  S  zerlegt,  so  ist,  da  dif 
Summe  der  horizontalen  bezw.  vertikalen  Kräfte  Null  ergeben 
muß,    diti    horizontale   Seitenkraft    ebenfalls    H,    während   die 

vertikale   V  =  <j  ■  .r  ist. 


IJ\ 

0 

M 

H 

c 

illlllllllllillillliilll  lllliil: 

ne- 

168. 

{ 


beziig  auf  den  Drehpimkt  i^ 


i 


als  Gleichung  der  Seillinie.    Die  Gleichgewichtsform  di>B  Seil^^ 


f.    Damit  geht  Gleichung  (108)  nb-^ 
■  /'.    Ist  der  Durchhang  /"  gegeben,  so  folgt  dars"*^ 


die  Größe  der  Horizuntalspannung 
(100)  H-f- 


d 


VI.  Äbächnitt.     Statik  aeilartiger,  unelastischer  Kör^ier, 
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Je  kleiner  der  Durchhang  f  ist,  desto  größer  wird  bei  gleicher 
Spannweite  und  Belagtnng  die  Spannung  des  Seiles. 

Lieg;t  die  Befestigungs stelle  2?  tiefer  als  A,  so  rückt  der 
Punkt,  in  dem  die  Tangente  an  das  Seil  horizontal  ist,  weiter 
nach  B  hin,  doch  bleibt  die  Gleichung  (109)  für  den  Durch- 
hang in  der  Mitte  hestehen,  wenn  darin  die  Lauge  der  Ver- 
bindungBgeradeu  AB  gleich  /  eingesetzt  wird. 

Beispiel  101.     Eine  kleine  Hängebrücke  von  der  Spannweite 
I=2Üm    werde  höchstens  mit   der  Last   ^  +  G  =  aOOOO  kg  be- 
Iwtet     Die  beiden  Seile  haben  den  Durchhang  /'=2m.     Zu  be- 
rechnen ist  die  in  einem  Seil  auftretende  Horizontalspannung. 
^Nach  Crleichiing  (109)  ist 
H-"^-   —  (g  +  ^)  ^*  _  1?  **^'*  ■  ^^ 
'~iif~      2l-Sf  2-8-2 


=  ly  750  kg. 


ispiel    102.      Ein     TransmissionsdrahtaeU    vom     Gewicht 
kg 


q  =  l,lö  — -  hat  eine  bestimmte  Leistung  aaf  die  Strecke  1  = 

.140m 

m  übertragen. 

Das  ziehende  Trum  wird  mit  der  Kraft  Q  = 

700  kg 

geapannt,   das 
ist  m  bestimm 

gezogene  mit   P  =  SOO  kg.     Der  Diirchhaog 

beider 

Ans  C.leichung  (109)  folgt 

fai  «beoBo 

'*       SQ           8-700 

U5_140'_^ 
''         8  ■  300 

i 

2 
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hb.  Verbindung  zweier  Gelenkstäbe. 

Es  seien  ÄC  und  BC  (Fig.  164}  zwei  in  einer  Benkrechten 
Ebene  liegende  Stäbe,  die  in  Ä  und  B  l'estj^ela(j;ert  aind  iieu 
sieh  in  C  gegeneinander  stützen.  Die  Lagerung  bezw.  Statüong 
erfolgt  dareb  zylu»*- 
rische,  liorizontal  an- 
geordnete Gelenk' 
bolzen,  so  daß  iiurtine 
Bewegung  der  Stäb^ 
in  ibrer  Ebene  mög' 
Heb  ist.  Die  ReibuBÄ 
an  den  Bolzen  wir" 
veraachläsaigt. 

Der  eine  StftbJ-^ 
werde  durcb  die  Last  Q^  beansprucht,  der  andere  BC  durch  9»' 
deren  Entfernungen  Fon  Ä  bezw.  B  die  Längen  c,  bezw,  e^  sin**' 
Die  borizontaleii  Projektionen  beider  Stäbe  sind  \  bezw.  (^»' 
die  vertikalen  /i,  bezw.  Aj. 

Aaf  das  System  wirkt  im  Punkt  A  der  Widerlagerdruck  f^^ 
und  im  Punkt  Ji  der  Druck  W,;  in  dem  gemeinsamen  Punkt 
erfährt  der  Stab  AB  von  dem  anderen  den  Druck  D,  mit  d^"* 


Fig.  164. 


J 
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IB  nach  dem  Prinzip  von  der  Wirkung  uud  fiegen Wirkung 
'ieder  auf  HC  zurückwirkt,  so  daÖ  dieae  beiden  Kräfte  einander 
leich  aber  entgegengesetzt  gericbtet  sind, 

Soll  die  A'erbindung  im  Gleichgewicht  sein,  so  muß  jeder 
Itab  unter  Berücksichtigung  des  vom  Nachbarstub  ausgeübteo 
regendruckes  für  sieb  die  Gleichgewichts  beding  ungen  erfüllen. 
Vird  also  zuerst  Stab  AC  betrachtet,  nachdem  die  Kraft  W^ 
a  ihre  beiden  horizontalen  nnd  vertikalen  Seitenkräfte  X^ 
ind    Y,   zerlegt   ist   und  ebenso   D   in   H  und   V  (Fig.   Iß5a) 

'"  '^^  X,  =  ff    und     i'.  =  g,  -  V, 

«rner  für  den  Drehpunkt  A: 


r^ 

^ 

^""1    ^ 

' 

^ 

'\ 

t 

-■$ 

X. 

Q, 

Fig.  lG5a. 

B  Die  Betrar.htimg  des  anderen  Stabes  BC  (Fig.  165b)  ergibt 
l  X,  =  H    und     J3-Q3  +  V, 

RÖer  fdr  den  Drehpunkt  B: 

'       Na£h  Erweiterung  der  ersten  Momenten  gleich  ung  mit  /i, 
"i'i  der  zweiten  mit  Aj  erhält  man  darcb  Addition 

*,*,  +  (.,*, 

"""l  durch   Subtraktion,  nachdem   die   erste   Qleiehung  mit  h^ 
i  die  zweite  mit  6,  erweitert  ist, 


;uo) 


P) 


H- 


Dritte 
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Abteiltt^' 


.  ,  AC  ^^^  ^^  ^^'^ 
E^^^'a    Stäbe,  die  i« 


Tig.  16* 

Bio  l>»»"f    i  V 
eriSbTt  det  S^V 


.) 
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Nach  Gleichung  (HO)  be^w.  (11 1)  ist 


2,5    1,5 +  2,1. 1,5 

g00-l,2-2,l  +  l6Q-l,8-2,5 
2,5  ■  1,5  +  2,1  ■  1,5 


-  -  10  kg. 


Ferner  ist 
X,  =  if=  +  178  kg,        r,  =  ^j  -  r  = 
S,  =  fl  =  +  178  kg,        r,  =  Ö,  +  F  = 
Iiimns  folgt 

TV',  -  ><X~»+~r,'  =  1/210*+  l'78"* . 
IT,  =  V'^^'+Tj'  =  yi78»+150'  ■ 
J)  =  V^*"-!^!'"  =  Vi  78*+  10»  ' 
7,       210 


200+10  =  210  kg, 
160  —  10  =  150  kg. 

'  275  kg, 
.  233  kg, 

■178  kg, 


^    '        X, 
V 


'  1,180: 


tg^^ 


ff 


178 


=  0,0562  :  p  - 


-  3"  10'. 


I  Druckkraft  D    ist    also   nach  dem  Widerlager  Ä   hin    geneigt. 

Zar  Keiohnerischea  Ermittelung  dienen  die  beiden  hergeleiteten 
In.  Es  wird  Stah  BC  vorläufig  als  unbelastet  angenommen, 
:  dann    auf  ÄC  den    Gegendnick    D'  ausübt,    dessen   Richtung 

on   ö,    im    Punkte    0^    schneidet    (Fig.    1G6).     Durch    diesen 

t  muß  auch  der  zugehörige  Widerlagerdruck  H','  gehen,  da 
I  drei  Kräfte  uur  dann  im  Gleichgewicht  sind.  Die  Richtung 
tKrfifte  ist  somit  festgelegt,  ihre  Größe  wird  durch  das  Kräfte- 

"  %D'iri'  ermittelt.  Wird  jetzt  Stab  ÄC  als  unbelastet 
gmommen,  so  übt  er  auf  BC  den  Gegendruck  B"  aus,  dessen 
thtiiEg  Jie  von  ^^  iü  Oj  schneidet,  durch  welchen  Punkt 
•nf»llB  wieder  der  Gegendruck  ICj'  des  Widerlagers  gehen  muß. 
*  Gröfie  A«t  Kriitte  //'  und  11^'  wird  aus  dem  entsprechenden 
Iftodreieck  hestjnimt.  Zweckmäßig  werden  die  beiden  senk- 
«Hten  Kräfte  ^j  und  Q,  aneinander  gezeichnet  und  alle  Kriifte 
""1  UM  lietreffenden  Q  ausgehend  in  derselben  Reihenfolge  rechts 
diese  angetragen. 


Wnun  i 


J 


U»K 


Uritte  Abteilung.    Statik  starrer  Körpersysteme. 


Siii«!   beido  Lasten  gleichzeitig  wirksam,  so  sind  es  auch  die 
iviii«l»nH'ht)iuleii   Gegendrücke.     D  ist  also   die  Mittelkraft  von  d' 


Fig.  166. 

Mild   h\  di<«  durch  Vervollständigung  des  Parallelogramms  erhalten 
^viiil       l''<'riiür   ist   W^    die   Mittelkraft    von    Wj^  und  D",   ebenso 

Wj  die  Mittelkraft 
von  W^'  und  D',  beide 
werden  durch  Verbin- 
dung des  Endpunktes 
von  D  mit  den  freien 
Endpunkten  von  ft 
bezw.  Qg  nach  Größe 
und  Richtung  ^ 
stimmt.  Die  Zeich- 
nung fahrt  bei  gege- 
benem Aufriß  wesent- 
lich schneller  zoni 
Ziel  als  die  Bechnnng 


Fig.  1C7. 


Beispiel  lOi 
Auf  einer  Bogenbrücke 
mit      drei     Gelenken 

I  l''lM   I <*'  t  *'''<'"'lß^  sic^  ^iß  Einzellast  Q  in  der  gezeichneten  Stellung. 

|)|i.  lii/iÜ»-  lind  Itichtung  der  Widerlagerdrücke  W^  und  "W",  ist  zu 
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"ar  mil.  Spannkräften  zu  tun,  die 


Jieilung  X   in   der  Horizontai- 

l'il^    zu   sein.     Bei   senkrechten 

/'i,-    -    ermitteln    eich    dann    die 

-i  Stabsystem  einen  starren  Balken 

-  den  Momentengleichungen : 

P3  ■  2i  +  P^  .  3i  +  ■  -  . 

iiitt  a  durch  die  Stäbe  1  und  2  gelegt 
KT  Pigur  entfernt  gedacht,  so  sind  die 
Stäben   wir- 

t 


Si  und  S,   als 

4i*('itende  äußere 

■11  l^t'ig.  171);  sie 

liT  außerdem  an 

Amtt   W^~l\    im 

-■■in.     Aue  der  Figur  erhält 

Si-(Tri-P,)cotga 


Fig.  171. 


live  Vorzeichen  bedeutet  Zugspannungen,  denn  TF,  ist 
171    ebenfalls    als   an   A    angreifende    Zugkraft   dar- 
trordeu,  das  negative  Druckspannungen. 
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Pg  und  P,  zn  einer  Mittelkraft  Ji  vereinigt,  ao  müssen  die 
Spannkräfte  S^  und  >Sj  ihr  das  Gleichgewicht  halten,  d.  h.  die 
drei  Emfte  inüsBen  sich 
in  einem  Punkt«  0 
schneiden, derdun-h  Pro- 
bieren gefunden  wiri 
Damit  ist  die  Gleichge- 
wichtslage des  SyatcuH 
bestimmt. 

Im  Punkte  C müssen 
sich  die  drei  Kräfte  P„ 
S, ,  S,  das  Gleit!hgewiclit 
halten;  da  ihre  Ilii^htui^ 
festgelegt  ist,  so  folgt 
ilire  GröBe  aus  den 
Kräfte  drei  eck,  ebenso 
ermittelt  sich  Sj  uos 
dem  Kräftedreieck  P^- 
Ss,S^.  Die  Widerlager-  1 
kräfte  TI\  und  W^  er-  I 
geben  sich  als  Mittel" 
kräfte  von  P,  uud  S« 
bezw.  F.,  und  S,. 

57.  Dreiecksfachwerk^* 
Fig.  169.  DieVerbindungvft** 

drei  oder  mehr  Gelenlf 
Stäben  nach  Figur  169  ist  i'ör  die  Praxis  unbrauchbar,  da  die  L:^* 
der  Stäbe  bei  jeder  Belastnngsänderung  wechselt.  Will  man  «u* 
größere  Spannweite,  für  die  ein  oder  zwei  Stäbe  nicht  ausreiche«*« 
durch  eine  starre  Verbindung  überbrücken,  so  müssen  je  drei  Stal'* 
ein  Dreieck  bilden  (Fig.  170),  da  dann  Bewegungen  der  slanw** 
Stäbe  gegeneinander  ausgeschlossen  sind.  Meist  werden  d»-* 
Lasten  durch  geeignete  Zwischenkonctniktionen  schon  auf  d»* 
Gelenke  Üherlragon;  ist  dies  nicht  der  Fall,  so  reduziert  Bi»** 
die   Lasten   nach    dem    oben    angegebenen  Vertahren    auf   di^ 
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.kpaukte  und  hat  daim  nur  mit  Sp.iunkrät'ten  zu   tun,  <Iie 
die  Stabriuhtungeji  fallen. 


Fig.  no. 

Gewöhnlich  pflegt   die   Feldteilung  A    in    der  Horizontal- 
itjektion    gemessen    gleichmäßig    zu    sein.     Bei    senkrechten 
lOtenpunktslasten    P, ,  P,,  P^,  ■  ■  -    ermitteln    sich    dann    die 
rtikalen  Stützdrücke,  da  das  Stabsjatem  einen  starren  Balken 
tritt,  nach  Absatz  35  aus  den  Momentengleichungen: 
W,  ■  l  =  Pj  ■  k  +  P^  ■  2X  +  P,  ■  3X  +  ■  ■ 
Trj-?=P„-A  +  P6-2A  +  ■■■. 
Wird  jetzt  ein  Schnitt  a  durch  die  Stäbe  1  und  ! 
!  der  übrige  Teil   der  Figur  entfernt  gedacht,  i 
den  geschnittenen  Stäben   wir- 
nden  Spannlcräfte  S,  und  S^   als 
I  dran  Punkt  Ä  angreifende  äußere 
rtftezu  betrachten  (Fig.  171);  sie 
Äsaen  abo  mit  der  außerdem  an 
^L  wirkenden    Kraft    W,  —  P,    im 

wöfhgewicht  sein.     Aus  der  Figur  erhält  man 
S,  =(ir, -P,)cotgß 

"**  positive  Vorzeichen  bedeutet  Zugspannungen,  denn  TF,  ist 
^  I'igur  171  ebenfalls  als  an  A  angreifende  Zugkraft  dar- 
B*Wlt  worden,  das  negative  Druckspannungen, 


'  gelegt 
<   sind  die 


WrP, 
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Fig.  172. 


Zur  Bestimmung  der  Spannknifte  Sj  und  S^  wird  ein 
Schnitt  h  dorch  die  Stäbe  3  und  4  gelegt  und  wieder  der 
übrige  Teil  des  Trägers  entfernt  gedacht,  so  daß  die  Figur  ITl' 
entsteht,  worin  S^,  S^,  S^  als  äußere 
auf  das  starre  System  wirkende  Kraft* 
auftreten.  Unbekannt  sind  <Sj,  und  S,; 
am  erstere  zu  bestimmen,  wird  die 
Momentengleichung  aufgestellt  für 
einen  Punkt,  durch  den  die  andere 
unbekannte  Kraft  S^  geht.  Dies  ist 
zweckmäßigerweise  der  Punkt  A.  d» 
dann  auch  Wi  —  P,  und  S,  nicht  in  der  Gleichung  vorkommen. 
Wird  der  Abstand  der  WirkuiigBÜiiie  der  Kraft  S^  vom  Dreh- 
punkt A  mit  )-g  bezeichnet,  ao  ist 

+  p,  ■  /  +  s, . ;,  =  0  m 

Zur  Ermittelung  von  S^  wird  C  als  Drehpunkt  gewählt,  durch 
den  die  Spannkräfte  Ä'j  und  Sj  gehen.  Man  erhalt  mit  dai 
Bezeichnungen  der  Figur; 

Beide  Spannkräfte  sind  demnach  Druckkräfte. 

Durch  Legiing 
eines  Schnittes  c  «' 
hält  man  in  gleicher 
Weise  die  Spimn- 
krüfte  Sj  und  Sj. 
Die  Methode,  die  in 
Deutschland  als  Ri  t- 
tersche  Schnitt- 
m  e  t  h  o  d  e  bezeichnet 
wird,  werde  noch  an 
dem    Schnitt   d   ge- 
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»igt.  Man  erhält  die  Figur  173,  in  der  die  Kräfte  S^,  >Sg,  S^g 
inbekannt  sind.  Zur  Bestinimong  von  S^  wird  der  Schnitt- 
mnkt  D  voa  S^  und  .^,0  als  Drehpunkt  genommen;  es  ist  dann 

r  Bestimmung  von  Su   ist  der   Schnittpunkt  A    der   Krätle 
und  S,Q  als  Drehpunkt  zu  wählen: 

-  Sä  ■  r,  +  Pj  -  2A  +  P,  ■  i  =  0 
S.  =  +  J^tP.  +  2P,). 

Zur  Ermittelung  von  .S',n  ist  der  Schnittpunkt  E  von  »%  und  S^ 
Drehpunkt  zu  nehmen: 

-  Sjo  ■  rio  -  P,  ■  A  -  Pj    2ä  +  (  n;  -  P,)3A  =  0 
S,.  =   ^  [3(11'  -  P, )  -  2P,  -  P,"], 

Die   Art   der   Lösung   ist   eine   rechnerische,   nachdem  die 
Längen  A  bezw,  r  der  Figur  entnommen  siitd. 

Auf  rein  /.eichneriechem  Wege  werden  die  in  den  einzelneu 
ben    auftretenden    Spannungen    mit    Hilfe    des    Oreniona- 
ichen  Kräi'teplanea   ermittelt,  dessen  Anwendung   »üb  dem 
ichstehenden  Beiepiel  erhellt. 

Ein   Hallendiieh   von    der  Spannweite   /  =  20  m    habe    in 
IBntfemung  von  je  5  m    eiserne  Binder  nach  Figur  174a;    die 
Eigenlast    einschließlich    Deckung    betrügt  80  kg  fttr  den   qm 
glfeandfläche,    die   Feldteilung    ist   gleichmäßig   A  =  5  m.     Das 
[■  eine  Teilung  entfallende  Gewicht  ist  demnach 
^  =:  5  ■  5  ■  SO  =  2000  kg. 
.   das  Gewicht   auf  die  Knotenpunkte    reduziert,    so  erhält 
i  die  senkrechten  Kräfte: 

p^^p.^  1000  kg 

p,  ==  p^  =  p^  =  Pj.  =  Pg  =  2{»00  kg. 
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Anf  cUh  StabBjstem  wirken  ferner  noch  als  äufiere  Krüfte  die 
(Jegendrücke  W, ,  Wj  der  Aof  lager,  die  den  Lasten  P  dos  Gleichge- 
wicht halten  müssen. 
Trägt  man  die  Kräfl« 
P^,Pf-  Pj  senkrecht 
aneinander  ab  etwa  im 
Kräftemaßstab  200ig= 
1^  mm,  so  wird  das  hier 
geradlinige  Eräftepolf- 
gon  geschlossen  dnrcb 
TT,  und  W,,  die  ent- 
gegengesetzt ZQ  den  P 
gerichtet  nnd  aus  Grün' 
den  der  Symmetri« 
einander  gleidi  etii"- 
(Fig.  174b). 

Denkt  man  aid 
jetzt  einen  Schnitt  u«" 
den  Punkt  A  herotf»" 
geführt  (Fig.  175),  »^ 
mfissen  die  drei  Kwf** 
Pi,S„St  im  Glwcb' 
gewicht  »ein,  also  ei** 
geschlossenes      Kräfte'  , 


baedc  bilden^  daa  gleich  im  di«  Kixft  P,  in  Fis^  I74l>  iHrui^rp- 
Eeichnet  wird.  Da  das  Dm^-k  im  gleicken  Sian«  dorrhUaf^n 
wraden  auiä,  so  ergeben  die  «iofai-faen  PfeLIspitzeo  xa  d«u  K»ft 
I  die  Rit-'htnng  d«-  in  A  »nsrreifenden  Spannkräfte. 
Wird  in  ijieicher  Weise  um  den  Ponkt  B  ein  Schnitt 
Bhrt,  so  ist  nach  dem  Prinzip  ron  der  Wirkung  und  (leg^n- 
5  die  Birhtnng  der  äpannkr^ft  S^  entg^^ngesetit  (siehe 
175).  Will  mau  die  hin-  in  B  auftretenden  Kralle 
■  in  die  Figur  11-ib  einzeichnen,  ao  jrilt  jetzt  för  ^',  die 
ipelt«  Pfeilspitze.  Man  erhält  dann  das  Kräfte{K>l_Tgv)ii 
■t  ^1  -^i  -^c  'n  •^^n*  ^^  Krafte  uUB^ehend  von  der  cr»teu 
mten  Kraft  TT",  so,  wie  i>ie  in  Figur  174a  re^rhtd  herani 
Inder  folgen,  aneinandergereiht  werden;  lUe  bisher  uu- 
biuif«n  ä'j,  5,  erhalten  die  einfachen  tteilspitzen,  die  stets 
■ngebracht  werde».  daU  das  Polygon  rund  herum  im  gleiciien 
i  durchlaufen   wird. 

FSr  den   Punkt   C   sind    wieder   die    Hichtungen    von   S^ 

i  jSj    umzukehren,    also    mit   dem    Doppelpfeil   zu    versehen, 

I  betr.  Kräftepolygon  ist  dann  der  Keihe  nach  i^ ,  »S', ,  i*, ,  S^ ,  Sj, 

1  die  letzteren   beiden  Kräfte  die  itichtung  der  einfhohon 

;  haben. 

Wird  die  Zeichnung  Punkt   für  Punkt   dem   Aufriß   dee 
iders    fönend   weiter   fortgeführt,    bo    entsteht   zuletzt   der 
ifteplan  Figur  174b,  aus  dem  die  Größe  der  Kräfte  ohne 
it*res  iibgegritfen  werden  kann, 
Ee  handelt  sich  jet^t  noch   darum,    fest/.ustellui 
;-  und  welches  Druckkräfte   Bind.     Zu 
B  Zweck  werden  die  Figuren  174  a  und  b 
h  einmal  durcbgeseheo,  wobei  nur  die 
i&chen,  ursprünglichen  KrUftepfeÜe  be- 
lltet  und    in     Figur   17.t     an    dieselbe 
ttlle  des  Stabes  gesetzt  werden,    wo  sie 
tt  Kräfteplan  stehen.     Die  Spannung  S^ 
i  ml  den  Punkt  A  gerichtet,  also  eine 
laft,  Sg  ist  TOn  A  weg  gerichtet, 
»  Zngkraft.    Ebenso   sind   S,  und  ,S'^  Vi^  i7,: 


.'.•1(-iie» 
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Druckkräfte,  da  sie  nach  dem  Pimkt  B  hingerichtet  sind.  S^  ist 
eine  Zugkraft,  die  vom  Pimkte  C  wegzeigt,  dagegen  ist  Sg  eins 
Druckkraft  usf.  Die  Zugkräfte  sind  in  dem  Kräfteplan  sohwai'fa, 
die  Druckkräfte  stark  ausgezogen.  Zu  bemerken  ist,  daß  die 
Entscheidung,  ob  Zug-  oder  Druckspannung,  in  Berücksiclitigiing 
desjenigen  Knotenpunktes  erfolgen  muß,  für  den  die  einfachen 
Pfeile  erbalten  werden. 

Beispiel  106.  (^Fig.  176.)  Der  dai-gestellte  Binder  (franzö- 
siseher  Daehstuhl)  werde  belastet  mit  den  Kräften  Pj=p5  =  470tj; 
und  P^  ^=  P^^  P^  '^  940  kg.  Die  Abmessungen  sind  l  =^  10,7  id. 
/(  =  3,0in,  /(i  =  0,7m,  s=e,5m,  '(--1,4  111.  Zu  berechnen 
sind  die  in  den  einzelnen  Stfiben  auftretenden  Spannkrätte  nui^h  1 
der  Hitterschen  Schnittmethode. 


Die    senkrechten    Lasten    rufen    Gegendrücke   hervor,    di«  ' 
Symmetriegrilnden  einander  gleich  sind: 

>r,  =  H',  =-  P,  +  P,  +  -^  =  1880  kg. 

Wild   der   Schnitt  a    gelegt,  so    folgt  die    Spannkraft  &  l 
der  Momentongleicbung    für   den  Schnittpunkt   von  Stab  3  und 

■•>:.  =  {W,  -PJ  —^  (1880  ~  470)  J^^'^--  ^  2930  kg. 


Vn.  Abdchnitt.     Statik  staiT 


ennittelt  aus  der  Momentengleichung  für  Uea  Schnittpunkt 
Btäbe  2  und  4: 


=  0, 


Der  Schnitt  b  ergibt   für  den  Schnittpunkt  von  Stab  5  und  6: 
S,  ■  M  -  J>,  ■  r,  +  (  \V\  -  !>,)  (^  j  +  r.)  =  U , 

Iter  fiir  den  Schnittpunkt  von  4  und   6: 


-  207Ukp, 


S.  =  (TI',  -  P,)*'^  - 


2,61 


-  1 


2,09 


-  I'ISHO  -  470)  — -  -  940  " 
i  ffir  den  Schnittpunkt  von  4  und  ö : 

—  &;,-/<-  Pj  ■  —  +  C^-'i  -  Pi)  —  =  0, 


111,7 


,      '  ^        2  /        2  -  3,0  ^ 


Die  noch    fehlende  Spannkraft  .S,    wird   durch    den    Schnitt  e 
litttlt;  man  erbält  ftir  den  Schnittpankt  von  2'  und  3': 

^■■•  +  P..r.-P,(|-r,)-P,(i-r.) 

+  ("-.-J',)(| '->-.)-"■' 


•Jiu 

1». 

1*.'! 

h 

.1  ■ 
1 

I ; 
I 


"_T^-   i.  T.''r*'^<'Tme. 


-  ~   "'i-^'i-^-^V  -^^ 


-    ;:•• 


-  ..    —  -'.I 


-    OÖ1>0    k-LT 


;.  -  -iz  «'  a  1  »z  11  in*»"'  i  tV u . 

V. 

Lr'.:>    in    den   Stäben 
>.  .".r::  Methu«!«'  zu  \>e- 


X 


:.  ■»>-  ■■-■ 


•  ■  -■- 
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Ausladung  ist  a  =  4  m,  die  Entfernung  des  Gewichtes  G  von  den 
Stützlagern  kann  annähernd  zu  fc'~ja=lm  angenommen  werden. 
Die  lotrechte  Entfernung  der  beiden  Kranzapfen  ist  Ä  =  4  m,  die 
Länge    h^  =  0,3  m   und   h^  =  0,4  m,   femer   c  =  d  =  1,5  m. 

Die  parallelen  Kräfte  Q  imd  G  rufen  im  Stützpunkt  A  einen 
entgegengesetzt  gerichteten  Druck  hervor,  der  ihnen  das  Gleich- 
gewicht halten  muß :  W^=Q-{'G=^ 4000 kg .  Femer  haben  die  Lasten 
Q  und  G  das  Bestreben,  den  Kran  umzukippen;  ihrem  Drehmoment 
wirkt  das  in  Ä  und  B  angreifende  Kräftepaar  (TFg?  ^^2)  entgegen, 
es  ist  demnach: 

H'g  =  Q  ^  +  G  ^  =  2000  •  j  +  2000  •  -^  =  2500  kg. 

Die    in    der    Krankette    wirkende     Zugkraft    ermittelt    sich    nach 
Absatz  52    zu: 

Q  2000 

^1  =  ^  •  1,05  . 1,025  =   -  •  1,05  .  1,025  '^  1080  kg, 

da  die  Kette  über  zwei  Rollen  geht  und  die  eine  nur  zu  einem 
Viertel  umschlingt. 

Der  Schnitt  a  ergibt  für  den  Drehpunkt  C: 

^1^  +  Qi((l  +  n)-  G(c-h)+  W^c-  W^h^O, 
^i  =-  J  [-  Q,{d  +  R)  +  G(c-h)  ^  W,c  +  W,h], 


S, 


1   =—  -,  [-  1080(1,05  +  0,1)  +  2000(1,5  -  1,0)  -  4000  •  1,5 
^'^  +  2500-  4], 

'^'i   '^'  '2180  kg 

^^     tiir  den  oberen  Knotenpunkt: 

—  S,r^  +  QJi  -  G{c-h)  -  \\\h  =  0, 

6;=  ^   [Q,l{-G{c-h)~W^1i\, 

,S,  =  -^A-     [1080  •  0,1  —  2000  (1,5  -  1,0)  -  2500  •  4j, 
6'^r^  —  5280  kg. 

Stephan,  technische  Mechanik.  14 
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Der  Schnitt  ß  ergibt  üQr  den  Schnittpunkt  von  4  und  1: 


0,1 


S>  =  -Q'^  +  Q,~ 2000 -i^H- 1080.  '^'^^ 

^3  Tj  1,9b  1.96 

S^  ~  —  1200  kg 

und  für  den  oberen  Ejiotenpunkt : 


s,- 


[10800,1  +  2000  .  1,0  —  2500  •  4,0], 


2,13 
5^  ~  — 3710  kg. 

Die  Säule  5  erfthrt  im  unteren  Teile  Druck  durch  W^  =  4000  k| 
also  65  =  —  4000  kg ;  femer  wird  sie  auf  Biegung  beanspruc) 
durch  das  Moment    W^  •  h^  bezw.    W^  -  h^ . 

Beispiel  108.  (Fig.  178.)  Der  Paralleltrftger  mit  gekreuzte 
Diagonalen  ist  mit  Hilfe  des  Cremonaschen  KiUfteplanes  zu  untei 
suchen. 

Das  dargestellte  Trägersystem  muß,  da  es  kein  einfacht 
Dreieckfach  werk  ist,  zerlegt  werden  in  zwei  Systeme  Figur  178  b  un 
178c  (Seite212),  deren  Kräftepläne  die  Figuren  178d  und  178e  siii( 
Die  Spannkräfte  der  in  beiden  Fach  werken  vorkommenden  Stab 
sind  dann  mit  ihrem  Vorzeichen  zu  addieren.  Es  ergibt  sich  d£ 
bei,  daß  in  den  beiden  Diagonalen  des  Mittelfeldes  11  und  1' 
keine   Spannkräfte   auftreten,    so   daß    sie   ohne   Änderung    in  de 
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ererteiluDg  fehlen  könnten.     Mau  würde  dann  allerdings  keio  j 
Dreieckfach  werk    mehr     haben,    weshalb    derartige    Trag« 
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Fig.  178  c. 

? 

stets  in  eine  gerade  Anzahl  Felder  eiii/.uteilen  sind,  da  dann,  w 
eiae  einfache  t Überlegung  an  Hand  der  Ki^fteplüue  zeigt,  all 
Diagonaleu  gespannt  wei'den. 


I 


VIII.  Abschnitt.     Bewef^liche  Ptabverbindunfren. 


Vni.  Abschnitt. 
Bewegliehe  Stabverliiiidungeii, 


nH.  Die  Briefwage  nnd  die  RoTurTalsche  Tafelwage. 
Die  Briefwage  entspricht  im  wesentlichen  der  in  Figur  90 
fesatz   34  dargestellten    Gamwage,    nur   wird   die   Last  nicht 
gehängt,   sondern   sie   ruht  auf  einem  Teller.     Infolgede» 
;  zur  Geradführung   des    deu   Teller   tragenden    Stabes   AA, 
a  Oelenkstab  0,-4,   einzufügen,  der  par- 
le!   zu    dem    Lastarm    OA    des   Wage- 
llkens  läuft  (Fig  179).     Die   Skala   ist 
ier  an  dem  beweglichen  HebeUyateni  be- 
stigt,   während    der  Zeiger    T)    an    dem 
eetell  festsitzt. 

Liegt  nnnder  Schwerpunkt  der  Last  Q 
«ht  direkt  über  dem  Stab  AAi,  sondern 
B  die  Strecke  j-  seitlich  davon  entfernt, 
l  wird   das  Moment  G  ■  .r  autgenommen 
[cfa  das  Kräftepaur  der  in   den  Achsen 
,  nnd   0,-4,  auftretenden   Spannungen. 
[  Lust   kann   also   eine   beliebige  Lage 
,  ohne  daß   die  Wage   falsch   zeigt, 
man  von  der  in  den  Gelenken  auf- 
fcden  Reibung  absieht,  die  um  so  größer 
llt,  je  größer  der  Lastarni  x  iat,  denn  um  so  größer  werden 
I  Spannkräfte  in  den  Gelenkstüben.    Die  Wage  zeigt  nn- 
,  sobald  sie  nieht  genau  senkrecht  steht. 
|ie   schon   in  Absatz  34   ge- 
,  eignen   sieb  derartige 
^agen     mit    festem    Gegen- 
y  C  nur  für  kleine  Lasten. 
|>Be   Lasten   werden   dureh 
Jewicbtsvergleichunj;    ge- 
r  welche  das  dargestellte 


c 


n 


Fig.] 


^       r 

1 

■ 
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Stabsyetem  dnrch  eiBiacbe  Verdoppelung  nutzbar  gemsclit 
werden  kann  (Fig.  180),  Es  ist  dies  die  Hobervalsche  Tafd- 
wage,   für  die  alle  obigen  Bemerkungen  ebenfalls  gelten. 


59.  Die  Brnckenvage. 
Fttr  große  Laaton  ist  eine  direkte  Gewicbtevergleichung 
nicht  angängig,  man  benutzt  dann  die  Brückenw^e,  dereu 
Schema  Figur  1^1 
zeigt.  Die  Last  V, 
die  auf  der  Platte 
der  Wage  liegt,  übt 
auf  die  Stiitzschneidi^ 
den  Druck  TT,  am 
und  ruft  in  der  zu- 
gehörigen Hiiuge- 
stange  die  Spamiuii)t 
S,  hervor.  ilanerliäU 


I 


"■|  =  <?-,- 


Fig.  18 


i 


H'i  drückt  auf  den  unteren  Tragbalken  vutd  wird  zum  Teil  durwi 
die  benachbarte  Schneide  aufgenommen,  der  audere  Teil  Tff- 
ursacbt  in  der  zweiten  Hängestange  die  Zugspannung 


S.  =  W,   -  - 


-Q- 


d 

Der  obere  Hebel  wird  durch  das  Gewicht  P  im  GlaicH' 
gewicht  gehalten.  Die  Momentengleiehung  für  den  Stfitzpunt' 
lautet 

Daraus  folgt: 


;- 


Q- 


,1 
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Damit  nun  die  Luge  < 
;,  maß  das  zweite  G 
"rersch winden;    dies   ist  nur   möglieh, 
oder  wenn  die  Bedingung  erfüllt  ist; 


auf  der  Platte  keinen  Eiu- 
dem  die  Länge  X  vorkommt, 

d 


c        e  +  rf' 
Der  untere  Tragbalken  muß   in  demselben  Verliältnia 
geteilt  sein  wie  die  Lastseite  des  oberen  Hebels. 

^Es  ist  dann 


-a^Q-h 


1  für  (1=  106: 


10^=  Q, 
t  Wage  beißt  demgemäß  Dezimalwage. 


Ei: 


CO.   E^niehebHlpresBe  und  Stelnzange. 
e  Skizze  der  Knie- 


hebelpresse  zeigt  Figur  1^2 
imMittelsclinitt.  Auf  einem 
FuBgestell  F  stehen  zwei 
Säulen  A,  die  oben  durch 
<iie  Traverse  T  miteinander 
Tei-bunden  sind.  An  der 
Tr-averse  befindet  sich  eine 
Druckplatte,  gegen  die  der 
TJsth  B  durch  die  äuge- 
st Vwne  Hebel  Verbindung 
K*^I>reBt  wird.  Werden  die 
'>ei<ieQ  einander  gleichen 
*^~*iieliehel  durch  die  Zug- 
**"3-ft  Sj  auseinander  ge- 
rieben, ao  üben  sie  nai.'h 
*'«en  und  unten  den  Druck 
V  aus,  der  lu  der  Figur 
*^    Gegendruck    auf     die 


^fe)iel 


■*l)el  eingetragen  ist.  Aui 

Kräftedreiocken    erhält    man    die    Druckspannung    in   den 
ihebela 


Dritt«  Abteiluug,     ätatik  ijtiirier  Körpersj'atenie. 


md  ferner  die  Zugspaunnng 

Die  zum  intrieb  erfortleriiche  Kraft  folgt  aus: 


P-2Q'ftg„, 


dabei  sind  die  Reilinugsverluste  auß* 


tTT 

-t 

— 

\    !/ 

','  VC, 

fl 

rlf 

Rt 

aelit  gelassen  woriiea. 
In  älinl icher  Weise 
wirkt  die  Steinzange  (Figiir 
183].  Gegen  den  Werkstein 
,S'  vom  Gewiclit  Q  legen 
sich  die  gliitteu  Greifer  J 
uu<i  wenlen  vermittels  iler 
Küieliebel  AB  und  AC 
und  der  Dopjielhebel  BOO 
und  CXE  durch  den  Zug 
am  Ringe  r  augepreßt,  der, 
wenn  das  Gewicht  der  Zang« 
(j;egeniiber  dem  großen 
Steingewicht  vernacliiüs- 
sigt  wird,  gleich   (^  ist, 

Die  Größe  der  in  dm 
Kniehehebi       auftretenden 


Drurkkraft   ist  nach  dem  Kräftedreieck  P  = 

Jeder  Greifer  wird  i 
drückt    niid    erfahrt    von 


it  der  Kraft  U  gegen  den  Stein  g^ 
Stein    in   der   Beruh rungt: fläche  die 


Gegenkraft   _^-  ■    Beide  Kräfte  übertragen  sich  auf  die  Angrift- 

punkte  J)   bezw.  E  der  Doppelbebel.     Für  den   Drelipunkt  0 
erhält  man  alao  die  Momentengleiehung: 


Soll   nun   der   Stein   mit  Sicherheit  fest  gehalten  werdi 
so   mnB   die   in   der  Fläche  dee  Greifers  auftretende  Reihungs- 

LVrafb  figll  größer  sein  als  die  Gegenkraft       ■ 


[  Diiraus  folgt  nach  Einsetzung  der  Gleichung  für  H: 


Eine    hii.'miit    im    wesentlichen    ilbereinstimniende   Zange 
häufig   zum    Herausheben  der   Gießtöpfe    aus    den    Öfen 
Ekntzt. 

■  eispiel  1U9,      Der   init  einer  Presse   nach  Figui'  182    ans- 
eilende   Druck   betrage    «Jl^öonkg,    es    sei   ferner    /,  =  1,2  m, 
a.     Jn    stärker    Jas   Arbeitsstück   ist,    desto    größer  Itllt 
Winkel  a   der  Kniehebel  aas.      Es  sollen   die  Kraft  Verhältnisse 
drei    Wiokel    o,  -  20",    r<„  =  15»,    a.  -  10"    untersncht 


(Die  Druckspannung    iu    den    Kniehebeln    ist    S,  ^ ,    die 

'  sm  a 

bnnnng   in    der  Zugstange    .S'^  =  2^tgu    unt]  die  am  Hand- 

InsKUÜbende  Kraft    P  =  S^    '-  ■     Man  erhalt  nach  Einsetzung 

■lenwcrte  folgende  Zusammenstellung': 


1>1G 


Dri? 


.wi  --.irr-r  Körpersy steine. 


10** 


und  ferju»r  »i 


Die 


'.    Z1I 


(112) 


dabei  siu«! 


J 


'M' 

2880  kg 

'4t» 

350  kg 

4.) 

29  kg 

^i^t-j.'.ange  ist  der  Winkel  a  um  so 

..  ^.'it:'    Stein   ist.      Die    Uutersurhung 

-oien  Winkel    «j  ==  20®,    (._.  =  3o". 

..  ...c^aebt?!     bleibt     annilhernd    dassellK- 

.   ^  iTroßer,  je  schmaler  der  Steiu  ^t, 
1 

"  -N5  * 

^viiiiuen,  so  ist 

b         1 
> 


? 


k:: 


1  1 

2  ^  0,45 ' 


•» 


'  ^  0,45  • 


-',;> 


.    iiio  iJ.T-facbe.  im  zweiten  eine  ^.-'j-tiuh** 


DrucI 


drücl 
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Vierte  Abteilung. 
Dj-naniik  des  Massenpunktes. 


rS.  Abschnitt. 
Geometrische  Bewegungslehre  des  Hassenpunktes. 

<U.  Bahn  imd  Bewegung  eines  Punktes. 

Die  Linie,  die  ein  bIi-Ii  bewegender  Punkt  beschreibt,  beißt 

e  Bahn  des  Punktes.    Man  sagt,  die  Bewegung  des  Punktes 

t   geradlinig  oder  krummlinig,  je  nachdem  die  Bahn  eine 

*ade  oder  krumme  Linie  bildet.    Die  Bewegung  des  Punktes 

•  jedoch  dureh  die  Bahnlinie  allein  noch  nicht  bestimmt, 
'Zn  gehören  vielmehr  noch  Angaben  über  die  Art  der  Be- 
rgung in  der  Bahn.  Eine  derselben  betrifft  die  Richtung 
*■  BewegTUig;  es  ist  notwendig,  zu  wissen,  ob  der  Punkt  die 
f'ecke  Ali  in  der  Ricbtung  von  A  nach  B  oder  umgekehrt 
*^cklegt.  Ferner  muß  augegeben  werden,  welche  bezw.  wie 
oße  Strecken  der  Bahn  in  einem  bestimniten  Zeitabschnitt 
'*"chlaufeu  werden. 

Werden  beispielsweise  hei  einer  Wettfahrt  von  Beobachtern, 
6  längs  der  Bahn  verteilt  sind,   die  Zeiten  notiert,  zu  denen 

*  betr.  Fahrzeuge  oder  der  gl.  aji  ihnen  vorbeikommen,  bo 
'Bt  sich  die  Bewegung  der  Fahrzeuge  auf  der  gegebeneu 
J*lai  graphisch  sehr  anBchanüch  darstellen.  Auf  einer  Achse 
"erden  die  Zeiten  t  aufgetragen  und  senkrecht  dazu  die 
bis  dahin    zurückgelegten  Strecken  s;    durch   Verbindung  der 
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80  erhaltenen  Punkte  (Fig.  184)  erhält  man  einen  Linienzug, 
der  bei  hinreichend  kleinen  Zeitabschnitten  in  eine  Kurve 
tibergeht,  welche  das  Gesetz  der  Bewegung  yeraBSchaulicht^ 
indem  sie  den  Zusammenhang  zwischen  dem  znrQckgelegten 
Weg  und  der  dazu  benötigten  Zeit  angibt.  Als  Einheit  der 
Zeit  gilt  die  Sekunde,  der  86400ste  Teil  des  mittleren  Sonnen- 
tages* hIs  Einheit  der  Länge  der  Meter. 
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Fig.  184. 


Fig.  186, 


62.   Gleichförmige  Bewegung. 

Wenn  die  das  Bewegiingsgesetz  darstellende  Kurve  eine 
^«»riide  Linie  ist  (Fig.  185),  so  ergibt  sich  aus  der  Figur  der 
/iisiinuiu'uhang:  ^.  .. 

^  =  '  *  =  const. 

od<M*  (hirch   Vorgleichung  der  beiden  schraffierten  Dreiecke: 

Äj       **i       i»i  , 

/    =  /  =  ^-onst., 

'8  h  ^i 
,1.  h  diiM  Verhältnis  der  zurückgelegten  Wege  zu  den  dazu  be- 
ll« il  igt  imi  Zoiten  ist  während  der  ganzen  Bewegung  dasselbe. 
|ht^  Hi'wogung  heißt  infolgedessen  eine  gleichförmige;  das  kon- 
nhiiilK  N'orliältniH  des  Weges  zur  Zeit  wird  die  Geschwindig' 
Ihm!.   «I*'n    ISiiikte«    genannt,    sie    wird   angegeben  in  Metern 


III) 


r  -- 
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Wird    der   Winkel,    den    die    Gerade   mit   der  Achse  der 
/uitou  bildet,  r  genannt,  so  ist  die  Geschwindigkeit 

s 


«^  =  y^  =  ^  ^  • 


,lii  Hioiler  also  die  Linie  der  s  ist,  desto  größer  ist  die  6e- 
Hchwiudigkeit  des  Punktes;  verläuft  die  Linie  parallel  zur 
AliHciHBenuchse,  so  ist  die  Geschwindigkeit  Null:  der  Punkt 
hnfiihlüt  sich  in  Ruhe.  Diese  Art  der  Darstellung  wird  be- 
nutzt hei  den  graphischen  Eisenbahnfahrplänen,  nur  ist  die 
liiihiiHtrecke,  die  man  sich  gerade  gereckt  vorzustellen  hat,  als 
horizontale  Achse  gewählt,  während  die  Zeiten  dazu  senkrecht 
nach  unten  abgetragen  sind;  die  Figur  186  enthalt  einen  Aos- 
H(*>hnitt  eines  solchen  Fahrplanes.  Man  sieht,  daß  die  Ändemng 
gegen  Fig.  185  nur  in  einer  Drehung  des  Ganzen  um  90* 
haHteht. 

Die  Fahrgeschwindigkeit  der  Eisenbahnzüge  wird  meist 
in  Kilometern  pro  Stunde  angegeben,  diejenige  der  Schiffe  in 
Knoten  pro  Stunde.  Um  diese  Angaben  auf  Meter  in  der 
Hf^knnde  zurückzufuhren,  dienen  folgende  Gleichungen: 

km  1000      m        ^otq      ™ 

"  =  ^     st      =  ^  ■  60760  Sek  =  ^'^'^  "^  Sek 

iiir>) 

Knoten  1852     m       r.,,-. .       m 

'•  =  "      St     =^-6Ö76ÖSek  =  ^'^^*'Sek- 

« 

Beispiele   von   Geschwindigkeiten: 

liiluiitiM-io    boiin    gewöhnlichen   Marsch    112    Schritt  jn 

in  <h'r  Minute =      1»^  cek 

l''uliirii(l    i.  M.   30  — =        ai    ^ 

St  ^ 

rioni   am    Livstwagen  im  Schritt 1      r 

km 

Knvullorio  im  Schritt     6    „  - =        1^  ?? 

St  ' 

„    Trab     14,5  , o^        4     tt 

M    Galopp  24 =        6|  n 

llrit't'taulH« <^      15     ff 
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km 
!3flt«rxag  etwa  30   ^^ =  84r   , 


Personenzug  etwa  -15  -^ 

üchnellzDg  etwa  65  bis  höchstens  90  -^ 

Ozeandampfer    (sogen annter    Postdampfer)     etwa 
Knoten 


in 

-■  18—25 


Knoten 
'        St 


jchnelldampfer 

Wafliger  Wind 

Sturmwind 

[!escho0  aus  dem  deutschen  Infantericgewehr 
M.  8S  beim  Verlassen  des  Rohres  (Anfangs- 
geschwindigkeit)   

Geschoß  aus  dem  Kruppschen  10,5  cm-Geschfltz 
(Anfangsgeschwindigkeit) 

SchaU  in  der  Luft 

Punkt  auf  dem  Erdäquator     ....... 

Licht  und  Elektrizität 


Bewegt  sich  der  Punkt  in  eini^r  kreisförmigen  Bahn  vom 
Radius  r  derart,  daß  er  u  ganze  Umliiufe  in  einer  Minute  aua- 
lihrt,  so  ist  der  bei  einer  Uni- 
li-ehung  beschriebene  Weg  s  =  23tr 
fet«r  und  die  dazu  benötigte  Zeit 

=  -  -  Sekunden.      Die    Umlaufs- 


933 

„ 

332 

., 

464 

„ 

300000 

km 

Sek 

!^s«h windigkeit    des    Punktes 
löttwiach 


B«) 

f.    Tt 


_ .  Trägt  man  auf  einer  Äcbae  die  Zeiten  t  in  einem  beliebigen 
'**Batabe  auf  und  senkrecht  dazu  die  Geschwindigkeit  v  (Fig.  1 H7), 
^  entsteht,  da  v  konstant  ist,   ein   Rechteck   aus   den  Seiten 

'  Sek  und  "  ^  v '  '^^^^*-'''  lubalt  deu  zurückgelegten  Weg  s  =  t>-t 
in  m  darstellt. 
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Beispiel  111  Bei  einem  Gewitter  bemerkt  ein  Beobaclitw 
zwischen  dem  Aufleuchten  des  Blitses  und  dem  Ertönen  des  Donnere 
einen  Zeitunteracbied  von  4^  Sekunden.  Die  Eotfemung  des 
Beobachters  von  der  Stelle,  wo  der  Blitz  niedeipng,  ist  zu  bei-ccbnen. 

Dieselbe  ist  natb  Gleichung  (114)  s  =  v  ■  t,  worin  f  die 
Gescbwindigkeit  des  ScbaUes  ist,  also  >'  =  332  ■  4J  —  1400  m, 

Beispiel  112.  Die  Welle  einer  Dampfmaschine  macht  8(i 
Umdrehungen  in  der  Minute,  der  Radius  der  Kurbi'I  beträjjt  11.4». 
Die  Dmlaufgea  eh  windigkeit  des  Kurbelzapl'ens  ist  zu  ermitteln.  , 


Aus  der  Gleicbunp;  (116)     r  ^  ' 

_  2jt  ■  0,4-  m 
''~      ~'60 


60 


=  3,35 


ergibt  sich 


Sek 


Beispiel    lia.      Die   Umfangsgeschwindigkeit   eines    ipuuiil«« 
der   Erdoberfläche   tinter   dem    'i'2.  Breitengrade    ist    zu    bestimmeii- 
Wird   die    Umfangsgeschwindig- 
keit eines  Punktes  unter  dem  ÄqW- 
tor    mit    f'n    bezeichnet,    so    iri  lÜ*- 
i  anderen  Punktes,  äw 
der   Polarachse    den    Abstand  f 
hat  (Fig.  IBS): 

'■         r        »o  cns <f> 


jenige   i 


iblglicb 


'Sek' 


"ürin  (p  die  geographische  Breite  o* 
Punktes  angibt,  also  im  vorliegwidi!» 
Falle  „ 

,-  =  4(i4  ■  cos  51'"  =  286  g-r- 

Beispiel  114.  BeMichnrt 
m  Figur  189  S  die  Sonne,  dot 
Kreis  AB  die  Erdbabn  und  i" 
ein  Stück  der  Jupiterbahn,  » 
werden  die  Verfinsterungen  der 
Jupitermonde  8^  Minute  Irflhw 
beobachtet,  als  die  Rechnung  am 
der  mittleren  Umlaufezeit  ergibt, 
ivenn  die  Ei-de  sieh  in  IS  befindet, 
dagegen  8}  Minute  später, 
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die  Erde  in  Ä  steht.  Die  Länge  AB,  der  mittlere  Durchmesser 
der  Erdbahn  betrfigt  40000  000  geogr,  Meilen.  Zu  berechnen  ist 
hierans  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes. 

Das  Lieht  braucht  zur  Zurücklegung  der  Strecke  «=  40  00(1 000 
Meilen  die  Zeit  I  ^-  16^  Minute,  es  ist  also  die  Geschwindigkeit 
nach  Gleichung  fll4) 

_    s  _  40000000  Meilen 
''  ~   l    ~        16,5        Minute 


ergibt 


40000000  ■  7.420  km 
16,5-60  Sek' 


V  ~  300000  .. 


G'i.  Ungleiohrörmige  Bewegung. 

Wenn  die  Bewegung  eines  Punktes  nicht  gleicUfÖnuig  ist 
heißt  sie  veränderlich  oder  ungleichförmig.  Werden 
zurückgelegten  Wege  wieder  senkrecht  zu  den  auf  der 
Scissenachse  abgeschnitteneu  Zeiten  aufgetriigen,  so  ergeben 
Endpunkte  nicht  eine  gerade  Linie  sondern  eine  Kurve, 
6  oben  gegebene  Erklärung  der  Geschwindigkeit  als  Ver- 
toift  des  Weges  zu  der  dazu  benötigten  Zeit  ist  hier  nicht 
lir  gillttg,  da  die  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkte  der  Bahn 
e  andere  ist.  Man  kann  jedoch  jede  krumme  Linie  aul- 
ten  als  zusammengesetzt  aus  unendlich  kleineu  geraden 
Icken.  deren  jedes  in  die  Tangente  füllt,  welche  an  die  be- 
ide Stelle  der  Kurve  gezogen  werden  kann.  Bei  der 
iormigen  Bewegung  ergab  die  trigonometrische  Tangente 
Winkels,  den  die  geometrische  Tangente  mit  der  Abscisseu- 
He  bildet,  den  Wert  der  Geschwindigkeit  des  Punktes.  Wird 
nun  die  Geschwindigkeit  innerhalb  des  herausgegriffenen,  un- 
endlich kleinen  Stückchens  der  Kurve  als  gleichförmig  auge- 
80  bahält  die  letztere  Deutung  ihre  Gültigkeit: 


.IgT 


I 


d 
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Aus  der  Figur  190  ist  ohne  weiteres  zu  ersehen,  daB  dl* 
augenblickliche  Cieach windigkeit  eines  sich  ungleichfÖnnig  fort- 
bewegenden Punktes  diejenige  Geschwindigkeit  ist,  mit  der  die 
Bewegung  erfolgen  würde,  wenn  sie  von  dem  betriichteten 
Augenblick  an  in  Richtung  der  Tangeute  der  Kurve  d.  h.  gleirh- 
förmig  verlaufen  würde.  Wendet  die  Kurve  der  Abscissenaebse 
ihre  konvese  Seite  zn,  so  wächst  der  Winkel  i,  also  anc.h  die 
Geschwindigkeit  mit  zunehmender  Zeit;  Die  Bewegung  ist  eine 
beschlennigte.  Der  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  in  der 
Zeiteinheit    heißt     die    Bes.hleunigung    des    Punktps. 


Dagegen   nimmt  die  Gesch^viudigkeit  mit  fortschreitender  Zeit 
ab,  wenn  die  Kurve  der  Ahscissenachae  ihre  konkave  Seite  RO' 
wendet   (Fig.  15)1):    die    Bewegung   ist   eine   verzögerte.     D'*' 
Oeachwiiidigkeit  wird  Null  an  der  Stelle,  wo  die  Tangente  »^ 
die  Kurve   parallel  zur  Abscissenachse   verlauft,   und    geht    *-•*- 
eine  negative  über,  d.  h.  die  Bewegung  wird  rückläufig,  wef*** 
die  Kur^-e  sieh  der  Absei ssenachse  uäliert.  ■ 


64.   Oleichförmig  veränderte  Bewegung.  ^^H 

Ein  Fall   der   veränderlichen  Bewegung,  der  in  der  Nat*^' 
häufig    vorkommt    und   dessen    rechnerische    Behandlung    se^* 
einfach  ißt,    ist   der,    daß  die   Geschwindigkeiten   des  Punkt** 
entsprechend   der  Zeit    wachsen   bezw.   abnehmen.     Diese   Bc 
wegung   heißt   gleichförmig   boeehleunigt   bezw.    gleich- 
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fmig  veraögprt.  Werden  die  Geschwindigkeiten  in  einem 
itwinktij^u  KoordinatensysteDi  ala  abhängig  von  den  Zeiten 
^tragen,  so  ist  die  Geschwiudigkeitfikiure  eine  gerside  Linie. 
Hat  der  Punkt  zur  Zeit  0  die  Geschwindigkeit  *>  und  iet 
I  Beschleunigung  p,  ao  ist  die  Geschwindigkeit  nach  der 
n  Sekunde  w,  =  p,  nach  der  zweiten  i'j -=«[-)-/»=  2^), 
tl  der  dritten  Cg  =  v^  +  p  ^  3p  usf.,  nach  t  Sekunden 

Beschleunigung  wird   hieraus  hei   gegebener  Gesehwindig- 
i  V  lind  gegebener  Zeit  t  Sek  erhalten  als  Quotient 


Der  zurückgelegte  W^  ergibt  sich  wieder  als  Inhalt  der 
(Che    zwischen   Abscissenuchse    und    Oeschwindigkeitskurve, 

Fläche  iat  in  diesem 
He  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
ig.  192),  deaaen  Inhalt  gleich 
halben  Produkt  uns  den 
Iden  Katheten  ist.  Man  er- 
t  so 

fe)         ,*  =  .V  ■  t'  ■  f. 
ji  hierin  der  aus  Gleiehuug 
Ö  folgende  Wert  für  c  ein- 

,  ao  ei^bt  sich 
)         s  =  ipf'. 
A  dagegen  I  mit  Hilfe  von  Gleichung  (l\^)  t  =      eliminiert, 


Ö  L         t. 


algt 


■Jp 


,  Geht  man  nicht  von  der  Zeit  0  aus,  eondem  von  einer 
ren  /,,  zu  welcher  der  Punkt  die  Geschwindigkeit  v,  besaß, 
»rhalt  man  für  die  Geschwindigkeit  c,  zur  Zeit  /,: 

v^  =  h  +  {ii-ii)P    (vgl.  Fig,  192) 
16* 


«n«iiiik  den  Massenpunktes. 

..:*.K,'r   U  —  ^i   die  Zeitdauer  f  der  Be- 
^»xÄ*«  Punkten  gesetzt  wird. 

/.urü(!kgelegte  Weg    ergibt    sich    als 
^x    .     .'    zuzüglich  des  Inhaltes  des  darüber- 
,     ii*t   uarli  Gleichung  (120)  -^2)t'^  ist,  also 

.X     X.4UU  N   nach  Gleichung  (121)  als  Differenz 
.  .^v•k^*   HU9   r«  und  t^   bezw.  aus   r,   und  t^   be- 

r^'  -■-  '\" 
2i) 
•i  noi;iuig  eine  gleichfönnig  verzögert^^  so  behalten 
iivu'hungou    ihn»   Galtigkeit,   wenn   nur    die   Ver- 
.  X   lu^^iitivo    Uesohleunigimg    betrachtet  wird^   wenn 

ux*^(^^^''<^   Vor/oiohen  eingesetzt  wird. 

.y,\\    wirblige   Anwendung  der    obigen  Formeln    ist 

k'\   xWr  Kr»rj>or  im  hiftleeren  Kaum.     Jeder  Körper 

\«,  •  ;l  ulio  der  Knie  erhüh  hierbei  eine  Beschleunigung ^^ 

. » 'iiuM'lu*    Kivbinuitfou    alli^^niein    mit    ausreichender 

^,  i     u  i|  =  tKM  ^,  *  a  aniron^nnuien  wird.     Genau  zu- 

.1    .iii»srv  NN  ort   tV.r  Jon  .'n*   Hreitouirrad  und  die  Höhe 

\..     »  .-.iM^vt^U.      Iv*-.    \jov:v.\j«:i    ». u  ^chwiiiiliaikeiten    ist    der 

.  .1    .  l  i;?\\\;*;o:^;au^:os  sut  iv.o  lvwt\:u.ni:  im  allgemeinen 

■v:\'*. .   »'.:il>   er  xoni.voi'.'.iiss*.:::   «e:\ien  kann.     Die  ab- 

,   .  ,    !  .»'./.•..  Ir.    ".r.t\or.   »:?V:i.i'./    ,«%..  V.    Anwendung    auf   den 

•  ■         i  \ 

.    t    .     ;  .      ..      K. ;••••' 


«1  •        «    « 


>■..'.:■     . '. ■  s ■■. .    •    .'    > T  Ji vj:^-.! ea ,    um    vom 
X    :'•...,    N    .>    A.      .  '.    ^^  .-->>  -^y.  jTrl  ru  fallen.      Dir 
\x  Nxv.  >.'  .o  V    •..■'.    .'.  ;    V    .-.^•s.        :  v.jrkr::    des  Steine^ 


\  . 


?^     V 


rX,  Abschnitt,    Geometriache  Beweguugslehre  des  Massen piinktes.     229 

Beispiel  116.  Welche  Zeit  braucht  ein  Körper,  um  einen 
Schacht  von  SlOm  Tiefe  herunterzufallen,  und  welche  Endgeschwin- 
digkeit hat  er  dann   erreicht? 

Aus  Gleichung  (120)     s  —  J^I*     folgt 


"  6,5  Sek. 


Aus  fileichniig  {IL' 


Vi  ■  9,( 


ergibt  sich 
"^210  "-  64,2 


Sek 


Beispiel  117.  In  Schweden  gibt  es  eine  Höhle,  aus  der 
das  Aii&cbiagen  eines  von  oben  trei  herab  fall  enden  Steines  erst 
□ach  25  Sekunden  gehört  wird.  Die  Tiefe  der  Höhle  ist  za 
berechnen. 

Man  erhält  aus  der  Gleichung  (l20)    s  =  i^gt^: 

s  =  i    9,81  ■  25*  --  3066  m , 

jedoch  ist  dabei  nicht  berücksichtigt,    daß   der  Schall  eine  gewisse 
Zeit  braucht,  um  den  Weg   nach  oben  zurückzulegen.     Die  Zeit  t 
zerfallt  also  in  zwei  Teile,  in  die  Fallzeit  1^   und  die  Zeit  1^,  die 
der  Schall  braucht  um  berauf^ukoiDmeu. 
Man  erhalt  so  die  drei  Gleichungen: 

l-h  +  ',, 

*  =  *■'"''        (,  =  9,81^^,), 

s^     vt,        (v 

■.n  beiden    unteren  Gleichungen 


''"'aD- 


Wird    f^  und  /. 
eingesetzt,  so 


y-^ 


+■■=/, 


woraus    sich    nach    Quadriening    und    Auflösung 
quadratischen  Gleichung  ergibt: 


:V'+?)- 


Nirtic    VUvUuiig.    Dynamik  des  Massenpunktes. 

\  .    .    Kuui  Uuug  der  Zahlen  wird 

.,  ^  8300  —  6433  =  1867  m. 
\\^^^[    m»i    dorn   positiven  Vorzeichen   des   zweiten   Gliedes  ist 

IUm  .|uol   118.     Ein  Körper  hewegt  sich  in  gerader  Richtung 

m 
u.a   Av\    Ui«4ihlüu«igung   1>==0,2     --^-     Am   Punkte  Ä   der  Bahn 

i.l  M»«iiu»iioholiwindigkeit  rj=10--i-,   am  Punkte -B    r,  =  30 


Sek '  *  -  g^t 

Iho  Kliitl'i'ruung  der  heiden  Punkte  ist  zu  bestimmen  und  die  Zeit, 

kUv  vli»r   Körper  für  die  Strecke  braucht. 

Nuob  (Ueichung  (121a)  ist 

t;«__.2       30«— 10« 
s  «:  ^--    *   =     ^    —--  =  2000  m. 
2p  2  .  0,2 

hi()  Zeit  ermittelt  sich  aus  Gleichung  (I18a)   zu 

v^  —  t\       30—10 

r  =  -^ ^  =    ~r^-         =  100  Sek. 

P  0,2 

Hoi spiel  119.     Ein  Eisenbahnzug  habe  beim  Anfahren  seine 

m 
vdllo   ^Fahrgeschwindigkeit  t;  =  20  -  — -    nach    3    Minuten    erreicht. 

Sek 

HtMiui    IJeschleunigung  und   der  in  dieser   Zeit  zurückgelegte  Weg 

ihl    uii/aigobcn. 

Aus  der  Gleichung  (118)     r=p't    ergibt  sich 

_  r  _     20     _  1     m 

^~   t  ~  360"  9  Sek-* 

Dvv  Weg  ist  nach  Gleichung  (119) 

.<  =  ^  r  •  /  =  V  •  20  •  3  •  60  =  1800  m. 

Hrispiol  120.     Die  Verzögerung  des  obigen  Zuges  beim  An- 

hulttMi  soi    p  ■-  —  (K4  ^     2*     ^^^*^  ^^^*'  ^^s  ^^r  Zug  steht,  und  der 

oeK 

>Nllhri»iul  i\vv  Bremsung  noch  zurückgelegte  Weg  ist  zu  bestimmen. 

Mail  orliUli  aus  (ileichung  ^118a^ 

/  --    -         *  =-         ,  .    «  50  Sek 
P  -  0,4 

und   a\is  (Jloiohung  (^121  a") 

r  *-  -r  '         0    -  20- 
2/)  2  m  — 0,4^ 
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Werden  die  Güscthwiiidigkeit«n    des    Zu^es    beim  Einfahren   in 

ine  Station  und  beim  Verlassen  derselben  abbüngig  von  den  Zeiten 

r  *ufgetragen,    so    entstpht   die    Figur  l'.Kl.     Der   zurückgelegt«  Weg 


durch  den  FUoUeninhalt  der  Dreiecke  ABC  bezw.  DEF 
B^iigegeben.  Nun  würde  ein  liecbteck  von  demselben  Inhalt  nnr 
die  b&lbe  Grundlinie  des  Dreieckes  ABC  haben,  d.  h.  würde  der 
Zog  seine  Geschwindigkeit  '*  behalten,  also  durch  die  Station  hin- 
dnrchfahren,  so  würde  er  für  die  Zurücklegung  desselben  Weges 
nur  die  halbe  Zeit  benötigen.     Beim  Hindurehfabren  brauchte  der 

Kng  demnach  nur    -  ^115  Sekunden  gegen  50  +  l!0-l-180 

=  1290  Sekunden  bei  einem  Aufenthalt  von  einer  Minute-  Ein 
tchnelbug  verliert  also  dureb  einen  solchen  Aufenthalt  290—115 
>-  175  Sekunden  "--  'i  Minuten. 

Beispiel  121.  Ein  Körper  werde  mit  der  Anfangsgescbwin- 
Bgkeit  c,  =  40ni  senkrecht  nach  oul'wSrtB  geworfen.  Zu  berechnen 
rt  <lie  Steighöhe,  die  Zeit,  nach  der  er  wieder  unten  ankommt,  und 
lie  dabei  erreichte  Geschwindigkeit. 

Der  Körper  erhalt  die  VerKßgening  </  =  —  9,81  _-rj  und  steigt, 

äs  sich  die  Geschwindigkeit  auf  Null  verringert  hat,  dsraus  er- 
utt«lt  sich  nach  Gleichung  (l21a) 


-40» 


-  81,6  n 


:  Steigdai 


■  ist  nach  Gleichung  (II  8  a) 
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Von  jetzt  ab  wird  der  Körper  positiv  beschleunigt  mit  ^=  +  9,81  w-^y 

die  Endgeschwindigkeit  ermittelt  sich  aus  der  oben  berechneteD 
Steighöhe : 

2g  2-9,81  '   ' 

d|raus  folgt  ohne  weiteres,  daß  r^  =  40  Sek  ist;  d.  h.  die  End- 
geschwindigkeit beim  Herunterfallen  ist  dieselbe  wie  die  Wurf- 
geschwindigkeit.    Die  Fallzeit  wird  ebenfalls 

,       v^  -  v,       40-0 
t  =  -  *  =  — --^     ~  4,1  Sek 

g  +  9,81 

ebensogroß  wie  die  Steigdauer. 


65.   Oscillationsbewegimg. 

Bewegt  sich  die  Kurbel  K  einer  Dampfmaschine  mit  der 
gleichförmigen  Geschwindigkeit  r  in  dem  Kurbelkreise,  so  f&hrt 
der  Kreuzkopf  eine  oscillierende  Bewegung  aus,  die  untersucht 
werden  soll. 


N  » 

\ 
\ 

-Ak. 


j 


Fig.  194. 


In  den  beiden  Totlagen  K^  der  Kurbel  hat  der  Kreuzkopf 
die  Lagen  A  bezw.  B,  so  daß  der  gesamte  Kreuzkopfweg 
s=2r  ist,  wenn  der  Kurbelarm  mit  r  bezeichnet  wird.  (Fig.  194.) 
Hat  sich  die  Kurbel  um  den  Winkel  a  aus  der  ersten  Totlage 
bewegt,  so  bildet  die  Schubstange  l  mit  der  Mittellinie  den 
Winkel  ß.     Nun  ist 

KC  =  r  sin  «  =  i  sin  /3, 
so  daß  man  erhält: 

sm  p  =  y  sm  a. 
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Das  Verhältnis  des  Eurbelarmes  zur  Schubstangenlänge  wird 
mit  X  bezeichnet;  es  hat  bei  liegenden  Dampfmaschinen  ge- 
wölmlieh  den  Wert  A  ==  |,  damit  ist 


(122) 


sin  /3  =  A  sin  a. 


Der   Kreuzkopf  hat   hierbei    den    Weg   x  = 

zurückgelegt. 

Nun  ist 

KqE  =  KqC  +  CJE. 
Aus  der  Figur  folgt 

KqC  =  r(l  —  cos  a), 

CE  ==l(l-eosß), 
also 

KqE  =  r(l  -  cos  a)  +  1{1  —  cos  /3). 


AD^K^E 


Mit  co8/8=}/l-sin*"/3  =  l/r-A»sin«a  geht  die   Glei- 
chung  über  in 

a:  =  r(l-cosa)  +  Z(l  - l/l  -  A» sin*  u) . 


,1 


Fig.  195. 


Wird  der  Winkel  a  von  der  zweiten  Totlage  aus  gerechnet, 

so  daß  der  Kreuzkopf  die  rückläufige  Bewegung  macht,  dann 

ist  nach  Figur  195 

KC  =  r  sin  a  =  ?  sin  /3 
also  wieder 


sin  j8  =  |-  sin  a  =  A  sin  a, 


femer 


x  =  BD==  K^E  =  K^C  -  CE. 
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Mit  

KqC  ^  r(l  — cos  a) 
und 

CE  =  1(1- cos  ß) 
erhält  man  jetzt 

X  =  r(l  —  cos  a)  —  1(1—  cos  ß) 
oder 

X  =  r(l  —  cos  a)  —  Z  (l  —  yi  —  A*  sin* a) . 

Die  Gleichung  unterscheidet  sich  von  der  vorhergehenden  nur 
durch  das  Vorzeichen  des  zweiten  Gliedes^  des  sogenannten 
Fehlergliedes.   Je  größer  die  Schubstangenlänge  gegenüber  dem. 

Kurbelarm  ist,  desto  kleiner  fällt  die  Strecke  CE  aus  und  fBLx" 

y 

Z  =  oü  ist  A  =  ,  =  0,    so    daß    dann   das   Fehlerglied   in  d^Tt 

Gleichung  verschwindet. 

Soll  dieselbe  Gleichung  für  den  Hin-  und  Rückgang  gelte: 
so  hat  man  zu  schreiben 

^  =  r (1  -  cos  a)  ±  Z  (l  -j/l  -  A«~sii»ä) . 

Nach  dem  binomischen  Lehrsatz  ist  nun 


yi  -(Asina)»  =  1  _  ^(A  sin  «)« , 

worin  die  folgenden  Glieder,  die  noch  höhere  Potenzen  y —  on 
(A  sin  a)  enthalten,  wegen  ihrer  Kleinheit  vernachlässigt  wer^^B^n 
können.    Wird  dies  in  die  obige  Gleichung  eingesetzt,  so  i^^t 

X  =  r(l  —  cos  «)  +  T^  A-  sin*  a 
oder 
(123)  X  =  rll  —  cos  a  ±      sin-  a j  • 

Für  «  =  0^  ist  selbstverständlich  .;•  =  0, 

für    a  =  ISO^  ebenso  x  =  i>  =  2r, 

für    (c  =  90^  erhält  man  beim  Hingang 

und  beim  Rückgang 


L  Abschnitt,  üeoinetriacUe  Bewpgunga lehre  des  Maeeenpunktea.  ^'^ö 
Wenn  die  Kurbel  in  der  Mitte  zwiaclieii  den  beiden  Tutlagen 
steht,  ist  der  Kreuzkopf  um  die  Strecke  von  der  Mittel- 
stellung nach  der  Korbelseite  hin  entfernt.  Für  den  gewöhn- 
lichen Wert  ^  =  i   ist  diese  Strecke   '^  des  Kurbelarmes. 


Fig.  106. 


Die  Geschwindigkeit  t:  dea  Kreuzkopfes  wird  um  ein- 
isten  anf  geometrischem  Wege  nach  Absatz  G6  ermittelt, 
'^ar  erhält  die  Geschwindigkeit  c'  der  Schubstange  durch  Zer- 
^guBg  von  (•  nach  der  Richtung  der  Schubstange  und  senk- 
;ht  dazu,    (Fig-  196.)     Da  r  senkrecht  zu  r  steht,  ao  ist 


r 

Vi 


"(-: 


-{<t+ 


«)= 


ixd  nun  c  vom  Punkte  K  nach  I)  übertragen,  denn  alle 
**fikte  der  Schubstange  haben  ja  die  gleiche  Geschwiadig- 
**t  c    in    der  Richtung   der    Stange,    so    ist   die    Kreuzkopf- 

!«schwindigkeit  c  =     -  a  =     —   -j  -     •    Die  beiden  anderen 
cos  p  cos  ß 

ggadi w indigkeitskomponenten  ergeben  die  Geschwindigkeit  der 

Punkte  der  Schubstange  senkrecht  zu  /,  dieselbe  ist  bei  K 

tUich  größer  als  bei  D, 

Ffir  den   Rückgang  erhält  man   durch    eine   gleiche   Zer- 


V  sin  {a~ß)        ,        „  ,  Bin  (a  ±  3) 

=  .      ■ :     also  allgemein:    c  =  v  ■   -    ^  -~   ■'  ■ 

eoH  (J       '  *  eoB  ß 

I  hierin  sin  (k  +  ß)   aufgelöst   und   durch  cos  ß    dividiert, 


V  =  V  (sin  K  ±  cos  a  tg  ^) . 
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An  Stelle  von  tg  ß  kann  ohne  wesentlichen  Fehler  sin  j3  ge- 
setzt werden,  da  ß  im  allgemeinen  klein  ist  und  f£lr  X^\ 
nicht  über  11^®  hinausgeht.  Wird  dann  noch  aus  Gleichung  (122) 
eingesetzt  sin  ß  ^  X  ain  a,  so  ist  mit  großer  Annäherung: 

c  =  V  (sin  a  J-  A  cos  a  sin  a) 
oder 

(124)  c  =  V  (sin  a  ±  ^  sin  2a j  • 

Die  Durchschnitts-  oder  mittlere  Geschwindigkeit  c^  de» 

s 
Kreuzkopfes    ist    nach    Gleichung  (114)   c^  =  - .  •     Macht  die 

V 

Kurbel  in  der  Minute  n  Umdrehungen,  also  in  der  Sekunde 
^  Umdrehungen,  so  legt  der  Kreuzkopf  den  Weg  äs^mal 

in  einer  Sekunde  zurück,  es  ist  also 

/io-x  2»      2rn 

(120)  .„  =  5.gQ=  3Ö- 

Die  Kurbelgeschwindigkeit  folgt  aus  Gleichung  (116)  zu 

__  2%rn 

^  ~  "  6Ö~ ' 

Es  besteht  somit  der  Zusammenhang 

und 

c^  =      •  v  =  0,636  y. 

Die  Beschleunigung  7?  des  Kreuzkopfes  ändert  sich  löi^ 
der  Stellung  desselben,  d.  h.  mit  der  Zeitdauer  der  Bewegung' 
Wird  jedoch  der  Unterschied  t^  —  t^  zweier  dicht  aufeinander 
folgender  Zeitabschnitte  als  sehr  klein  angenommen,  so  kaon 
die  Beschleunigung  während  dieses  Augenblickes  als  konstant 
betrachtet  werden,  so   daß   man  nach  Gleichung  (118a)  erhalt 

und  daraus 

(126)  p  =  r~r 
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iesclileanigung  ist  der  Quotient  aus  der  Differenz 

r    unendlich    nahe     aufeinander    folgenden    Ge- 

indigkeiten   und    der   Differenz    der   zugehörigen 

n. 

#/  ff 

Tun  ist  -  ^ — -^  =  (o  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kurbel 

hre   Umlaufsgeschwindigkeit    t?  =  roj    (vergl.   Absatz  67 
ung  (133)).     Man  erhält  also 


Og  — «1       r 
*2  —  c^i  =  — 

wird 


M  .  «*«    «*1  '  /  \ 


^2—^1  ^       «2  —  «1 

m  hierin  die  Werte  für  c  aus  Gleichung  (124)  eingesetzt, 
2    sin  «2  —  sin  Oj  ±  h  (sin  2^2  —  sin  2ai) 


r  «2  —  «1 

s  folgt  nach  der  goniometrischen  Formel 

sin  a  —  sin  p  =  2  cos      ^      sm    -^^-^ : 

2    2  cos"^  2  "'sin^~^^±  ^  [2cos(a2  +  ai)sin(a2-«i)] 

«2  —  «1 
belle  des  sehr  kleinen  Sinus  der  Diflferenz  («g  —  ai)  kann 

er  Bogen  ohne  Fehler  gesetzt  werden:*) 


COS  ^  ^-    —  («j{  —  Cfi)  +  k  cos  («2  +  «i)  •  («2  ~  «i) 


r  «2  —  «1 

wenn   fiir  den  Mittelwert        w    ^  einfach   cc  geschrieben 

p  =       (cos  a  +  A  cos  2«). 

iVird  p  für  verschiedene  Winkel  bestimmt,  so  erhält  man 
ide  Tabelle: 

)  Die  Abweichung  beträgt  bei   einem   Winkel  von  6°  erst  wenig 
1 

0000' 
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Hingang 

Beschletinig^ng 
P 

Rückgang 
a 

BeBchlennigang 
P 

()0 

180« 

■  •^(1+» 

30° 

+  :(0,866+^) 

160« 

-f  («*-+,') 

C0<^ 

+  y  <»,6  (1  -  1) 

120« 

—       0,6(1       l) 

r         ^ 

90« 

r 

90« 

r 

120« 

:  -'/\,5a  +  i) 

60« 

+  '-  0,5  (1  +  X) 

150« 

;:(o,8C6   A) 

30« 

+  ^(0,866       ;) 

180« 

(1     ;l) 

1        r   ■ 

0« 

Fig.  197 


Die  AuftraguDg 
dieser  Werte  an  den 
Enden   der    zugehö- 
rigen, durch  Schlagen    ; 
von  Ejreisbogen  mit    ; 
dem    Radius    l    2^ 
erlangenden      Weg- 
strecken X  ergibt  die 
Figur  197  und  zwar 
sind  die  positiven 
Werte  nach  unten, 
die    negativen  nach 
oben  abgetragen  wo^ 
den.     Die    ausgezo- 
gene   Linie    enÜuili 
die  Beschleunigung^ 
beim    Hingang,   die 
gestrichelte   die  des 
Rückganges. 

Wird  das  Fehler- 
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glietl  außer  aL-bt  gelasxeii,  d.  h.   nimmt  man   di^   Schubstange 
unendlich  lang  an,  so  daß  X  =  0  ist,  dann  sind  die  Werte  von 

p  fiir  Hin-   and  Rückgang   gleich   und  zwar  Ist  p^nx  =  ± 

Die  Kurve   geht  dann  in  die  schwach  ausgezogene  gerade  Linie 

(r  Figur  197  über. 
(6.  ZnsEmiineiisetzaiig  von  Bewegungen,  Qescliwiiidigkeiten 
UüA  BeachleunigUDgen. 
Bewegt   sich   ein    Punkt    m    einer    bestimmten    Kahn    und 
erfährt  die  Bahn   ihrerseits  wieder  eine  Bewegung,   so  ergibt 
sidi  die  wahre  oder  absolute  Bewegung  des  Punktes  durch 
Zosammen setzen  beider  Bewegungen.    Die  Bewegung  des  Punkte» 
in  seiner   Bahn   heißt   die    scheinbare    oder   relative    Be- 
legung, allgemein  werden  beide  Einzelbewegungen  als  Seiten- 
Wwegungen  bezeichnet. 

Hat  sich  der  Punkt  ,1  in  seiner  Huhn  während  der  Zeit  i 
'>>>  B  bewegt  und  ist  in  deraelben 
'*it  die  ganze  Bahn  des  Punktes  in 
i'f.  L^e  A' B'  bewegt  worden,  so  ist 
iler  wahre  Ort  des  Punktes  .4  nach  der 
;  Zeit  t  der  Punkt  ß'.  (Fig.  198.)  Der 
I  »Uolute  Weg  des  Punktes  A  ist  im 
»ligemeinen  eine  riinmliche  Kurve.  Ist 
wBewegungsgesetz  beider  Bewegungen 
Kkannt.  so  kann  die  Lage  des  Punktes  zu 
Jtder  beliebigen  Zeit  angegeben  werden. 

Sind  beide  Seitenbewegungen  geradlinig  und 
gleichförmig,  so  ist  es  auch  die  absolute  Bewegung  des 
'  nnktes.  Ist  nänilich  die  eine  Geschwindigkeit  i\,  die  andere  Vj, 
H  ist  die  nach  der  Zeit  /  zurückgelegte  Strecke  A  B  bezw, 
^C  (Fig.  199)  und  der  wahre  Ort  des  Punktes  ü;  nach  der 
Zeit  I'  sind  die  entsprechenden  Seiten bewegun gen  AB'  bezw. 
AC  and  der  wahre  Ort  JX.     Nun  ist 
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und 


AB 

>\t 

t 

AB' 

Vit' 

t' 

BT) 
B'D' 

AC 
A'C 

Vit 

v^t' 

t 
~~t' 

Die  Dreiecke  ABD  und  AB'D'  sind  demnach  ähnlich.    Da 

AB  und  AB'  auf  derselben 
Geraden  liegen,  müssen  auch 
AD  imd  AD'  in  eine  Gerade 
fallen,  ferner  muß   die  Pro- 

Portion  bestehen    ,A^.  =  /„ 

AIJ       t 

d.  h.  die  absolute  Bewegung 
ist  ebenfalls  eine  gleichför- 
mige.    Die  Figur  199  wird 

als  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten  bezeichnet. 

Die  wahre  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  ermittelt  sich 

sich  wie  die  Mittelkraft  aus  dem   Parallelogramm  der  Kräfte 

nach  der  Gleichung 


(128) 


v^  =  v^^  +  1*2"  +  2rj  Tg  cos  a. 


Ist    der    Neigungswinkel    beider    Seitengeschwindigkeiten   ei» 
Rechter,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 

(129) 


..2  _ 


r'  =  y/  +  i*. 


2 


Fallen  beide  Bewegungen  in  dieselbe  Gerade  und  ist  ib^^^ 
Richtung  übereinstimmend,  so  addieren  sich  die  beiden  EinJ^^^*^' 
geschwincligkeiten,   ist  ihre  Richtung  entgegengesetzt,  so  si^^ 

trahieren  sie  sich. 

Wirken  auf  den  Punkt  mehr^^ 
gleichförmige  Geschwindigkeiten  ^'t 
^y  ^'sf  •••in  derselben  Ebene  ein,  ^^ 
ergibt  sich  die  resultierende  walm^ 
Geschwindigkeit  als  Schlußlinie  d^^ 
betr.   Geschwindigkeitspolygons.    (Fig.  200.) 

Werden  dem  Punkte   gleichzeitig    drei   gleichförmige  G^ 
seh  windigkeiten  nach    verschiedenen    Richtungen    des    Raumes 


Fig.  200. 
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erteilt,  bo  erfolgt  seine  wahre  Bewegung  auf  der  Diagonale  des 
aiiB  den  drei  Geschwindigkeiten  gijhildeten  Parallelepipeds. 
Stehen  die  drei  Geschwindigkeiten  recht- 
winklig aufeinander,  so  ergibt  sich  die  ab- 
solute GeBch windigkeit  nach  Fig.  201  zu 
(130)  v^Yv^.+~r;-  +  vf  ^n)'^      N 

und  die  Winkel  k,  ß,  y,  die  r  mit  den  drei 
Achsen  X,  Y,  Z  bildet,  folgen  aus 


(131) 


Fig.  201. 

cos  ß  ^    ' ,     cos  y  =  -f  • 
■  nach   drei   rechtwinkligen  Achsen  zer- 


Umgekehrt  läBt  steh  i 
legen  in 

j'j  =  I'  cos  K,     )-^  =  V  COS  ß,     f\  =  w  cos  y. 

Dieselben  Znaammenhängc  lassen  sich  in  gleicher  Weise  her- 
leiten für  die  Beschleunigungen  bei  gleichförmig  beschlpiinigten 
Bewegungen. 

Gleichförmige  Geschwindigkeiten  und  Beschleu- 
nigungen werden  zuaammengesetzt  und  zerlegt  wie 
Kräfte,  die  an  einem  Punkt  angreifen. 

Beispiel  122.    Ein  Ruder- 

^'oot,  dessen  Fahrgeschwindigkeit  , 

•■1  =  2  — -    betrügt,    soll    einen 

i^trom  von  s=200m  Breite  und 
*'ner    Strömungsgeschwindigkeit 

'» '^  1,5  „-^  rechtwinklig  ühnr- 


Sefc 


™^^n.     Es  ist  die  Abweichung 
™''  BewegungBriohtnjig  den  Bootes 
B*gen   die  Üb  erfahrt  lichtung   zu  be 
_"^'falirt.     (Fig.  202.)  ^        j  . 

Aus  der  Figur  ergibt  sich    sin  «  =  —  =  -^ 


Fig.  202, 
und   die    Zeitdauer  der 
also    ff  =48"  40'. 


Ferner  ist 


=  W"- 


'     Sek' 
'  154  Sek. 
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Beispiel  123.     Ein  Boot  soll   einen  Strom  yon   5  =  300  m 

Breite  und  einer  Strömungsgeschwindigkeit    i;^  ==  2  --—  Sek  in  der 

Zeit  t  ='  3  Minuten  rechtwinklig  überfahren.  Zu  bestimmen  ist 
die  relative  Geschwindigkeit  des  Bootes  nach  Größe  und  lEtichtung. 
(Fig.  202.) 

Die  absolute  Geschwindigkeit  ist 


s         300  m 

'^^==3.60^^'^^  Sek 


Daraus  erhält  man 


m 


V, = y;.,«  - 1;»  =  y2«  -  i.e?»  ~  i,i  ^^^ 


und  tg  a  =  —  =  -— ~r  :     «  ~  50®. 

V      i,r 


V.  2 

^67 


Beispiel  124.     An  dem  Fenster  eines  Schnellzuges,  der  mit 

km 
einer   Geschwindigkeit    t\  =■  60  -^—   f&hrt,  bilden  die  Regentropfen 

St 

eine  Neigung   von   a  =  40®  gegen   die   Senkrechte.     Zu  berechnen 

ist  die  senkrechte  Fallgeschwindigkeit  t\  der  Tropfen. 

X,     .  X  X  60- 1000    ,     ,^0 

Es  ist     t'g  =  vj  .  tg  of  =    60 .60    •  ^  ^^  ' 

Vc,  <^  14  -— -  • 
^  Sek 

Beispiel  125.     Die  mittlere  Bahngeschwindigke"^^ 

der    Erde    bei    ihrer    Bewegimg    um     die    Sonne    ^^ 

km 
r^  =  29,7       ,  ,   die   Geschwindigkeit    des    Lichtes    1^^ 

km  : 

trägt    Tg  =  300000  •     Infolgedessen  erscheint  ^^^ 

Fixstern  A   nach   Ä  verschoben    imi    einen  Winkel 
der  zu  berechnen  ist.     (Fig.  203.) 

Man    erhUlt    tg  a  =  :;j  =  J^^  -  0,000  0 


A 

Ä 

T 

1 

"~7 

1 

/ 

1 

/ 

1 

/ 

l 

/ 

! 

/ 

1 

1      ■' 

f 

1     / 

i    / 

1    / 

W 

-i 
1 

1 

1/ 

also  a  '^  20  .     Die  Erscheinung   hat    den   Namen 
erration  des  Lichtes. 

Beispiel  126.    Die  Länge  eines  vorüberfahreii<3^ 
Baumstammes  soll  durch  Abschreiten  bestimmt  wer<3**^ 
Ist    die    Geschwindigkeit    des    Stammes    Vj,     ^^ 
Fig.  203.  des   Schreitenden  ij,   so  ergibt   sich   die   Länge,   v:en^ 
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er  Schreitende  den  Stamm  vou  hinten  überholt,  s  —  |t', —  ''i)'ir 
'orin  Vj  —  i\  die  relative  Geschwindigkeit  des  Schreitenden  gegen 
en  Stamm  und  l^  die  zum  Abschreiten  erforderliche  Zeit  ist,  die 
1  diesem  Falle  zweckmäßig  durch  die  Anzahl  der  nötigen  Schritte 
emessen  wird.  Wird  der  weiterfahrende  Stamm  dann  noch  einmal 
I  entgegengesetzter  Richtung  abgeschritten,  so  ist  die  relative 
iesch windigkeit  t\  +  r,;  die  Lange  ist  also  s  =  (r,  +  i'„)  f.,  wo- 
ei  fj,  die  hierzu  erforderliche  Zeit,  ebenfalls  durch  die  Aniiahl 
chritte  gemessen  ist. 

Uurch  Gleichsetiung   der  beiden  Ausdrücke   für  s  erhält  man 


esetzt,  so  ergibt  sich   i 


Wird  hieraus  v,   in  die  zweite  Gleichung  tTlr  ,t  ein- 
'i  +  'i 


!  Länge  eines  Schrittes 

I  Durcbachnilt  gleich  0,8  m.  Ist  beim  Überholen  die  AnKalil 
1er  Schritte  100  gewesen,  beim  Zuräckschreiten  20,  so  betrug  die 
V^«  des  Stammes  s  ^  26%  m. 

m     Beispiel  127.      Eine  Kanonenkugel  werde   mit  il^r  Anfangs- 
^nehwindigksit    r^  =  400  abgeschossen,  die  Kugel  ist  wfihrend 

leg  Fluges  der  Einwirkung  der  Schwere  unterworfen,  femer  werde 

ie  durch  Wind  mit  der  Geschwindigkeit  i',  =*  10  —       seitlich  ab- 
■elwikt.  ^^^ 

Wie  muß  das  Uuhr   gerichtet  werden,   damit   ein  bestimmter, 
!ö  die  Strecke    s  =  ÖOOO  m    entfernter  Pimkt,    der  sich   in  Höhe 
**■  Rohrmflndung  befindet,  getroffen  wird? 
•  s       5000 

Die  llugduuer  ist  (=    -  =       ^  =12,5  Sek,    »vHhi-emi  dieser 

"t    fallt  die  Kugel  nm  die  Strecke 

A  =  }.j(*  =  i-9,81  ■  13,5» -..765  m    " 
wird  durch   den  Wind   seitwärts  abgelenkt  um 

(  =  f^.  i  —  125  m. 

Suhr    ist   demnach    um   «inen  Winkel  u   über   die  Horiuintate 

Hebten,    der    wich    ergibt    aus    tgc  =       "  rn  n'    "  '^*  ^'s" 

■&'40',     Der  Winkel  ß,  um  den  das  Rohr  nach  der  Windrichtung 

I  126 

folgt    aus    tg  ö  =       =  ,  :     Ö    ist    dem- 
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67.  Normal-  und  Tang;eiitialbesclüeiiiiig;iiiig;. 
Ein  Punkt  bewege  sich   mit  gteicliff inniger  GeschwinJig 
keit  in  einer  kreisförmigen  Bahn  mit  dem  Radius  r  (Fig.  204), 
er  befinde  sieh  zur  Zeit  /,  im  Punkte  A  und  babe  nach  einem 
■  sehr  kleinen  Zeitraum  1^  —  I,  die  sehr  kleine  Strecke  s  zurück- 
gelegt,   welche    als    geradlinig  anf- 
gefaBt    werden    kann,    so    daß  sein 
Ort  der  Punkt  A'  ist.   Die  Gescbnin- 
digkeit  v  hatte  zur  Zeit  /,  die  Ricli- 
tiing    der   Tangente    tm    Punkte  .1, 
zur  Zeit  t^  iHt  diese  Richtung  über- 
gegangen in  diejenige  der  Tangent« 
in  A';   ihre  Große  wird   dargest-cüt 
durch  die  Strecke  A'B'.    Wird  jetit 
die   fieschwindigkeit   im    Punkte  A 
parnllei    eu     sii^h    selbst     nack  i 
verschoben,    so    daß   sie   die   Li^ 
A'B    einnimmt,     dann     bezeichnet 
die  Strecke  BB'  ^  it  die  Änderang 
der   Geschwindigkeit  während   der  Zeit  t^  —  Z^,    die  senkwclit 
zur  Strecke  s,  also  ra<lial  gerichtet  ist,  da  die  gleicbsclienkbgen 
Dreiecke   MAA'  und  A'BB'  einander  wegen  der  GleicJdieit 
des  Winkels  an   der  Spitze  ähnlich   sind  und  ihre  bomologea 
Seiten   senkrecht   aufeinander    stehen.     Eine   Geschwindigkeit*- 
ätiderung  kann  nur  durch  eine  Beschleunigung  des  betr.  Punkte* 

erfolgen,   die   sich    berechnet  aus   der  Gleichung  p^ 
Aus  den  ähnlichen  Dreiecken  erliült   man  für  u  den 


Fig.  504. 


'1,-h 


%  =  8—  und  wird  hierin 


eingesetzt 
Normalbeschleun 


r  =  ü  ■  ((,  — ^),  so  geht  die  _ 


iEtleichnng  für  dif 

rU32) 

Damit  ein  Punkt  sich    mit   gleichtormiger  Qeschwindifl 
in   einer   kreisfSrmigen    Bahn   bewegt,    d.   b.    eine   Zentf 
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bowegung  ausführt,  muß  er  dauernd  eine  Normalbe- 
fichleunigung  p,  =    -  erhalten. 

Wird   die  Winkelgeschwindigkeit   des  Punktes,   d.  h.   der- 
jenige Winkel,  der  in  der  Zeiteinheit  piisaiert  wird,  mit  la  be- 
zeichnet, an  ist  I'  =  7"  ■  üJ  nud  (it-mgemäß 
(133)  ,,.  _  r  .  „■. 

Ans  der  Gleichung  v  =  rta  ^  ■•    ei^ibt  »ich,   daß   die   Winkel- 
geechwindigkeit  ra  gemessen  wird  in  ■ 

Eine  ähnliche  Überlegung  kann  für  jede  beliebige  krumm- 
linige Bewegung  eines  Punkte«  angestellt  werden,  denn  man 
kami  ein  kleines  Stück  einer  Kurre  stets  durch  einen  Kreia- 
hogen  ersetzen,  dessen  Itadius,  der  sogenannte  KrümmungE- 
tadiuB,  dann  in  fJleichung  (132)  für  r  einzusetzen  ist. 

Beispiel  128.  Der  Mond  bewegt  sich  auf  seiner  nahezu 
kni»lormigen  Bahn,  deren  Radius  nach  trigonometrischen  Messungen, 
die  gleichzeitig  von  zwei  verschiedenen  SteUen  der  Erdoberfläche 
«na  Titrgenomiuen  werden  können,  zu  rund  dem  6ü-fachen  des 
Erdhalbmessers  bestimmt  worden  ist,  in  7"  =  27  Tagen  7  Stunden 
13  Minuttin  um  die  Erde. 

Die  Größe  seiner  Nonnalbeschleunigung  ist  zu  lierecbnen. 
Der  Halbmesser    der   Bahn    ist,    wenn    der    Badius    des   Erd- 
H  eingesetzt  wird,  r  =  60  ■  6377'lOOm,  die  Winkelgeschwin- 
2n  2«  1 

EUt  beträgt    0»=^-—^  n.,,.ncD,i  öIl'     l^araus  ermittelt  sich 

i  Normal  beseht  eunigung 

=  60-  6  377  400- 


2  360580  Sek 


2:i6n5ßo''Sek*' 


e  Brachleonignog  eines    t'allendeu  Körpei 

i  lu  n  =  9,781  „  ,  ,    hesiimmt    worden. 
Sek' 
iltunigungen  zueinander  ist  demaach 
/'-  _  0,0271   _      1 
</    ~    9,7ai    '~  3608  "" 


i    auf  dem  Erdäquator 
das    Verhältnis    beider 
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Diese  Rechaung  hat  Newton  ^ur  Aufstellung  des  nach  ihm 
Leaannten  Uravitationsgesftzes  veranlaßt,  sie  entliittt  der  Obw- 
sichtliohkeit  halber  eiuige  Veniachiftssigungea ,  liei  deren  Berflck- 
BJchtigimg  sieh  für  das  Verhältnis  der  genaue  Wert  1  :  CO'  er- 
geben würdi-. 


X.  Abschnitt. 
(iriindltihreu  der  Dynamik. 

68,    Das  Beliarrungsvörmögen. 

lii  dem  vorhergelieadeii  AbBi'linitt  wurden  die  Bewegung«! 
als  gegebßii  augesehen  untl  gewisse  Eigenscbaften  und  kenn- 
zeichnende Merkmale  derselben  durch  rein  mathotnatische  Be- 
trai;btuDgen  festgestellt,  ohne  daß  besondeiv  mechanische 
Voraussetzungen  geniac'ht  vriirden.  Wenn  jedficb  die  Bewegonütin 
eines  Körpers  aus  den  auf  ihn  einwirkenden  Kräften  hergel^it«! 
werden  solleu,  die  als  Ursachen  der  Bewegungen  erklärt  werdeOi 
so  müsaen  gewisse  Erfahrungsgesetze  herangezogen  weriltüii 
die  nicht  von  vnruherein  selbstverständlich  sind  und  die  ancB 
nicht  mathematisch  bewiesen  werden  können.  Die  Richtigkeit 
dieser  Gesetze  ergibt  sich  nur  aus  dem  Umstand,  daB  alle  darauf 
gezogenen  Folgerungen  und  Ergebnisse  mit  den  Beobachtungen 
übereinatimmt'U. 

Das  erste  Grundgesetz  der  Dynamik  lautet:  Jeder  Masaen- 
pankt  bleibt  im  Znstand  der  Ruhe  oder  der  geradlinigen, 
gleichförmigen  Bewegung,  solange  er  nicht  duruh 
äußere  Einwirkungen  zu  einer  Änderung  dieses  Zn- 
standes veranlaßt  wird.  Das  angegebene  Verhalten  wird 
als  Beharrungsvermögen  der  Materie  bezeichnet;  d»» 
von  Galilei  zuerst  angewandte  Gesetz  heißt  das  Gesetz  der 
Trägheit, 

Allerdings  zeigt  uns  die  Beobachtung,  daß  die  Gesehwindi^ 
keit  eines  sich  selbst  überlassenen  Körpers  allmählich  geringe^ 
wird  und  schließlich  ganz  aufhört.    Jedoch  bemerkt  man,  difr 


X.  ÄbBi'hnitt, 


idJehreii  iler  D^yuamik. 


aie  BeweguDg  um  so  melu-  gleii;h förmig  and  geradlinig  bleibt, 
je  geringerp  Hindernisse  entgegensteheji,  und  es  werde  bereits 
in  der  Statilf  gezeigt,  wie  der  Euifluß  der  Reibung  berück- 
sichtigt werden  kann,  der  am  meisten  dazu  beiträgt,  daü  das 
Gesetz  nicht  immer  klar  zur  Erscheinung  kommt. 

69.    Znsammeahang  zwischen  Kraft,  Beschleanigang  und  Masse. 
Es    wirke    eine    Kraft    von    konstanter    Intensitiit    <la,uemd 
anf  einen  bewegten  Masseupunkt  in  Richtang  seiner  Baku  oin. 
Ihr  Einfluß  äußert   sich  dureh  Änderung  der  Geschwindigkeit 
«iea  Punktes.    Ist  die  ursprüngliche  gleichförmige  Geschwindig- 
keit Vg  gewesen,    so    hat  sich    dieselbe  nach  einem  beHtiramten 
Zeitabschnitt  um   den   Betrag   i\    geändert,   so    daß    ihr   Wert 
e=Cu-i-rj   ist.     In   einem  zweiten   gleichen  Zeitabschnitt  hat 
die  Änderung  denselben  Wert,   die   Geschwindigkeit   ist  jetzt 
r  =  (r^  -f  (•,)  -|-  r,  =  r^  -\-  "2 1\    und    hat    nach   n  Zeitteilet 
[    gleicher  Größe  den  Betrag  c  =  Cp  +  n  c,   erlangt.     Ist   der  Zu- 
ncbs  der  Geschwindigkeit,  den   die  Kraft  dem  Punkt  erteilt, 
der  Zeiteinheit  ii ,.  ,  ,  so  hat  der  Punkt  nach  t  Sekunden  die 
Vnchwiudigkeit  v  =  v^ -\- ]it  bezw.  wenn  die  Kraft  verzögernd 
,   j'=  !■„—;>/:    Die  Bewegung  eines  Massenpunktes 
infolge    der   Einwirkung   einer    konstanten    Kraft    ist 
;  gleichförmig  veränderliche.     Der  Betrag,  um  den 
(ich  die  Geschwindigkeit  ändert,  ist  unabhängig  von 
J«r  bereits  vorhandenen  Geschwindigkeit.    Der  letztere 
Sitz  ist  das  zweite  Erfahrungsgesetz  der  Dynamik,  das  bei  der 
tohergeh enden  Ableitung  vorausgesetzt  wurde. 

Das  Maß  der  Gesehwindigkeitsändening  ist  die  Beschleu- 
ligong.  Nun  kann  die  zuerst  als  gleichförmig  vorausgesetzte, 
ftnprüngliche  Geschwindigkeit  i*,,  entstanden  sein  durch  Ein 
kbkuiig  einer  anderen  konstanten  Kraft  und  sich  unter  deren 
EnfluB  noch  weiter  ändern,  während  die  zweite  Kraft  auf  den 
KuBenpunkt  einwirkt.  Man  erkennt,  daß  die  Geschwindig- 
ratszonabme  f,  dadurch  nicht  beeinflußt  wird,  daß  dagegen  r^ 
B  derselben  Weise  wie  oben  sich  iu  gleichen  Zeiten  um  einen 


J 
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Betrag  v^  ändert.  Der  obige  Satz  kann  deiiinacli  zu  folf^euder 
Fassung  erweitert  werden:  Wirken  auf  einen  Maasenpunkt 
gleichzeitig  mehrere  Kräfte  ein,  so  ist  die  Beschleu- 
nigung, die  jede  Kraft  dem  Punkt  erteilt,  iiuabhängig 
von  der  bereits  vorhandenen  Geschwindigkeit  und  dpii 
Einwirkungen  der  anderen  Kräfte. 

Wirken  alle  Kräfte  in  der  Richtung  der  Bahn  des  Maasen- 
punktes,  so  addieren  sich  die  Beschleunigungen  algebraiscii, 
sind  einige  Kräfte  entgegengesetzt  gei'ichtet,  so  sind  deren 
Einwirkungen  Verzögerungen,  die  als  negative  BeschleunigiingeD 
in  Rechnung  gest-ellt  werden.  Haben  die  Kräfte  verschiedene 
Richtung,  so  kann  man  die  einzelnen  Besehleu nignugeu,  die 
ja  voneinander  und  von  der  Bewegung  des  Punktes  unab- 
hängig sind,  nach  den  Angaben  in  Absatz  fiG  zusammensetüeQ' 
Das  Verfahren  wird  als  geometrische  Addition  bezeichnet, 
bei  seiner  Ableitung  wurde  die  Unabhängigkeit  der  einzelnen 
Seitenbewegungen  voneinander  stillschweigend  vorausgesetzt. 

Wirken  gleichzeitig  zwei  konstante  Kräfte  J*,  und  J*j  auf 
einen  Massenpimkt  in  derselben  Richtung  ein,  so  erhiilt  er  die 
Beschleunigung  i*  =  ft -|- i'i ;  sind  beide  Kräfte  einander  gleich, 
also  P^-=P^,  so  wird  die  Beschleunigung  des  Punktes  infolg« 
der  Kraft  2 P^  :  p  =  2]\.  Bei  drei  gleichen  Kräften  P^  würd« 
die  Beschleunigung  den  Betrag  p'^S/»,  erhalten  usf.:  Di* 
Kräfte  verhalten  sich  wie  die  Beschleunigungen,  die 
sie  demselben   Maasenpunkt  erteilen. 

Wenn  aber  die  gleiche  Kraftwirkung  auf  verschirJene 
Massen  punkte  ausgeübt  wird  und  ihnen  die  verscbiedenflH 
Beschleunigungen  p  und  p  erteilt,  so  erklärt  man  diese  a^ 
weichende  Wirkung  aus  der  verschiedenen  Massengröße  beider 
Punkte.  Mau  bezeichnet  die  Massen  als  einander  gleich,  welob* 
von  der  gleichen  Kraft  dieselbe  Beschleunigung  erhalten,  und 
nennt  diejenige  Masse  die  größere,  welche  durch  die  gf 
gebeue  Kraft  die  kleinere  Beschleunigimg  erfährt: 

Die  Massen  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die 
Beschleunigungen,  die  gleiche  Kräfte  ihnen  ff 
teilen. 
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Eine  Kraft  P  erteilt  der  Masse  m  die  Beschleunigung  p. 
eine  zweite  Kraft  P'='nP  erteilt  derselben  Masse  die  Be- 
BClileunigung  p' ^  np;  soll  die  dnrch.  f  hervorgebrachte  Be- 
schleanigung  ebenfalls  {gleich  p  sein,  so  muß  die  Masse  im 
Verhältnis  b:  1  vergrößert  werden.  Man  erhält  also:  Die  Kraft 
P"  =  M  P  erteilt  die  gleiche  Beschleunigung  p  der  Masse 
m'  =^  n  ■  m.     Duraus  folgt  die  Proportion: 

P  :  P'  =  ,11  :  )«'. 

Die  Kräfte  verhalten  sich  wie  die  Massen,  denen  sie 
dieselbe  Beschleunigung  erteilen. 

Durch  Zusammenfassung  dieser  drei  Sätze  erhält  man  das 
dritte  Grundgesetz  der  Dynamik,  das  Kewtonsche  Boachieu- 
nigongsgesetz:  Die  Beschleunigung  p,  die  ein  Punkt 
von  der  Masse  m  dnrch  eine  Kraft  P  erfährt,  ist  der 
Kraft  direkt  und    der  Masse   umgekehrt   proportional: 

**'Orin  Ic  eine  Zahl  ist,  die  von  den  für  die  Beschleunigung, 
''^'aft  und  Masse  gewählten  Einheiten  abhängt.  Die  Einheiten 
**'frden   zweckmäßig  so   gewühlt,    daß  I:  =  1    isi     Man  erhält 

(134,  ,,-?, 


k 


Beschleuniennir  = -,- 

^      *       Masse 


Das  BeschleunigimgsgeBetz  enthält  das  Trägheitsgesetz  als 
'***»t.O  SpezialfaU.  Wird  nämlich  in  Gleichung  (134)  P-0 
°^^«tzt,  so  ist  auch  die  Beschleunigimg  p  =  0,  d.  h.  ohne 
^'i^virkung  einer  Kraft  ist  die  Bewegung  eine  gleichförmige 
r**^  femer  eine  geradlinige,  da  keine  a.blenkende  Kraft  vor- 
fanden ist. 

Unter  dem  EinäuB  eines  Gewichtes   erfahrt  jeder  Körper 


die 


Beschleunigung   des   freien   Falles,    so   daß   zwischen   der 
*Sse   eines   Körpers    m,    seinem    Gewicht   G,    das   nach    der 
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Erklärung  in  Absatz  23  eine  Kraft  ist,  und  der  Fallbeschleu- 
nigung g  die  Beziehung  besteht: 

(135)  G  =  m  .  (j. 

Im  technischen  Maßsystem  wird  die  Beschleunigung  ge- 
messen in   Q  v^  ^uid  das  Gewicht  in  kg;  als  Einheit  der  Masse 

erhält  man  dann  nach  Gleichung  (135),  indem  man  dort  för  m 
den  Wert  1  einsetzt,  diejenige  Masse,  die  das  Gewicht  g  kg 
besitzt.  Diese  Einheit  wird  ebenfalls  wie  die  Gewichts-  und 
Krafteinheit  als  Kilogramm  bezeichnet,  jedoch  ist  eine  Ver- 
wechselung beider  Einheiten  durch  den  Zusammenhang  der 
betr.  Stellen  gewöhnlich  ausgeschlossen. 

Beispiel  129.  Die  Masse  eines  Körpers  beträgt  15,3  kg. 
Sein  Gewicht  ist  anzugeben. 

Nach  Gleichung  (135)  ist   G  =  m  -  p^    also 

G  =  15,3  •  9,81  ~  150,1  kg. 

Beispiel  130.  Ein  Körper  von  der  Masse  m^  erhält  durch 
die  Kraft  P^  =  50  kg  dieselbe  Beschleunigung  wie  ein  anderer 
von  der  Masse  m^  =  20  kg  durch  die  Kraft  P^  =  30  kg.  Zu 
berechnen  sind  die  Größe  der  Masse  m^  und  die  gemeinsame  Be- 
schleunigung, sowie  die  Gewichte  der  Körper. 

///         P 
Es  ist    ^  =  J,     folglich 
m,       Pg '         ^ 

w   =  20  •  ^  =  33i  kg. 
1  30  •*    ^ 

^  Po       30  m  ^     •  u 

Die  Beschleunigung  ist  J^  =  -^  =  ^7.  =  1»^        j-      Das   Gewicni 

der  Masse  m^  beträgt  ^^'^       ^^  ^^^ 

G^  =  m^  .  ^  =  33i  •  9,81  <^  327  kg 

und  das  der  Masse  m^i 

G2  =  Wg  .  <7  =  20  .  9,81  ~  196  kg. 

Beispiel     131.        Ein     Schnellzug     vom     Gesamtgewicht 
G  =  200  000  kg     erfahre     beim     Anfahren     die     Beschleimiguu? 

t         Tn 

P  ^  ..  c^  ^  o'     ^u  bestimmen  ist  die  hierfür  erforderliche  ZnsknV^ 
9  öek- 

(1er  Lokomotive. 
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Die  Masse  des  Zuges  beträgt    w  =    -  kg,   die   zur  Beschleu- 

^  G 

ung  erforderliche  Kraft  ergibt  sich  hieraus  zu  P=iW'j)=  -•jjkg 

^       200  000       ^^^^, 
^==  9,81:9- '''^'^- 

Die  normale  Zugkraft  einer  Schnellzugslokomotive,  die  während 

Fahrt    zur    Überwindung    der    ReibungswidersiUnde   gebraucht 

ti,   beträgt   rund   2000  kg.     Beim  Anfahren  sind  allerdings  die 

derstände   geringer,    immerhin    hat   die   Lokomotive    dabei    eine 

»entlich  größere  Zugkraft  zu  entwickeln. 

Beispiel  132.  Über  eine  Rolle  ist  ein  Faden  geschlungen, 
dessen  Enden  die  Gewichte  G^  =  0,205  kg  und  G^  =  0,200  kg 
estigt  sind  (Atwoods  Fallmaschine).  Die  entstehende  Bewegung 
zu  untersuchen. 

Die   bewegende   Kraft  ist    P  =  G^  —  G^^    die   zu  bewegende 

isse    m  =  ^         ^  '    Die  Beschleunigung  ermittelt  sich  danach  zu 

_  P  _  Gl  —  ^2  ^ 

^'~  m  ~G^+G^'^Sek^' 

0,005  ^^,        ^    ^    ni 

^  =0:205  + 0,200 -''«^-«'^^  Sek*- 

Wird  nach  t  =  3  Sekunden  das  Übergewicht  entfernt,   so  er- 
^  die  Bewegung  nach  dem  Trägheitsgesetz  von  jetzt  ab  mit  der 

cbförmigen    Geschwindigkeit    v  =  p  *  t  =  0,12  •  3  =  0,36     -    • 
bis  dahin  zurückgelegte  Weg  war 

s  =  i  jpfS  ==  ^  .  0,12  •  3*  =  0,54  m. 

Bei  der  obigen  Rechnung  ist  die  Masse  der  bewegten  Rolle 
die  des  Fadens  vernachlässigt  worden,  femer  die  Reibung  an 
Zapfen  der  Rolle. 

Beispiel  133.     Das  Gewicht  eines  Förderkorbes  mit  Nutzlast 
ie  dem  Förderseil  bis  über  Tage  sei    G=  12  000  kg,    die  Ge- 

^vindigkeit  bei  der  Lastfahrt  von  t;  ==  16  -    ,    soll  in  ^  =  8  Se- 

Sek 

iden  erreicht  werden.     Zu  berechnen  ist  die  im  oberen  Teil  des 

^8  während  der  Anfahrperiode  wirkende  Zugkraft  P. 

Man  erhält    P=  m  -  p. 
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=  —     und    II  -=         ergilit  sieh  Meraua 


12000     16 
9,81    "    8  " 


24  500  kg. 


Beispiel  134.     Äaf  eine    Masse   m    wirken    »wei    Kräftig  P, 
nnd  Pj  nach  beliebigeo  Richtungen.    (Pig.  205.)     Die  Bewegung*- 


ind  KraftverhUltnisse  sind  ; 


Fig.  20Ö. 


itersuchen. 

Infolge  der  Kraft  P^  erlillt 
der  Massenpunkt    ilie    Beschleu- 
p 

— -  in  RichtiuiK  der 
m 

infolge  der  Kraft 
in  die  Rifhtiiagsluiii 
fallende   Beschleimiguiig 

joide    nach   dem 


Vorhergehenden  zu  der  resni- 
tierenden  Beschleunigung  p  zusammengesetit  werden  können,  welelw 
aich  durch  geometrische  Addition  von  j»,  und  p,  als  Diagonale  dM 
betr.  Parallelogramms  ergibt. 

Durch  Multiplikation  der  Beschleunigung  ji  mit  dem  Faktor  », 
der  Masse  des  bewegten  Punktes,  erl^lt  man  die  ilittellir»ft 
P=pm,  deren  llichtungslinie  mit  der  Richtung  von  p  zusanunen- 
railt.  Aus  der  Proportion  P,  :  P,  :  P  =  p,  :  pj  :  ;(  folgt  ferner,  dafl 
die  Kraft  P  ebenfalls  die  Diagonale  des  aus  P,  und  Pj  gebildet«« 
Parallelogramms  ist. 

Der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte,  der  in  Äbsati " 
als  Erfahrungstatsache  hingestellt  wurde,  kann  also  mit  Hilfe  ilsf 
Grundgesetze  der  Dynamik  hergeleitet  werden.  Da  jedoch  die« 
Grundgesetze  auf  Erfahrung  bemhen,  so  ist  der  gegebene  Bewus 
kein  im  mathematLscben  Sinne  strenger,  sondern  nur  als  eine  Be- 
kräftigung der  betr.  Grundgesetze  anzusehen. 


70.    MBcliaiiische  Arbelt.  Leistnng.  1 

Unter  der  Einwirkung  einer  konstanten  Kraft  P  lege  ein    j 
Körper  die  Strecke  s  anriick.     Wirkt  die  Kraft  stets  nach  der    ' 
selben  Itichtung,  so  ist  der  Weg  geritdiinig  und  fällt  mit  der 
Wirkungslinie  der  Kraft  zusammen,  falls  der  Körper  sich  Tor 
der   Einwirkung   der    Kraft    P   in    Ruhe     befand.      Man    be-- 
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rseickiiet  dann   das  Produkt   aus    der  Kraft  P  und  dem 
in  die  Kraftri^rhtung  fallenden  Wegp  s  als  die  von  der 
I  Kraft  anf  dem  Wege   verrichtete  niechnniaclie  Arbeit, 
I  die  in  Meterkilogramm  angegeben  vrird: 
[(136)  A  =P-smkg. 

Besaß   der  Körper   bereits  vor  der  Einwirkimg  der  Kraft 

[  «ine    bestimmte    Bewegnng   oder    wirken    noch    andere   Kräfte 

I  sof  ihn,  »0   ist  seine  Bahn   im  allgemeinen  krummlinig.     Die 

1  Arbeit  einer  nach  ßröBe  und  Richtung  gleichbleibenden  Kraft 

I  P,    deren  Wirkungslinie    also    der    Anfangslage    stets    parallel 

ist,   ergibt  sich  dann   als  Produkt  ans   der   Kraft  P  und  der 

Projektion    des  Weges   auf  die    Kraftrichtung,    deun    nur   die 

Strecke   A'B^s    ist  von    dem   Körper   dun-h  den   Einfluß  der 

Kraft    P    zurückgelegt    worden.     (Fig.  206.1      Die    Wegelänge 

wird    als    positiv    eingesetzt,    wenn    sie    in    demselben   Sinne 

wie  die  Richtung  der  Kraft  durchlaufen  wird,  anderenfalls  gilt 

sie    als    negativ.     (Fig.  207,)      Im    letzteren    Falle    fällt   dann 

auch  die  Arbeit  negativ  aus;  Ä  =  —  P  ■  s:    die  Arbeit  ist  zur 

Überwindung    der    der    Bewegung    entgegenwirkenden    Kraft 

geleistet    worden. 


» 


Obigen    folgt,    daß    die    Arbeit 


Kraft, 


^*^n  Wirkungslinie   senkrecht  zur  Wegrichtung  steht,  gleich 
^^U   ist. 

.\ndert  eich  während  der  Bewegung  die  Größe  nnd  Richtung 
_^*'  Kraft,  80  daß  ihre  Lage  und  Intensität  an  einer  bestimmten 
'*Ue  der  Bahn  durch  P  gegeben  ist  (Fig.  208),  so  kann  mau 
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annebnien,  daß  die  Kraft  während  des  kleioen  Wcf^töckes  a 
ihre  Grüße  und  Richtung  heibehält  und  erst  nach  Durchlaufen 
dieses  StückcB  plötzlich  eine  neue  Größe  und  Richtung  an- 
nimmt. Man  kommt  mit  dieser  Annahme  der  Wirklichkeit 
um  so  näher,  je  kleiner  a  ist;  bei  unendlich  kleinem  a  ;j;elit 
die  angenommene  eprungweise  Änderung  in  die  tatsScblicbe 
stetige  über.  Die  während  dieses  Wegteilehena  geleistete  Arbtit 
ist  dann:  P'U-cos^  und  die  Arbeit  der  Kraft  auf  dem  gaüzra 
Wege  s  ergibt  sich  als  Summe  dieser  Einzelarbeiten : 


(137) 


A^Z(P  , 


m<p). 


Die  Summe  kann  auf  rechnerischem  oder  zeichnen schem  Wepe 
ermittelt  wenlen,  wenn  das  Gesetz  bekaimt  ist,  nach  dem  sici 
die  Kraft  P  und  der  Weg  m  ändert. 


Fig.  208. 


Fi^.  3113, 


Die  Totalarbeit  aller  Kräfte  l\,  1'^,  P^,  ■  ■ -,  die  «if 
einen  Massenpunkt  einwirken,  ergibt  sich  als  Summe  der  Eiuul- 
arbeiten,  also  als  Summe  der  Produkte  aus  den  Kräften  oni 
den  entsprechenden  Projektionen  der  Wegelemenle  anf  di< 
Kraftrichtungen:  -1=  £{P-,s).  Der  betrachtete  Weg  de§ 
Massenpunktea  eei  ÄIi  =  l  (Fig.  209),  die  Kräfte  P,.P,-- 
bilden  mit  der  durch  die  Punkte  A  ujid  li  gelegten  Achse  ^e 
Winkel  «,,  a...  ■  ■  -.  ihre  Mittelkraft  li  schließt  mit  der  Achse 
den  Winkel  a  ein.  Werden  sämtl!<;he  Kräfte,  solange  d«f 
Weg  (  durchlnufen  wird,  als  konstant  nach  Grüße  und  Richtni^ 
betrachtet,  was  auch  für  veränderliche  Kräfte  zulässig  i»^ 
wenu  dann  die  Strecke  AB  als  unendlich   klein  angePOBuntf**-| 
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wird,  so  ergeben  sieh  die  Wege  s,,  s^,  •  ■■  s  als  Projektionen 
von  AB  auf  die  im   Pankte  A  aogetrageiien  Kräfte.     Nim  ist: 

/f  eosK  =  Pj  eo8«i  -|-  P,  cosKj  +  •  ■  ■  =  i"(P  cos«]. 
Die  eiuzelnen  CoBinus  ergeben  sieh  aus: 


lach  die  obige  Gleichung  übergeht  in: 


/■ 


R-^  =  p4  +  f.;J- 


p  .  s  =  Pj  .  ,*_  -f  Pj  .  .S,  +  ■  ■  -  =  Z(P  ■  s)- 
Die  mechanische  Arbeit,   welche   sieh   bei   der  Be- 
'bgong  eines  Maseenpunktes  für  die  Mittelkraft  aller 
fte  ergibt,  ist  gleich 


anf  ihn  einwirkenden  außen 
der  algebraischen  Summe  de 

träft  e. 


Arbeiten  dieser  Einzel- 


38) 


Der  Satz  der  mechanischen  Arbeit  gut  allgemein 
1  für  Tfränderliche  Kräfte,  da  deren  Arbeit  als  Summe 
r  ArbeitsteUchen  bestimmt  ist. 

Die  in  einer  gewissen  Zeit  geleistete  Arbeit  ist  um  so 
Ifler.  je  gi'Ößer  die  Geschwindigkeit  in  Richtung  der  Kraft 
,  je  schneller  also  der  betr.  Weg  zurückgelegt  wird;  anderer- 
kann eine  sehr  kleine  Kraft  in  hinreichend  langer  Zeit 
erhebUche  Arbeit  leisten.  Zur  vollen  Beurteilung  der 
it  ist  die  Angabe  nötig,  in  welcher  Zeit  sie  geleistet 
le,  oder  die  Beziehung  auf  die  Zeiteinheit.  Man  nennt 
in  einer  Sekunde  geleistete  Arbeit  Leistung, 
eitsstärke    oder   Effekt: 

mkg 
Sek  ' 

win  i-  ebeafulls  in  Richtung  der  betr.  Kraft  gemessen  wird. 
>ie  Einheit  der  Arbeitsstärke  ist  das  Sekundeu-Meterkilo- 
^;  1°  I  -  Die  Formeln  (138)  gelten  unter  der  Voraus- 
*teing,  daß  die  Kraft  P  bezw.  die  Geschwindigkeit  v  konstaut 


=  P- 


iramm  | 
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t  dee  MasHeupuiiktee. 


ist,  vas  für  die  meisten  Fälle  der  Technik  wenigstens  sehr 
angenähert  zutrifft.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  ändert  sich  die 
Leistung  mit  der  Zeit. 

in  der  Maschuieutechnik  werden  Leistungen  meist  in 
Pferdeatilrken  angegeben  und  zwar  ist  eine  Pferdestärke 
gleich  7ö  Sekimdeu  -  Meterkilogramni 

^  ^^  =  '-^   Sek 
Wird  eine  bestimmte  Leistung  von  N  PS  dadurch  ertielt 
daß  ein  Eräftepuar  vom  Moment  M_,  mkg  um  eine  feste  Ach« 
mit  n  Umdrehungen  in  der  Minute  dreht,  so  ist: 


(139) 

M^  =  —^  ■  75  A--  716,2  ^  m  kg. 

Beispi 
betragt    600 

b1  135.     Das  Gewicht  eines  Fahrstuhles  mit  der  W 

"■«sTk'  " 

ie    zur  Hebung  erforderliche  Arbeit  und  die  Leistung 

ist  anzugebe 
Es  ist 

und 

A  -  P  ■  s  =  600  ■  15  ~  9000  m  kg 
i  =  p .  f  =  600  -  0,G  =  360  ™- ^ 

oder 

„      Pv       600-0,6        ,^„ 

''=-7T 


75 


4,8  PS. 


Infolge  der  Widerstände  der  Zwischengetriebe  usw.  ist  der  Nnö" 
effekt  za  7)  '^  0,65  anzunehmen,  die  vou  der  Antriebs vorrichttuÄ 
zu  liefernde  Leistung  betragt  demnach 

75 -rj        75-0,65 
Beispiel  136.  Einer  Turbine  fließen  in  der  Sekunde  §=-2,5clP 
Wasser  zu,  die  ausgenützte  Gefallhöhe   betrage   5  =  5  m.     Za  be- 
rechnen ist  die  Leistung  der  Tiu-bine.  ■ 

Als  Arbeit  leistendes  Gewicht  sind  vorhanden  2500  ^,-,  il^ 

Sek 
Weg  ist  ö  m.     Die  theoretische  Leistung  der  Turbine  ist  dcTan»''!' 
2500- 5 


N^ 


75 


-167  PS. 


tdrphungeu.     Der  mittlere  Dampfdruck  sei    p  ^  3,! 

itnng    der    ilaRchine    ist    unter    Ann  ahme    Aes    Wirkungagradi 
•  0,82    zu  ermitteln. 
Die  auf  den  Kolben  wirkende  Kraft  ist 


S.  Abschnitt,     Grundlebieo  der  Dynamik, 
erhalt    man     d: 


einem    Wirkungsgrad     tj  =■  0,8 
2500  ■  5  ■  0,8 
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Beispiel  137.  Der  BSr  eines  Dampfhammers  einBchlieBlich 
en  wiegt  G  =  400  kg.  Die  Hubhöhe  ist  s  =  0,7  m.  Die 
dnem  Schlag  geleistete  Arbeit  ist  i 


iel  138.     Eir 
KolbeDhub  i 


Dampfmaschine  i 
=  0,9  m   macht    i 


a  Kolben  durchm  es  ser 
der   Minute    «  =  75 


P  =  -  rf»  ■ 


■  45*  ■  S,2  ~  5090  kg; 


mittlere  Kolbengeschwindigkeit  betragt 


Daraus  folgt 


JV  = 


75 


75 


Beispiel  139.  Es  ist  anzugeben,  welche 

it  erforderlich  ist,    um    eine  rechteckige 

K>gene  Säule  von  a  —  im  Länge,  &=2m 

Ite  und  Ä^6m  Höhe  umzustürzen,  deren 

hebt  G  =  3P50  kg  beträgt  {Pig.  210). 

Das  Gewicht  G  greift  in  dem  Schwer- 
kt  S  der  Säule  an,  beim  Kippen  um  die 
B  a  bewegt  sich  der  Schwerpunkt  auf 
aus  A  mit  dem  Kadius  r  geschlagenen 
«  luid  steigt  also  um  die  Strecke 


zum  Kippen    nötige  Arbeit  ist   nun    Kraft  mal  Proji 
[«  auf  die  Kral'trichtung,    also    A  ^  G  ■  S. 


:£ 


äj 
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\  m: 


ist,  was  für  die  meisten  FW- 
angenähert  zutrifft.  Ist  d[o>  r 
Leistung  mit  der  Zeit. 

In    der    Maschinen ti*«!' 
Pferdestärken    angoi;rl - 
gleich  75  Sekuuden-Mrt' 


Wird  eine  bestiü' 
daß  ein  Kräftepaar  ^ 
mit  n  Umdrehung»:»  ■ 


(139) 


N 


Beispiel  i:: 
beträgt   600  k«r. 

0,6    ,"^,  .     Dif> 
'     Sek 

ist  anzugeber 

Ks  ist 

und 


oder 


—  o  =  0,1»)  ni 


-  i-  —  o  =  O.m  m 


JüJ 


-^ -   J-i.-« 


:>'.  ö9  habe  den 
.iiiie  sei  ;/  =  <•'. 
v'-cude  Leistiiii'jv 


-  -  :^     i-  ni::lere  Schiel'»'J'- 


^TÄ. 


-■-■:■  :■•>  N-rV't-izapfen.s  eiii^i" 
•f.-si-.T'i'  .  Per  Ktfll'UHi-'" 
^.  \i.>:-z.e  iL   d^^r  Minute- 


Infol^'« 
effekt 
zu  li< 


W 


t  Tv; 


"^is^srrr 


"2i'i:>:i:ini:eii  in 


lief 


.-r  ir^'rz  und  der  lo''«^" 
-:.t.'^l>f:.':;2i:  der  Wi^i'^r* 
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rden   die  Widerstände  in  Rechnung  gezogen,  so   ist   nach 
g  (100) 


^=*^+«Ci+2^i) 


zur    Lasthebung    aufzuwendende    Arbeit    am    Seil    nach 
')2 

'  Wirkungsgrad  der  festen  Rolle  ist  nun 

Absatz  52.  ^^  ^ 

Q 

der  losen  Rolle  ist    i^Q  =    -,  dafür  legt  die  Kraft  Pq  den 

Q    Weg  s    zurück,    so    daß    ebenfalls    der   Zusammenhang 

Ä^=  Pq'2s  =  Q  '  s 


^  2 


alt  daraus  wieder 

Po       P,'2s       A, 


V  = 


P        P'2s       A^  §     .  r 

n  kann  hiernach  den  Wirkungsgrad  erklären  als  Quotient 
eit  der  Last  und  Arbeit  der  bewegenden  Kraft  oder  all- 
•  ausgesprochen  als  Quotienten  aus  der  von  der  Maschine 
men  Arbeit  und  der  zur  Bewegung  aufzuwendenden  Arbeit. 

ispiel  144.  Um  an  einem  dreiroUigen  Flaschenzuge  die 
=  350  kg  hoch  zu  winden,  ist  eine  Zugkraft  P  =  71  kg 
ich.  Der  Wirkungsgrad  des  Flaschenzuges  ist  zu  bestimmen. 
.  die  Last  Q  die  Strecke  s  ra  hochzuwinden,  ist  die  Arbeit 
•  s  mkg  aufzuwenden.  Das  lose  Seil  ist  die  Strecke 
herauszuziehen,  die  Arbeit  ist  demnach  42=^* 2- 3 -5  mkg. 
•kungsgrad  ist  nach  dem  Obigen 

>;  =      ^  =  =        -         ~  0,82. 

'       A^       P'2'S'S       71. 2-3 

17* 
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Be.ispiel  145.  Ein  Riewen  soll  N  —  20  PS  auf  eine  eiserne 
Scheibe  vom  Radius  B^  =  0,^5  m  übertragen,  die  n  =  600  Dia- 
drehuDgen  in  der  Minute  m&ciit.  Der  Um fassungswinkel  betrage 
a  =  Ifie"  (vergl.  Beispiel  96).     Die  erforderliche  Riemenspaimiiiig 

ist  anzugeben. 


Es  ist   (^-"  =  2,26  und     .,^„_, 

Gleichung   (97)    und    (98) 


*  P         ui-nB  1 


-B,     tf'' 


=  0,81.     Man  erhalt  damit 


716,3-20 
"0.25-600" 


77  kg 
P=Qe- 


=  77-2 


..  174  kg. 


Beispiel  146.  Die  Leistung  einer  DampfmascbiDe  soll  mit 
Hilf*!  eines  Bremsdynumometers  untersucht  werden.  Die  Um- 
drehungszahl sei  n  =  100,  femer  die  LUnge  des  Hebels  l  =  Sm 
und  der  an  der  Dezimalwage  gemessene  Druck  P=360kg,  (Pig.21l.l 

>■ "i 


Wenn   ilie  Wage  bei   der  richtigen  Drodiehungsiahl  einspieHi 
so  ist   das  Gewiohtsmoment  P  ■  t   gleich  Aem   Reibungsmomei 
fest   angezogenen   Bremsklötze   und    die    ganze    Arbeitsleistung  "™ 
Maschine  wird  ziu-  Überwindung   des   entgegenwirkeuden  Reibung*"   I 
momentes  verbrftuclit.     Man  erhält  somit 


P.  f=  716,2 
md  hieraus  die  Leistung  der  Maschine 


.  N 


716,3  716,2 
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71.    Das  Arbeitsvermögen. 
Wirlvt    auf    einen    Massenpunkt    von    der    Masse    hj    eine 
}fltante  Kratt  P,  so  bewegt  er  sich   in  Richtung  der  Kraft 

F 
t  der  Beschleunigung  p  =  Ist  die  Geschwindigkeit  zur 

^t  /(  durch  j',  gegeben  nnd  hat  dieselbe  zu  der  Zeit  /,_,  den 
^ert  r,  angenommen,  dann  ist  nach  Gleichung  (121a)  der 
arückgelegte  Weg   s  =  -^ — -  ■      Aus    dieser   Gleichung   er- 

muL    j)s  =  ^■''i''"  i''i*    i^"!  "^'■'1    darin  für  p    der    obige 
_       P 
art  —  gesetzt,  so  ergibt  sich: 

tö)  i  w  V  -  \  mv*  =Ps  =  A. 

Man  bezeichnet  das  halbe  Produkt  aas  der  Masse  und 
Quadrat  der  Geschwindigkeit  als  Arbeitsvermögen 
I  Hassenpunktes:  E  =  ^  nir^. 
Die  Gleichung  (140)  wird  dann  ausgesprochen:  Die  Zn- 
me  an  Arbeitsvermögen,  die  ein  bewegter  Massen- 
tttt  erfährt,  wenn  er  aus  einer  Lage  in  die  andere 
Srgeht,  ist  gleich  der  von  den  wirkenden  Kräften 
feisteten   Arbeit. 

Die  Horleituug  des  Satzes  ist  allerdings  nur  für  eine 
tft  gegeben,  jedoch  kann  diese  als  Mittelkraft  einer  be- 
igon  Anzahl  Einzelkräfte  aufgefaßt  werden,  deren  Arbeit 
1  Absatz  70  gleich  der  Summe  der  Arbeiten  aller  Einzel- 
fce  ist. 

Da  beide  Seiten  der  Gleichung  {14*1)  dieselbe  Dimension 
!Ki  mfiasen,  so  ergibt  sich  als  Einheit  des  ArbeitsrermÖgens 
Heterkilograram. 

Ist  die  Geschwindigkeit  r,  kleiner  als  Vj,  so  bat  das 
eitsTermögen  abgenommen;  die  Abnahme  hat  dazu  gedient, 
ebenfalls  negative  Arbeit  der  äußeren  Kräfte,  also  die 
(erstaadsarbeit  zu  überwinden. 

Besaß  der   Punkt   bereits   vor   der  Einwirkung    der   kou- 
Äeso  Kraft  P  eine  bestimmte  Geschwindigkeit,  so  ist  seine 
im  allgemeinen  eine  ebene  Kurve.    Die  Geschwindigkeit  i\ 


A 
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Beispiel   I 
Scheibe  vom    Ifu«! 
drehungeii    in    u- 
a  -=  K;«"  (ver. 
ist  anzuyelMMi. 

Es  ist    '■ 

aiis    Gleii-huji_ 


e  = 


31 
IL 


und 


Beis| 
Hilfe     ein« 
dreliunf^'s/j!  • 
und  der  w\. 


so  ist 
fest  ;■ 
Masfl. 
uioni- 


und 


-ii-ir-.-iit  zu  P  und  in  eine  in 

,-':}.7   •'.    zerlegt   werdeD,  ebenso 

L-r   Komponenten  n  und  /f* 

-.-.-0.      Fig.  21 -i.;      Die   senk- 

1*    ?:ehende    Gescliwindigkeits- 

-    .?:    konstant,    da   ja   keine 

N'.  i.c  eine  Beschleunigung  oder 

_:i:  kervoiTufon  kcinute.    Für  die 

-vjiiT^liiiie  der  Kraft  zusammon- 

*-.::^:i^i*h windigkeiten  gilt  Glei- 


«  o  <) 


n-s. 


^    ja  >.*ß  die  Glieder  mit  tr  heni"!* 

^vj  :tlr  den  Fall,  daß  die  Gesehwin- 
^.-;^   iiv'lit   allein    von    den    wirkenJ^'^^ 
.  -ü  Mittolkraft   P  betrachtet  wurde. 
>st   •.    wenle   mit   »ler  Aufangsgosch^^'^^^' 

,-..■  VUttfonn  eines  Tuniies,  doren  H<'*h^ 

über      dem     Terrui^ 

//  =---  30m  ist,  lier:'^^' 

;-'eworf*>n.  SeinoEi^' 

geschwind igkeit  i'   *" 

zu  berechnen. 

Die  auf  den  St  t*^" 

wirkende  Kraft 
sein  Gewicht  (#  =^'" 
dessen  Arbeit  den  l^*' 
trag  A  =  m-(f'li  ^•'^' 
NachGleicbuii<;(l^' •' 
ist  dann: 

also   r=}//r  +  2<//'- 
m 


-  ii. 


».^^ 


>'v 


♦      :*.*>> l  -^O^  2G,24 


Sek 


i  ist  daliei  gleicfagOlÜg,  in  welcher  Richtung  dem  Stein  die  Ge- 
fichwiüdigkeit  u  erteilt  wird  (Fig.  213),  die  Äufachlaggeschwin- 
digkeit  bleiht  die  gleiche. 

Beispiel  148.     Das  Arbeitavermogen   eines  Schnelknges   Ton 

000  Iw  Gewicht  bei  der  Fahrtgeachwiniligkeit   v  —  25    - —  ist 
;ebeE.  ^"^ 

Es  ist; 


6  Gramm  Gewicht  hei  e 
nclmen. 


11,81 


£  ~  63  800000  mkg. 
ispiel  149.     Dei8  Arheitavennögen 


Gewehrkugel  ( 
Geschwindigkeit  vob  400  -^-—   iat  zu 
0,015 


Sek 


11,81 


■  400* ' 


ämkg. 


Beispiel  150.     Ein   Körper  vom  Gewicht   1  kg  werde  mit 
»ehr  geringen  Geschwindigkeit  tt  —  b       -  aus  einem  Eiseubafan- 

W-  iler  mit  der  Geschwindigkeit  ic  =  20  ----  fahrt,  senkrecht  zur 
lÖirtriclitung   geworfen.     Sein  Arbeits  vermögen   ist  zu  bestimmen. 
Die  absolute  Geschwindigkeit  ist    e  =  y*»'  +  "■', 

(,  =  yäH-  20*  ~  20,6 
<  Arbeitsvermögen  demnach: 


Sek' 


Wflrde   dei^lbe   Körper 

f  Cesoh windigkeit    «  =  5   , 
lltitsvermögen: 


g^  -20,6'-21>kg. 
1    einem   festen   Standort   aus 
geworfen    werden,   so    wilre   t 


E  = 


1 


.  Umkg. 


■2      9,81 

erstoren  Falle    rund    das    17,4 -fache 
inem  festen  Standpunkt  aus. 
fielspiel   151.      Die    Geschwindigkeit  ist   zn    berechnen,    die 
"a  Ball  Ton  G^  =  0,05  kg  Gewicht  erteilt  werden  muß,  damit 


I  Arbeitsvermögen    ist   : 
einfscten  Wurfes  von 


I 


264 


Vierte  Abteilung      Djnamik  des  Masäenponktec^ 


durch  eben  borizontalen  Wuri'  eine  homogene  SHule  von  der  Tiefe 
ö  =  10  um,  der  Höhe  ft  ^  30  cm  und  dem  Gewicht  ö  =  5  kg 
umgeworfen  wird.     (Fig-  210.) 

Beim  Kippen  um  die  Drehkante  A  wird  der  Schwerpunkt  8 
der  Silule  um  die  Strecke  s  gehoben.  Das  Arbeitsvermögen  in 
Balles  muß  mm  gleich  der  Arbeit  sein,  die  zur  Hebung  des  Scbwer- 
punkfces  benötigt  wird.     Man  erhält  demnach: 


Die   Pfeilhöhe   : 

b    h 

tgy=   2  =  2  = 
mit  folgt 


Bogena    ergibt    sich  zu    s  =^  ,     ''■B'^'   ''"'™ 

1  -         2 

=  —    nach    der   Figur   einzusetzen    ist.     D»- 


tg       ^ ^0,0081« 

Gl 


Wird  für  die  Hasse  eingesetzt    m  =  — ,    so  erhält  i 
9 
_  -1/2  Gag  _  -l/2-5-0VQ08lTä;ei  ^ 


XL  Al)8(.:hnitt. 

Die  Beweint;  <les  Hassenpunktes. 

72.    Der  freie  Wurf. 

Ein  Maaaenpunkt  werde  von  dem  Punkt  0  aus  (Fig.  2U) 

unter    dem   Wickel   h    gegen    die   Wagerechte    OJS    mit  dfif 

Anfongsgeachwindigkeit  c  nach   aufwärts   geworfen.     Es  v^v- 

auf  ihn  nur  die  Schwerkraft,  die  dem  Punkt  die  Beschleunigung!' 

senkret^ht  nach  unten  erteilt;  infolgedessen  ist  die  resultierend*" 

Bewegung  eine  krummlinige,  die  in  einer  durch  die  Richtung 

der  Geschwindigkeit  r  utkI  die  lotrechte  Kichtung  der  Schwer* 

bestimmten  Ebene  verläuft. 

Die  (ieschwindigkoit  in  einem  beliebigen  Punkt  der  BbU»* 
kann  nun  nach  den  aufeinander  senkrechten  Richtungen  OS- 
nnd   OY  zerlegt  werden.     Die    Geschwindigkeit   «,  nach  de' 
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den  Wert  Null  annimmt^  um  darauf  ins  Negative  überzugehen. 
Wird  in  Gleichung  (142)  i?y  =  0  gesetzt,  so  ergibt  sich  der 
Zeitpunkt  des  Durchganges  durch  den  Scheitel 

c  sin  a 

'"      9 
Damit  folgt  aus  Gleichung  (144)  die  Steighöhe 

^  ,^.  ,        1  c-  sin^a 

und  aus  Gleichung  (143)  die  halbe  Wurflänge 

s       c^  cos  a  sin  a 

2^  g      ~ 

also  « 

c 

(146)  s  =  —  sin  2a. 

9 
Die  Bahnkurve  verläuft  symmetrisch  zur  Höhe  h,  weil  die 
lotrechte  Seitenbewegung  aufwärts  und  abwärts  die  gleiche 
ist  (siehe  Beispiel  121)  und  die  horizontale  gleichförmig  erfolgt. 
Die  Zeitdauer  des  ganzen  Wurfes  ergibt  sich  nach  dem 
Obigen  zu 

(147)  T=  — sin«. 

Soll  ein  in  gleicher  Höhe  mit  0  liegender  Punkt  g^ 
troffen  werden,  der  den  Abstand  s  hat,  so  ist  der  Wurfwinkel  a 
aus  Gleichung  (146)  zu  bestimmen: 

sin  2«=     ,   , 

da  die  Geschwindigkeit  c  bei  Geschützen  und  dergl.  meist  eine 
gegebene  Größe  ist.  Es  gibt  nun  zwei  Winkel,  die  den 
gleichen  Sinus  haben: 

(2cc\^-^+(p     und     (2a)2=^-9. 

Bei  einer  bestimmten  Schußgeschwindigkeit  c  kann  also  ein 
gegebenes  Ziel  sowohl  durch  eine  flache  Geschoßbahn  mit  dem 

Steigungswinkel    «i  ==  -y  —  ^     ^Is    9'^ch    eine   hohe    mit  dem 

Winkel    a^  =   ,  +  1-    erreicht  werden. 
2       4    '    2 
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Für  einen  Winkel  «  =  45°  lallen  beide  Bahnen  zusammen 
i  ergeben  bei  der  beatimiuten  Gescliwindigkeit  c  die  größte 
Ittf weite:  b 


grö&te  Höhe  winl  beim  senkrechten  Wurf  erreicht;  für 
-!)0"   erhalt  man:  „j 

"— i- 

Befindet  sich  das  Ziel  in  der  Entfernung  x^  um  die  Strecke 
Ober  oder  unter  dem  Xiveaii  des  Änagangspunktes  0,  so 
pittelt  eich  der  anzuwendende  Steigungswinkel  a  aus  der 
ichiing  der  Bahnlinie,  indem  im  ersten  Fall  y^,  als  positiv, 

zweiten   als   netrutiv   einiresetKt   und   för         =—    der  Wert 
"  °  cos"  a 

t-tg*a  genommen  wird.    Man  erhält  dann  eine  quadratische 

■ichung  für  tg«,  aus  der  auch   bfi  gegebenem  «  und   i/g  die 

tferuung  Xg,  die  der  geworfene  Körper  zurücklegt,  berechnet 

Iden  kann. 

Bei  den  hohen  (iesch windigkeiten  von  GöBchoBBen  macht 
^   der  Widerstand   der  Luft   bemerküch,   der  von  der  Form 

Geschosses  und  dem  Quadrat  seiner  Geschwindigkeit  ab- 
igt,  ao  daß  die  obigen  Rechnungen,  die  ebenso  wie  die 
l^eiteten  Fallgesetze  streng  genommen  nur  für  den  luftleeren 
gelten,  aber  bei  geringen  tieschmndigkoiten  mit  den 
^bnissen    von    Versuchen    sehr   gut    übereinstimmen,   dann 

als  Annäherungen  Geltung  haben. 

Beispiel   152.      Ein  Kfirper  werde   mit   der  Geschwindigkeit 

30  -     -    geworfen.     Zu  berechnen  ist  der  Steigungswinkel,  mit 

eine    Wurfweite    von    s  =  60  m    erreicht    wird,    femer    die 
itelhShe  der  Bahnlinie  und  die  Zeitdauer  des  Wurfes. 
Es  ist 

50  ■  9,81 


a2a  = 


30" 


=  0,545 


I  ergeben  sich  die  beiden  Winkel 
<v,  =  l6''aO'     und     Bji  . 
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tUt»  Soheitolhöhe  jeder  Bahnlinie  folgt  aus 

1  c*  sin*  a 


*  2  •  9,81  ' 

iiuil 

30* -0,959*       ^„„ 

**=    2.^r  ~'*^'^°'- 

Ihu  Zuitdauer  ermittelt  sich  aus 

2c 
T  =  — sina 

• 

9 


d.Ki\ 


2  .  30  •  0,284 


2  •  30  •  0,959 
9,81 


Ti^  ^ov'        '^  5,9  Sek. 


Hoi spiel  153.      Der  Wurf  erfolgt  in  horizontaler  Richti:»^^*^ 


Mtit   tltn-  (loschwindigkeit   c  =  25  _,-    •     Zu  bestimmen  ist  die  K^^' 

oek 

Mui  l(  WüUhor  der  Körper  auf  einer  yg  =  20  m  tiefer  gelegex*-^" 
iMUi/tMitalt^n  Ebene  aufschlägt,  und  die  wagerechte  Entfernung  A^^ 
'|'inrt"]»mikt(»s  von  der  Wurfstelle. 

AiJH  (»loichung  (144)  folgt,  da  der  Winkel  a  gleich  Null    i^^' 

|ihi  '/nitdauer  ermittelt  sich  also  nach  den  Gesetzen  des  fir^i^° 
TulU,   wit'  auch  von  vorneherein  einzusehen  war,  zu 


litiiitit   i^rhtilt  man  aus  Gleichung  (143) 

:rQ  =  v^  .  ^  =  25  •  2,02  r^  50,5  m. 

hiMHpiel  154.     Die  größte  Schußweite   ist  annähernd  zu 
t'ttohiuM),  di(^  mit  einem  Mörsergeschütz  erreicht  werden  kann, 

lUun   UtiNchoß   die   Anfangsgeschwindigkeit     c  ==  300  -— r     erteilt. 

Sek 
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Der  Steigungswinkel  beträgt  «  =■  45',  die  Schußweite  iat 
0*  _  300' 
^"""^  3  ~  9,81  " 
Die  dabei  erreichte  Steighöhe  bat 


^  9200  u 


•981 


3300  n 


Beispiel  155.  Eine  Kanone  wird  auf  die  Spitze  eines  Turmes 
gerichtet,  der  Schnß  trifft  den  Turm  in  der  Horizontalebene  durch 
die  Kanone  in  (,  =  10,2  Sekunden.  Ein  zweiter  Schuß  mit  dem 
"Joppelten  Steigwinkel  ti-ifft  die  Spitze  des  Turmes  in  l^~  10,6  Se- 
icuuden.     Die  Entfernung  s  des  Turmes  ist  zu  bestimmen. 

Für  den  ersten  Schuß  folgt  aus  den  Gleichimgen  (115) 
und  (U6): 

i  =  s  =  c  cos  «  ■  (, , 

Durch  Division  beider  Gleichungen  erhält  man: 

tg«  =  -.?;. 

Für  den  zweiten  Schuß   gilt: 
'«ad 
I>i«s  erpbt,  ^ 


i 


■  'ä 


derselben  Weise  dividiert  wird : 
1  9',' 


lg2.- tg«+  . 


oder 


"»«i    hierin   i 


1  gl,' 


,i'h  dem  Obigen  gesetzt 


folgt  nach  e 


1  einfachen  Ümformungeu: 


■t 


<■'+',■' 
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also  mit  den  gegebenen  Zahlen 

.  =  J  .  9,«1  .  10,2«  y^  ^  ~  8060  .n. 
2       '  '      ^    10,6^—10,2* 

73.    Bewegung  auf  einer  horizontalen  Ebene. 

Ein  Massenpunkt  von  der  Masse  m,  also  dem  (jewicht 
G  =  mg  werde  von  einer  konstanten  Kraft  P,  die  in  horizon- 
taler Richtung  wirkt,  auf  der  wagerechten  Ebene  bewegt. 
Auf  den  Massenpunkt  wirkt  ferner  noch  der  Gegendruck  der 
Ebene  N,  der  gleich  und  entgegengesetzt  dem  Gewicht  G  ist, 
so  daß  beide  Kräfte  sich  aufheben,  und  der  Reibungswider- 
stand W=  II '  Gf  dessen  Richtung  derjenigen  von  P  entgegen- 
gesetzt ist.  Die  Mittelkraft  von  P  und  W  ist  B  -  P  -  W, 
die  dem  Massenpunkt  die  Beschleunigung  p  erteilt: 

Daraus  folgt 

(148)  P=  W+mp. 

Die  treibende  Kraft  P  kann  in  zwei  Teile  zerlegt  werden, 
deren  einer  zur  Uberw^indung  der  Reibungswiderstände  dient^ 
während  der  andere  zur  Beschleunigung  der  Masse  aufg^ 
wendet  wird. 

Die  Größe  mp  kann  ebenfalls  als  Widerstand  aufgefeß*^ 
werden  und  heißt  der  Trägheitswiders tand   der  Masse. 

Aus   der  obigen   Gleichung  (148)   erhält  man 

F-iiG 


P  = 


m 

r 


und    wenn    hierin    gesetzt    wird     i>  =  — ,    da    die    Bewegung 

infolge  der  konstant  wirkenden  Kraft  P  —  fiG  eine  gleich- 
förmig beschleunigte  ist,  so  ergibt  sich  die  Geschwindigkeit 
des  Massenpunktes  zur  Zeit  t  als 

(149)  r  =  —         -tn 

wenn    die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  /  =  0   ebenfalls  den  Wer*' 
Null  hatte.     Der  bis   dahin  zurückgelegte  Weg  wird  erhaltetiy 
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^  Setzt:     s  =  ^vt.      Dies    ergibt    mit    der    obigen 


) 


P-uG    C 


^^        ]^^^innienhang   zwischen   s  und  v   wird    durch    den 
:^  "^^^teits vermögen  erhalten: 


N 


^»cV  imv'-0  =  (P-(iG) 

^rselben  Weise   wird    die   Bewegung    eines   Massen- 
^tVö>        vuxtersucht,  der  auf  einer  wagerechten  Ebene  mit  der 
^xtfÄD^S^Bcliwindigkeit  Vq  sich  überlassen   wird.     Die  beiden 
setAtecKt^i^  Kräfte,    das  Gewicht    G  =- m  -  (j   und  der  Gegen- 
druck der  Ebene  N=-G  heben  sich  auf,  es  wirkt  auf  den 
Punkt  nur  der  Reibungswiderstand   TF=  —  fiG  entgegengesetzt 
der  Bewegungsrichtung.     Es  ist  also 


mp  =  - 

-liG 

=         iltWf/, 

P-' 

-(^'9 

V 

=  ^0- 

-  ligt 

s  = 

-v^t- 

\Mt'' 

^d  daraus 

(162) 

Q  ^^     Geschwindigkeit    des    Punktes    nach    einer    bestimmten 
^^cke  s  ermittelt  sich  am   einfachsten  mit  Hilfe    des  Satzes 
^  Arbeitsvermögen: 

^  mv*  ~  \  mvQ^  =  —  (1'  mg  '  Sy 

&4)  yv,'^2iigs. 

Beispiel  156.     Zu  berechnen   ist  die   Zeit,   die   erforderlich 

>     um   einem   Eisenbahnzug   vom   Gewicht    G  =  200  000  kg    mit 

Zugkraft    der   Lokomotive    P=  3100  kg    die   Geschwindigkeit 

''^^  20  ^^        zu   erteilen,    femer   der  in  dieser   Zeit    zurückgelegte 

Fahrweg  und  die  Geschwindigkeit  des  Zuges  nach  den  ersten 
K)  Metern,  wobei  der  Widerstandskoeffizient  jit  =  0,005  zu 
Uien  ist. 
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also  mit  den  gegebenen  Zahlen 
,s.  =  ^  .  9,81  .  10,2=  1 


o  t:NDO 

,.>35~2ÖO  000) ' 


73.    Bewegung  auf 

Ein   Massenpiinkt    von 
(r  =  mff  werde  von  euier 
taler   Richtung   wirkt,    au 
Auf  den  Massenpunkt  a> 
Ebene  N,  der  gleich  ni' 
so   daß   beide   Kräfte  si« 
stand    Tr=  ft  •  (t,  desöi-: 
gesetzt  ist.    Die  Mitt»?' 
die  dein  Massenpunk- 


.•••••.K)0-20^ 


• '  -  0,005  .  200  000) ' 


...-    .151) 


"l-  3100— 0,005  ^OOOOO)!««^» 
'~2~0()000' 


Daraus  folgt 

(148) 

Die  treibende  N 
deren   einer  zur  1  »»■ 
während    der    an«!« 
wendet  wird. 

Die  Größp 
werden  und  1j<!' 

Aus  der  < 


>,^Tiiaieü    ist    die  Zeit    imd    iler  ^^r' 

m 
^j^  aikC  der  Geschwindigkeit  ''o'^-*^qek 

^•:>:ifät,    wenn    die    Lokomotive   ni<^^^ 
;-.-iv  ^bremst  wird,    (/it  =  0,0(K5.) 


r>j  < 


'408  Sek. 


und    wenn 

infolge  dor 
förmig  bes^ 
des  Masse !' 

(149) 

wenn   dit 
Null  hn 


20 

^   ;i,j4vhung  (154): 

"  i0.iH>:)-9,81 
^1,  -«  Vtrslirt  die  Geschwindigkeit 
•^^.<  -  \  20'—  2  . 0,005  .  9,81  '- 1000 


rv^ 


4080  m . 


f 


17,4 


m 
Sek 


giai   Kisi'ubahii wagen   wird    auf   horizünta-^ 


m 


;S{C^^*hwiiuligkeit   r^  ==0,5  abgestoft 


,^^^    t        20  Sek    stehen.      Die    zurückgele^^ 
*^k*jto^c»»dskoorti/.ient  ist  zu  berechnen. 


XI.  Abschnitt.    Die  Bewegung  des  Massenpunktes. 
Man  erhält  nach  Gleichung  (152) 

^  =  i^  «  ^^'^—^  =  0,00255 
^       gt       9,81 .  20         ' 

d  hiermit  nach  Gleichung  (154) 


8  = 


0,5 


;;2 


'o      ^  

2 (ig       2    0,002 5 5. '9,81 


rsu 


5  m. 
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74.    Bewegung  auf  einer  schiefen  Ebene. 

Die  Ebene  habe  gegen  die  Horizontalebene  die  Neigung  a, 
ihr  befinde   sich   im  Punkte  Ä  ein  Massenpunkt  von  der 

sse  m.     Es  werde  die  Bewegung  des  sich  selbst  überlassenen 

ciktes  ohne  Berücksichtigung  der  Reibung  ermittelt. 
Das  Gewicht  des  Punktes 

===  m  '  (f  wird  zerlegt  in  eine 

tenkraft  parallel  zur  schiefen 

Bue:     G  '  sina   und   in  eine 

lere  senkrecht  dazu :  G  •  cos  a . 

»56tere  wird  durch  den  Nor-     (J, 

Iw^iderstand  N  der  schiefen 

öne  aufgehoben.   (Fig.  215.) 

»•d   die  Länge    von  A   aus 

h  abwärts  gezählt  und  die 

t  von   dem  Augenblick,  in 

1   sich  der  Punkt  von  A  in  Bewegung  setzt,  so  erhält  man: 

w  •  |}  =  G  •  sin  a  ==  mg  sin  a . 
G  und  a  konstant  sind,   so  ist  die  Bewegung  eine  gleich- 

V 

Hig  beschleunigte,  also  i?=  ^  •    Daraus  folgt  die  Geschwin- 
keit  V  zur  Zeit  t: 

5) 


Fig.  216. 


t 


V  =  gt  sin« 


25 


i  hieraus  mit  Einsetzung  von    t;  =        : 
^6)  s  =  ^^^*sina. 

Stephan,  technische  Mechanik. 


18 
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Aus  dem  Satz  vom  Arbeitsvermögen  erhält  man: 

^  Mv^  —  0  =  G  sin  a  •  6^  =  mgs  sin a, 

V  =  y2gs  sin«. 


demnach 


Nun   ist    &*  •  sina  =  h,    worin  h  die  vertikale  Entfernung 
Endpunktes  B  von  A  ist.     Damit  wird    v  =  y2gh. 

Die  Geschwindigkeit  ist  dieselbe,  wie  wenn  der 
Massenpunkt  die  senkrechteEntfernungAfrei  herunter- 
gefallen wäre. 

Diesen  Satz  benutzte  Galilei  für  den  experimentellen  Nach- 
weis der  Fallgesetze,  indem  er  polierte  Kugeln  in  einer  wenig 
geneigten,  sorgfaltig  geglätteten  Rinne  herunterlaufen  ließ. 

In  derselben  Weise  ermittelt 
sich  die  Bewegung  eines  Massen- 
punktes,  der  vom  Punkte  A  einer 
schiefen  Ebene  nach  aufwärts 
mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  i'o 
läuft.    (Fig.  216.) 

Das  Gewicht  G  «=  mg  wird 
in  die  beiden  Seitenkräfle  6r  cos  tf 
und  G  sin  a  zerlegt,  deren  erst^ 
durch  den  Gegendruck  S  auf- 
gehoben wird.  Wird  die  Richtung  von  A  aus  nach  aufwart» 
gerechnet  und  die  Zeit  ebenfalls  von  A  aus  gezählt,  so  ist: 


mp  =  —  6r  sin  a  =  —  mg  sin  « 


und     wenn    eingesetzt    wird    ^  =    . 
zögernde  Kraft  konstant  ist: 


V  —  V, 


'o' 


da    ja     die    ve^' 


V  —  V 


0 


t-0 


=  —  (/  sm  a , 


(157)  V  =  Vq  ==  gt  sin  a. 

Die  Bewegung  ist  somit  eine  gleichförmig  verzögerte,    so  i^^ 
sich  ergibt 

(158)  .s  =  ^0^  —  i  9^'  sin  a, 


Xt. 
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.  g,^^      ^^x  vom  Arbeitsvermögen  folgt  die  Weglänge,  die 
^t    wird,    bis   der  Punkt   die  Geschwindicckeit  Null 
«^""^^^n   bat: 

0  —  J^  mv^  =  —  mg  sin a  •  s 
'Nieder  gesetzt: 

5  .  sin  a  =  Ä , 
>™  '*  die  senkrechte  Steighöhe  bedeutet,  so  ist 


^ird 


2 


29 

le  Steighöhe  ist  gleich   derjenigen  eines   mit   derselben  Aii- 
^gsgeschwindigkeit  nach  aufwärts  geworfenen  Körpers. 

Sobald  der  höchste  Punkt  erreicht  ist,  erfolgt  die  Abwärts- 
'^cigung  nach  den  vorher  angegebenen  Gesetzen.  Der  Punkt 
^^7  Wenn  er  in  A  wieder  eingetroffen  ist,  die  Geschwindigkeit 
"*  y2(jh    d.  i.  die  Ausgangsgeschwindigkeit  Vq. 

Wird  jetzt  der  Reibungs- 
^^  allgemeiner  der  Be- 
?Ungswiderstand  mit  in 
chnung  gezogen,  so  wirkt 
der  Bewegung  nach  ab- 
rts  noch  auf  den  Massen- 
^tt  die  verzögernde  Kraft 
'  cos  a  ein.  (Fig.  217.)  Eine 
•vegung     findet    nur    statt, 

m 

G  sin  a'^  fiG  cos  a 

(vergl.  Absatz  39). 
Für  die  Beschleunigung  besteht  dann  die  Gleichung: 

nip  =  G  sin«  —  fiG  cos«, 

mp  =  mg  (sin  a  —  /x  cos  a) , 

^us  ergibt  sich  dann 

9)  V  =  gt{Bui  a  —  fi  cos  a) 

l 


Fig.  217. 
oder      tga>  fi 


0) 


5  =  i  gt^ (sin  a  —  (i  cos  a) . 


18' 
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Aus  dem  '"**ii  tblgt: 

^iiiii  —  fi  cos  (c)  '  .s 

demnacl  ...... u  cos«) . 

.^..iii  wirkt  der  Bewegungswiderstanil 
Nun   is-  -^^itenkraft  Gsina,  also  ebenfalls 

Endi)ir:  _^^ii  ,159)  und   (160)    gehen   daim 

n 

Massf  sin«  +  ft  cos«). 


gel'al ' 
! 


weis 
genc 


r 


•  nsiu«  +  ft  cos«). 

.    vui  Satz  von  der  Arbeit 

^    -  -  mg  (sin  a  +  (i  cos  «)  •  .s' 

:?//d*^^8in«  +  (i  cos«), 

■ii    i\.ür|)er    rolle    in    f  =  6  Sekunden     €?iTi' 
^Bg^   >'  =  20  m   herunter.     Der  NeigiiTi  ^'^ 
^  .    t>iitniuen  unter  Vernachlässigung  etwsLi  i^ 

[  .-.     >:**'*'    *^^^   Endgeschwindigkeit   des   Köri>*^r> 

.    ••-•iciiang  (158): 

2s  2-20 

"^"  "  i,t^   ■^9,81.6«* 

.»n  ist 

■  *■  ■■* 

2.S-       2-20        .„    ni 


>,il   I*  , 


-      rv-» 


V 


/  <)  Sek 

S\  ist  die  Zoit  zu  ermitteln,  die  ein  Kt^i'l^^'^- 
k.*^^  AUl"  t'iner  schiefen  Ebene  von  der  NeigLi^^*  ^ 
^    '^utttckli'gung  des  Weges  s  braucht. 

JV  ,i;.»i  ist 

ff       SUl  « 

ik     wtMin  der  Wert  -;        konstant  ist;  dies    *'™^ 
^  .A«*%*'^  •  sm  a 

,4u»''«  l»«'Ii<'bigen  Rechteckes,  dessen  eine  Diag'^'' 

''  ^**^A^w  '•'*  i^*'  "»c^  Figur  218 


.^* 


^     =.      -     =  s, 

;incf,        sin  «2 
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Daraus  fol^:    Alle  Söhnen  eines  Kreises,  die  tc 
eines  senkrechten  Durchmessers  ausgehen,  werden 
piinkt,  auf  den  nur  die  Schwerkraft,  wirkt 
rlwfen  wie  der  senkrechte  Durchmesser. 


dcHj  Endpunkten 
on  einem  Massen- 


Beispiel  161.  Von  einem  Punkt  .4  werden  gegen  eine  Ver- 
•  mehrere  Geraden  gezogen  AB^,  ÄB^,  -  ■ -,  auf  denen  von 
1  oberen  Endpunkten  aus  Mussenpunkte  widerstandslos  herab- 
1  mögen.  (Fig.  219.)  Zu  beatiminett  ist  die  Neigung  der- 
1  Geraden,  anf  welcher  der  Punkt  in  der  kürzesten  Zeit 
■rmtergleitet, 

Nach  Gleichung  (158)  ist 


-iSl'm 


ßgnr  wird  entnommen 

■"-^    smccosft     tind  soi 
IWr  Wert   n 
K  l  b.  wen 


Daraus  ergibt  sich 


kleinsten,   wenn    sin  2q  den  gröl 
ist.    also   flir     a  ==  45". 


1  Betrag 


Beispiel  162.  Auf  einer  schiefen  Ebene  mit  dem  Neigungs- 
ikel  tt^-lO"  gleitet  ein  Körper  in  15  Sekunden  herunter.  Zu 
timmnn  ist  die  LUnge  der  Ebene  und  die  Endgeschwindigkeit 
I  KUrjwrä  einmal  ohne,  dann  mit  Berücksichtigang  der  Reibung, 
«nn  Koeffizient    u  =  0,06    sei- 


Aus  der  Gloicluiiig  über  tlio  --aillt  man 

und   daraus  ^L-^or.a 

'Sek' 

-    0,174  r^  192  m. 


U\\)  r'=^2ff. 


Bei  <ler  AufwärtsheweL*"' 
in   demselben  Sinne  wie  d.«  •"-*^«°g  ^'-^cL  GleichuDg  (;ioV^' 

naeli    unten.      Die   Gleieli. 

über  in  die  fVdf?enden:  ■.74-0,06.0,98')) -- 16,9       ^• 


('  1 62 )  /•  =  r, 


II 


-  I  •  15  •  16,9  -  126,9  m. 


'         ®  ;.  LI  wagen  wird   mit   der  Anfiia^=>' 

Ferner  erliält  man  aus  \ 

-    Ivampe    vom   Gefälle     tgß=    "r  ^\ 


i  m  V-  —  J  /// ' 


il<>4)  ir  =  /„ 


<"reoke  von   20  m    wird    die   Bii.^^^' 

»le  weit  der  Wagen  noch  fortroH-^* 

Beispiel   i:)9.      K  .    a  =- 0,0025    ist 

sihiet'e   Kbene  von  iler   '  ..:.    daß    cosa=l    und    sina  =  t:>;^  ^ 

Winkel  di-r  Ebeni'  ist  z-  .aiilt    dann    durch    Anwendung     *3-  ^"^ 

lveibuii<r.swidorstilnde,  ^  i»*  ludigkeit    am  Fuß   der  Kampe     :«^  ""• 

Man  erhillt  aus  • 


,v  .         1  f  .'  ^'551  .  20(0,02  -  0,0025 )  ->  4  ,     -    ' 

Dies  or^riljt    «  '^'  «>  ^  SeV^ 

Nach  (ileirhui  ,  /^  r  i\ 

.ticttunj?  (151): 

'     "  ,     '^326m. 

:  .  0,0t)25  •  9,81 

.        •  1   ^V'^    ,»  ..    Sohnellzujfslokomotive,    die    eine    Z "■►»?■ 

der  sich  ohne  !»•  *       .       ,  n   ^-         r/  n   ,««iit- 

,  ,    ,  .i<iU>on  kann,  soll  emcn  Zug  vom  Gesa.**" 

her  unter  bewegt,  ^*  Iciii 

Nach  Gifir  ^^  ^it  der  Geschwindigkeit    r  =  80  «.  '  ,^,ie 


.,^11    ist    die     «rr<'»ßte    Steigung,    welche        ' 


lu- 


'    *"    \  ersuchen    kann    der   Widerstandskoeftizi*^"^ 
IHe  Zeit  i.^i  .'       ■     *.,^.hixundigkeit  angenommen  werden  zu 

/.u  m,- Ji,.  S..-     "..V,       ■       -'''+W>^'i  ■«<'*  =  0,0088. 
senkr.-eht    >f'  ^>  KHK) 

.   ^u»i  «»^  '*•'»*  (ileichung 
/•        r;(sin(t  +  n  cos«). 
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die  Steigung  sehr  klein  ausfallt,  angenähert 

raus  folgt 

P  4000 

tgß  =:   -    —  |u  =  -  ,,^^-^  -  0,0088  =  0,0112  , 


G 


200  000 
tga~  1  :  90. 


Bewegung  auf  einer  vorgeschriebenen,  krummlinigen  Balm. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  in  einer  Kurve,  so  erfahrt  er  im 

gemeinen  eine  Beschleunigung  in  der  Richtung  der  Tangente 

die   Kurve    und    stets   eine   zweite    senkrecht   dazu,    deren 

>ße   sich  nach   Absatz  67    zu    p  =  —    ergab.      Infolge   der 

r 

itcren  wird  der  Massenpunkt  gezwungen  auf  der  Kurve  zu 
iben.  Da  nun  eine  Beschleunigung  nur  durch  eine  dauernd 
'lende    Kraft    erfolgt,    so    muß    auf  den   Punkt    eine  Kraft 

fit  V 

=  m  '  p  =  einwirken,  die  Zentripetalkraft,  die  senk- 

ht  zu  dem  betr.  Bahnelement  des  Punktes  steht.  Anderer- 
es muß  der  Massenpunkt  nach  dem  Prinzip  von  der  Wirkung 
i  Gegenwirkung  eine  gleiche  entgegengesetzt  gerichtete 
i.ft  ausüben,  die  sich  als  Druck  auf  die  Bahn  zeigt  oder  als 
5,  der  auf  die  Ver- 
duug  mit  dem  jewei- 
^n  Mittelpunkt  der 
•vegung  wirkt.  Diese 
5enkraft  wird  als  Zen- 
f  u  g  a  1  k  r  a  f  t  bezeichnet. 
Der  Massenpunkt  m 
"de  gezwungen  auf  der 
tien  Kurve  AB  zu 
iben,  die  man  sich  als 
ö  Führung  vorstellen 
iH;  auf  ihn  wirke   die 

^ft  P.  (Fig.  220.)  Man  kann  nun  P  zerlegen  in  eine 
tenkraft    P^=P  cos«,    die   in  Richtung   der   Bahntangente 
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wirkt,  und  in  eine  zweite  ditzu  senkrechte  P^^Psiaa.  Feiner  I 
wirkt  auf  den  Massenpunkt  der  Gegendruck  A  der  Bahn,  der  I 
senkrecht  zu  dem  betrefi'enden  Bahiielement  gerichtet  ist,  nrnJ  ■ 
endlich,  wenn  der  MasBonpuiikt  sich  nicht  reihnngsloB  in  der  I 
Führung  bewegt,  noch  ein  tangentialer  Widerstand  N.^ftfi-  M 
Die  beiden  Nornialkräfte  ergeben,  wenn  die  Richttmg;  judi^f 
dem  Mittelpunkt  der  Bahn  als  positiv  in  Rechnung  gestell|:^| 
wird,  die  Mittelkraft  ^H 

Z  =  J\r  -  P,  =  A'  —  P  ein  a ,  I 

welche  die  Zentripetalbeschleunigung  hervorbringt.  Es  ist  i 
demnach:  ^  ■ 

(165)  i\'-PsinK  =  ^^,  I 

woraus  sich  der  Normaldruck  berechnet  zu:  ■ 

N  =  '"''■  -H  Psiaa.  I 

Die  in  tangentialer  Richtung  wirkende  Mittelkraft  ist  I 

Q^P,-N,^  PcoBa-  (iN,  I 

80  daß  sich  ergibt:  ^A 

(166)  mp,  ^Pcosa-iiN.  ^M 
Hieran»  wird  die  Tangentialbeschleunigung  berechnet  id^^H 
weiter  das  Gesetz  der  Bewegung.  ^ 

Häufig  geschieht  die  Kühning   des  Punktes   in  der  Bai»''    1 
nicht    durch    Gleitschienen    oder   dergl.,    sondern    durch  Zog'    I 
Stangen,  die  nach   dem  Mittelpunkt   der  Bahn    gehen.     Dan** 
ist   ^  =  1),   also  auch    A',  =  (J,   wodurch   sich   die  Berechnui»^ 
der  Bewegung  aus  Gleichung  (1Ö5)   vereinfacht,  da  in  diese«* 
Falle  die  vorherige  Bestimmung  von  N  nicht  erforderlich  i^* 

Wenn    die   Öeitenkraft    P,  =  P  sin «   an    sich   schon  ai»^' 

reicht,  dem  Maasenpunkt  die  Beschleunigung   ;i,  =        zu  ff*^ 

teilen,  dann  hat  der  Gegendruck  der  Bahn  den  Wert  NaJ-'* 
Die  Führung  kann  an  der  betr.  Stelle  der  Bahn,  für  welc**^ 
dies  gilt,  fehlen.  Ein  Beispiel  hierfür  ist  die  Bewegimg  A**^ 
Weltkörper. 
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Beispiel  165.     Ein   Treibriemen  von   der  Breite    &  »  4  dm 
und  der  Stärke  s  =  0,16  dm^  also  vom  Gewicht 

q  =  b'S' 10  •y  =  4'  0,16  •  10  •  1,1  '^  7  kg  pro  m, 

m 


läuft  mit  der  Geschwindigkeit   v  «=  16 


Sek 


Zu  berechnen  ist  die 


zusätzliche  Spannung  im  Riemen,   die   infolge  der  Zentrifugalkraft 
auftritt.     TFig.  221.) 


Fig,  221. 


Ein  schmales  Riemensttickchen  my  auf  der  Scheibe  vom  Radius 


v 


Tj    erführt    die    Zentrifugalkraft     Z  =  m^  -     ,    die    zerlegt    werden 

kann  in  eine  Seitenkraft  parallel  zur  Mittellinie  des  Riementriebes 
und  eine  zweite  senkrecht  hierzu.  Da  die  ganze  Anordnung 
symmetrisch  zur  Mittellinie  ist,  so  heben  sich  die  zu  ihr  senk- 
rechten Seitenkräfte  in  ihrer  Gesamtheit  auf,  die  parallelen  addieren 
sich  und  zwar  kommt  auf  jedes  Seiltrum  die  Summe  der  Kräfte 
genommen  von  u  =  0  bis  a  ^^  90°.     Es  ist  also 


■-■=2 


Z  cos  CC  ~  y    I  tHj 


cos 


«8  + 


«■). 


worin  mit  a^  und  «^  der  Anfangs-  bezw.  Endwert  des  von  der 
Mittellinie  bis  zu  den  Begrenzungen  des  herausgegriffenen  Riemen - 
teilchens  gezählten  Winkels  bezeichnet  wird. 

Nun  ist    m^  =  r,  ^-   —    ^^ da  die  Läntre  des  betrachteten 

9 
Stückes    '*i(«2--«i)  ist.     Dies  ergibt 

oder 


g  '^L         2  2     J 
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wirkt,  uud  in  eine  zweite  dazu  senkrec 
wirkt  auf  den  Massenpunkt  der  Gego 
senkrecht  zu  dem  betreffenden  Bahne 
endlich,   wenn  der  Massenpunkt  siel- 
Führung  bewegt,   noch  ein  tangenti 
Die    beiden  Normalkräfte    ergeben, 
dem   Mittelpunkt    der  Bahn  als    j> 
wird,  die  Mittelkraft 

welche    die    Zentripetalbeschleui 

demnach: 

(165)  N-Pm 


'tkte>. 

L:^'SeTzt,  WAS 
liit^r  sreschehen 


I'" 


') 


/vv'eimal  und  zwar  mit 
iii  grüßten  Wert  sin 90®=  1 
•  rgibt  sich  die  zusStzlicbe 


woraus  sich  der  Normaldruck 


m  f 
r 


'etindliche  Eiemenstrecke  ergk^^ 
Ml  1  tat,  da  in  der  obigen  'Fortcm^^ 
nicht  Torkommt 
erte  erhält  man 

16- -183  kg. 


Die  in  tangentialer  Richtun 

so  daß  sich  ergibt: 
(U)6 )  mpg 

Hieraus    wird    die    Tau- 

weiter  das  Gesetz  der  h    *   •"»•°'    horizontalen    Kreise   to 


-    f1 


1  wagereohten  Kreise. 

Der   Massenpankt    bewege   sie 


Häufig  geschieht 
nicht    durch    Gleitschie 
Stangen,  die  nach  der^ 
ist   /i  =  0,   also  aucL 
der  Bewegung  aus  ft' 
Falle  die  vorherige 

Wenn   die  Se 

reicht,  dem  Mass 

teilen,    dann    ha' 
Die  Fülirung  k 
dies  gilt,  fehl^ 
Woltkörper. 


h 
m 
ie 


g^idins    r,    auf   ihn    wirke    nur  d 

^i»erkraft  G  ==  mg  senkrecht  hbcz:^]^ 

^Itn     Dft  ÜL  tangentialer  Richtnr==39 

IjIMIlt  Kraft  vorhanden  ist,  so  ist  (^Vi^ 

Bewegung  eine  gleichfLJ3^ 

mige,  ihre  Qeschwindigk^^* 
sei  V,  Die  Beschleunign^^Kijf 

nach  dem  Kreismittelpnr"*^  ^ 

ist    ü,—      ,  demnacli  ^^* 
Zentripetalkraft  Z^m        , 

^  der  Bewegung  erforderlich  ist    Z«"^ 
if  ^  Seitenkräfte,   deren  eine  Z  ist;     ^ 
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mdere    S   nach   Figur  222.      Ihre   Neigung 
■tt  sich  aus  der  Gleichung 


,        z 

=  -       :  mq 

tff  «  = 
»         gr 

\<ni  iS  ergibt  sich  als 

s-ya^+z^^ 

]/m  V  + 

?>^ 


5  ^        Yg^r^  +  t^. 

Nac'li  dem  Gesetz  der  Wechselwirkung  drückt  der  Punkt 
I  <l[e  Bahn  nach  unten  mit  der  Kraft  G  und  nach  außen 
wagerechter  Richtung  mit  der  Zentrifugalkraft  Z;  die  Mittel- 
*  tl  beider  ist  S.  Dies  ist  somit  der  Gesamtdruck,  den  der 
nkt  bei  seiner  Bewegung  auf  die  Bahn  ausübt.  Da  der 
i  nkel  a  konstant  ist,  so  beschreibt  die  Wirkungslinie  von  S 
^  einer  vollen  Umdrehung  einen  Kegelmantel,  dessen  Spitze  0 

i    die    Strecke   h   über    dem    Mittelpunkt    des  Kreises   liegt. 

f 
LS  der  Figur  ergibt  sich    h  =-  und  damit 

Sind  die  beiden  Größen  r  und  h  gegeben,  so  ermittelt 
li  daraus   die  Geschwindigkeit  des  Massenpunktes: 

. = , .  Vi 

BT  die  Winkelgeschwindigkeit 

V        l/  g 
r  h 

Wird  der  Massenpunkt  an  einem  völlig  biegsamen  und 
dehnbaren  Faden  befestigt  und  ihm  senkrecht  zur  Richtung 
8    um    die    Strecke    r   aus  der    Mittellage    herausgebrachten 

^ens  iu  der  horizontalen  Ebene  die  Geschwindigkeit  r==r  [/  t^ 
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.  '...-«npuiikteis. 


Wird  hierin  statt  des  sehr  i 
bei  hinreichend  kleinen  AN  ii 
kann,  so  ist 


oder 


9       — 


.-r_:.   --*  Jem  Radius  >*.      T 
--  -  ^  dann  die  Spann «J 
iegelpendel. 
^     -.:  Tielt  sich  zu: 


^1 


1, 


In   dieser  Snuinu« 
entgegengesetztem  Vor/- 
und  dem  kleinsten  sii- 
Spannung  zu 


1?^  die   auf  der  /\ 
die  gleiche  BochnuM 
der  Radius  der  RieT« 
Mit  Eiuset/iuit: 


<(« 


die  zur   ' 

legi    lli::' 


.-  .    -'^  Befestigungspunktes  üb^'' 

.       L-*  SpaniiuDg  S  eines  Fade^^ 
;^-:  Les  auch  durch  den  Gegf?'^' 
^.-i-ii.  die  senkrecht  zur  Kraft   * 
.    c^lLlt  durch   eine   Kegelfläeb^? 
""w    .  ZVtf^n  die  horizontale  geneigt 
.^•c    2  den  Kurven  der  Radreiii*' 
^.•ütrcen  Krümmungen  der  Eiseö' 
r  "jier  solchen  Kegelfläche. 
.».    Vurt'ernung    der  Schienenmittt?** 
"'»Erhöhung  der   äußeren  Schiea«?- 
^;:  asi'h  Figur  223:    h^  =  n  •  ßin  ^^  ■ 
\  3iel  cc  nach  Gleichung  (lini  b^' 

rechnet  wird  zu 


;■• 


tff  «  = 

In  den  praktisch  vr  >^' 
kommenden  Fällen  C 
ist  bei  Vollbahnen  ste*  ^^ 

..■*v    -    2^^*    klein,    daß    ohne    merklicli^*^ 
«a«>%?.c  «erden  kann;  daraus  folgt 


/■• 


>■  • 


//'• 


r- 


rtr   '■  Ji**   gn")ßte   auf   der   Strecke  vt_» 
'icU  ^u  nehmen,  jedoch  wird  die  ll>*' 
.«sim   t'ahn'ude  Züge    zu    groß  ausfallt?'^'' 
ti  aouordiiigs  die  t'l)erhöhung  nicht  mt?*^^ 
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W  {enaa  nach  der  aDgegebenen  Formel,  sondern  nach  Erfahrnngs- 
W    ^ten,  bei   denen   die  Art   des   atif  der  betr.  Streefee   üblichen 
Verkehrs  in  Rüfksicbt  gezogen  wird. 

Befindet  sieh  ein  Massenpunltt  in  relativer  Kube  gegen 
L  einen  Ranm,  der  sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a  nm 
H  eine  feste  AohBe  dreht,  so  macht  er  die  Bewegung  des  Raumes 
H  mit  und  führt  also  eine  Zentralbewegnng  mit  der  Geschwin- 
r  digkeit  v  =  ra  aus,  worin  ;■  sein  senkrechter  Abstand  von 
r      "ier  festen  Achse  ist.    Auf  ihn  wirkt  demgemiili  die  Zeutripctal- 


liraft    Z  = 


cj".    Wenn  noch  andere  Kräfte  vorbanden 


^>Qd.  die  den  Massenpunkt  tu  seiner  Lage  zu  dem  bewegten 
Kaum  festhalten,  so  wird  deren  Gleichgewicht  durch  die  bei 
der  Drehung  dazukommende,  nach  der  Drehachse  gerichtete 
'*ntripetalkr:ift  gestört.  Es  muß  deshalb  noch  eine  entgegen- 
gesetzt wirkende  gleiche,  die  Zentrifugalkraft,  hinzugefügt 
Werden,  damit  der  Massenpunkt  sich  wieder  im  Gleichgewicht 
befindet.  Bei  der  Berechnung  dos  Gleichgewichtes  rotierender 
.".''steme  muß  hierauf  Rücksicht  genommen  werden. 


iel   166.      Em    Kegelpendel    soll    iu    r=2    Kekundeii 
>ezi   Umlauf  vollenden.      Seine   Abmessungen   sind   zu   berechnen. 
Aus  Gleichung  (170)  folgt 


'^  Winkelgeschwindigkeit  i; 


.^Vl^, 


^^s    B&hnkreises  kann  beliebig   angenommen  werden. 


Wispi 


I  Bedingung,   daB   die  Geschwindigkeit    r  <  1  ^ 


a>        3,13 

Beispiel  1(J7.  Eine  unter  dem  Winkel  a  =  45*  gegen  die 
*rtikale  geneigte  Röhre  werde  mit  «  ==  30  Umdrehungen  in  der 
"nute   um    eine   aenkrethte  Achse    gedreht.     Zu  ermittelu  isl,    in 
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n 


Kg.  M4. 


I*reiip«Bkr  eiaie  in  der  Bohze  reürnngs- 
D  Gkidb^wk^t  iHfindet.    «Hg.  234.) 

Gkickgewidit  besieht 
an  der  Stielle.  wo  die  Mittel- 
kzmft  ans  don  Gewicht  G 
UMnA  der  ZenmfiDgalknft  ^ 
jeckwclit  rar  B<dinruid  ge- 
nditet  ist.  da  dann  auf  die 
Kugel  keine  Kraft  wirkt,  die 
eine  Versdiiebnng  nach  da* 
einen  oder  anderen  Richtusg 
bewirken  kann.  Man  erhält 
demgemlB  als  Richtung 
dieser  Mittelkraft  gegen 
die  Teitikale  eben&lls  den 
Winkel  a  und  somit  ans 
Gleiickiing  (167): 

r=.--.tga. 
Aun  ist  r  =^  -  -      -  uBd  v*^*^ 

eo 

dem  Winkel  a=45*:tga»-  ^ 
und  /  =  rVä.     Dies  ergi^* 

'  1,4  m  - 


SOUrr^ 


n^ 


Beispiel    168.      ^^ 

Sohienenüberhöhnng     eia^*^ 

Kurve  vom  Radius  r=450  ^ 

ist  lu  berecbnen,  wenn  i^^ 

^ßte  Geschwindigkeit  d-^^ 

darauf    verkehrenden    Zit^^ 

-.  km 
!•  =  lO     -      ist. 
St 


Nach  Gleichung  (IT' 


.) 


5-r 


erhalt  man:  K^        ,  wpi 


7ö  •  ltXK>    ui 
?oiH^       Sek 


;u  setzen  ist    Dies  ergT^- 


h 


'i 


^  ^  0.14 1  m. 
i^8l  ■  4oO  .  :i6iH^* 
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Beispiel  169.     Für  den  Kegelpendelregulator  Figur  225  ist 
eben,  bei  welcher  Umdrehungszahl  Gleichgewicht  besteht,  so 
as  (jewicht  Q  frei  schwebt. 
\.us  der  Momentengleichung  für  die  eine  Hälfte  der  Figur  in 

auf  den   Punkt  A  ergibt  sich  mit  den  Bezeichnungen   der 
,    wenn    noch    die    Anzahl    der    vorhandenen    Schwungkugeln 

k  angenommen  wird: 

Q 

l' '  ZI  cos  a  —  k  '  Gl  sin  a  —  k  -—  L  sin  «  =  0. 

k 

r  ist  einzusetzen: 

^  mv^        G  v^ 

r  gl  sin«  —  a 

27trn 
wenn    v  ==  -|  eingeführt  wird,  erh&lt  man: 

l  cos«  —  l  on/  (^  sin«  —  a)  —  kGl  sin«  —  Ql^  sin«  =  0. 

noch       ^^1    gesetzt,   so  ist 
9 

2 


/ny       kGlsma  —  Q\smci 
\3Ö/   ^  k~Gf cos ccTl  siöä -^a) ' 


(^  sin  a  —  a) 

/wy^  kG    J        _  '^  kG     l 

\30/        cotg  cc  (l  sin  a  —  a)        /  cos  a  —  a  cotg  a 

)amit  diese  Gleichung  reelle  Werte  von  n   ergibt,    muß    die 

Seite  stets  positiv  sein,  d.  h.  es  muß  die  Bedingung  erfüllt 

n 

l  cos  a  —  a  cotg  a  >  0, 

s  folgt 

_-  <  sin«. 

V 


iewegnng  im  lotrecliten  Kreise.    Matliematlselies  PendeL 

)er  Massenpunkt  m  besitze  im  Punkte  A  (Fig.  226)  de» 
hten  Kreises  die  Geschwindigkeit  t;^,  im  Punkte  B,  der 
ie  vertikale  Strecke  s  über  A  liegt,  beträgt  die  Geschwin- 
it  V,  die  sich  bei  reibungsloser  Bewegung  nach  dem  Satz, 
er  Arbeit  ermittelt: 

.V  mv^^  —  ^  mv^  =  —  m  '  g  '  s, 
V'  =  v^^  —  2gs. 


'J>\ 


:_  •.    ir^  Mas.st*n])iiiiktes. 


X' 


r 


0 


oc 


1er 


<uin  (ladnreh  outstaiiden  ge- 
iiikt  sich  mit  der  Anfangs- 
^eschwiiidi^rkeit  0  vom 
Punkte  0  aus  auf  einer 
beliebigen  Bahn  bis  .1  be- 
wegt hat  und  dort  tangen- 
tial in  den  Kreis  ein^e- 
laufen  ist.  Befindet  sich 
0  um  die  Strecke  //  über 
dem  hr)c]isten  Punkt  des 
Kreises  vom  Radius  /•,  so 
ergibt  sieh  die  ( Geschwin- 
digkeit im   Punkte  B  aus: 

•V  nir^  —  0  =  tiiffih  +.'1 
Wird  hierin  <jesetzt 

X'  =  /•(  1  —  sin  u  I, 
dann   ist 

(I7L>)r--2//LA-r/-  1   sine   1- 
Der    Kreis    werdr  al- 
eine r(»hrenartige  Fübruni^ 
aufgefaßt  ('Fi<r.  2l^T.)     Ii'^'- 
IVmkte     7>'      wirken     an  ^ 
»len  Massenpunkt  die  Kraft  «^ 
(t  =  fiiff    senkrecht    nad- 
unten,     der    Normaldnio 
der    äußeren   Wandung  . 
und,   damit  (ileichgewieK 
besteht,     die    Zentrifuga 

kraft  X  =         •  Dieiileic 
>* 

gewichtsbedingung   laut<-*' 

..                                  1  mr- 
.\  —  —  fit  <]  sin  ci  -\-    ^ 


UM    uhitxe   Wert  für  r"-  eingesetzt  wird: 


in 


q[    ':  -    l  -  \^  siiw^). 
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Man  Biehti,  der  äußere  Gegeudruck  wird  um  so  kleiner,  je 
gröBer  a  iet,  d.  b.  je  bölier  der  Massenpunkt  im  Kreise  an- 
steigt. Für  den  höchsten  Punkt  ist  sin «  =  1  und  damit  bei 
gegebenen  Verhältnissen  der  kleinste  Wert  dee  Gegeadrticks 


^'^^. 


/h 


D- 


Soil  au  dieser  Stelle  der  Gegendruck  uoeb  nach  innen  wirken, 

so  (iaß  der  Körper  die  Bahn  ohne  innere  Führung  durchUuft, 

AI  r 

so  muß  die  Bedingung  erfüllt  sein        >  -^    oder    A  >  -„  ,  da 

sonst  der  Gegendruck  negativ,  d.  h.  in  umgekehrter  Üichtung 
äQsfallen  würde. 

Ist  A  <  n  ,  81}  wird  im  oberen  Teile  des  Kreiaes  die  innere 

•''ühruI^!  den  Gegendruck  leisten  und  die  Stelle,  wo  der  Dmck- 
wecbsel  statt&ndet,  ergibt  sieb  aus  Gleichung  (17H),  indem 
«ort  N  ^0  eingesetzt  und  die  Gleichung  nach  sin «  nufgelöst 
■wird- 

Unterhalb  der  hierdurch  gegebenen  Stelle  bat  die  äußere 
F'lhrung  zu  wirken,  und  wenn  diese  fehlt,  verläßt  der  Massen- 
punkt  dort  mit  der  Geschwindigkeit  u  den  Kreis  und  folgt 
dann  den  Gesetzen  des  freien  Wurfoe. 

Ist  die  Geschwindigkeit  des  Massenpunktes  an  der  tiefsten 
Steile  des  Kreises  eine  Terhältniemäßig  geringe,  so  wird  der 
I  "iiikt  nach  kurzem  Ansteigen  zurückkehren  und  auf  der  anderen 
I  Seit*!  emporsteigen  und  so  fort;  er  führt  also  eine  oscillierende 
"ewegung  aus.  Die  Normalkraft  N,  welche  den  Massenpunkt 
tuf  dem  Kreisbogen  festhält,  kann  nun  auch  durch  die  entgegen- 
S^^etzt  gerichtete  Spannkraft  eines  im  Mittelpunkt  des  Kreises 
"befestigten,  gewichtelosen  Fadens  ersetzt  werden,  deren  Be- 
'^chnung  in  derselljen  Weise  wie  oben  erfolgt.  Die  Vor- 
"chtung  heißt  ein  mathematisches  Pendel. 

Die    Schwinguiigsdauer    eines    solchen    Pendels    ermittelt 
L'ich  angenähert   in   einfacher  Weise  auf  Grund  der  folgenden 


l^'iiamik  des  MaRsenpuiikteH. 


\i 


.  w     -'Vii   ein   Punkt  mit   der  gleichfiirmigen 

i  :>iuem  Kreise  (Fig.  228),  so   führt  seine 

ru    »eliebigeii  Durchmesser  eine  osciUierende 

Bewegung  um  den  Mittel- 
punkt M  aus;  die  Anfangs- 
und  Endgeschwindigkeit  an 
den  Enden  des  Durehmesser> 
ist  Null,  die  grr)ßte  Geschwin- 
digkeit besteht  in  der  Mitte 
der  Bahn,  ihr  Wert  ist  r. 
Die  Schwingungsdauer,  d.  h. 
die  zum  einmaligen  Durch- 
laufen des  Durchmessers  er- 
forderliche   Zeit,    ist    gleieli 

der  halben  Umlaufszeit  der 
Kreisbewegung: 

r 
WwA   ilir  auf   den    im   Kreise    umlaufenden  Massenpunkt 
v»  uJo  /»'iilripetjilkraft 


\ 


l'"l^   -Jäs. 


P  =  m  •  p  ^  m 


p2 


r 


»      »'V 


Klmmiifning    von    r    aus    der    obigen    Gleichung    heran- 
,<ii,  in  rrhiilt  man 


™  arr  ]/nir 


/i'ilrgl.   man    P  in  seine   beiden  Seitenkräfte  parallel  und 
piilin'«-lil    /ii    dem    botrachtoten   Durchmesser,    so    ist  nur  die 
,.t.>|pii'     von    Kinfluß    auf  die    Bewegung    der    Projektion    des 
\li»i!.:i'M|imiki<*?<  auf  den  Durchmesser,  ihr  Wert  ist 


II  =  P  cos  C(  ---= 


/• 


I)m-   Kraft   ist  proportional   der  Entfernung  x  vom   Mittel- 
|iiMiM    mi'l  «Thiilt  dasselbe»  Vorzeiclien  wie  .r,  wirkt  denigemiii^ 
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stets  in  Richtung  tiacfa  dem  Scliwin^uiigsnuttelpiinlit.  Dies 
sind  die  Bedingungen  tiir  daa  Eintreten  einer  solchen  gerad- 
linigen OBcillationsbewegung  susannuen  mit  der,  daß  die  etwa 
vorhandene   AnfangsgeBch windigkeit    des   Punktes    nur    in   die 

Rii'itung  der  Schwingungsgeraden  fällt. 

P 

Wird  der  konstante  Quotient  --  reit  C  bezeichnet,  so  wird 


r^4' 


Aus  der  ersteren  fileichung  erkennt  man,  daß  (.'  die  üröße 

ilsr  treibenden   Kraft  H  ist,    wenn  ar  den  Wert    1    annimmt, 

C 
nod  der  Quotient     '    ist  die  in  diesem  Augenblick  vorhandene 

Beschleunigung  ]\.     Damit  geht  die  Gleii-hnng  l'iir  die  Dauer 
<l«  einmaligen  geradlinigen  Schwingung 
aber  in: 

\^  eon  sich  nun  das  mathematische 
f'eüdel  um  den  Winkel  tp  (Fig.  229) 
'oa  der  senkrechtan  Gleichgewichts- 
lage eiitl'emt  befindet,  so  ist  die  Tan- 
Beiitialkraft,  die  auf  den  Massenpunkt  ^4,/ 
^  dieser  Stelle  wirkt  und  mit  dem 
Gewicht  G  und  der  Fadeiiepannung  .V 
im  Gleiehge wicht   sein  muß: 

S  =  G  sin^  —  m;/  aiu  if 
>d  folglich  die  Tangential besehleunigung 

T       m<i  sin  if      !h:  Y\„  jgg 

»(       ^  T  ■ 

KDifse  Beschleunigung  ändert   sich  alao  proportional   der  Ent 
tuung  von  der  Mitteilte  und  wird  für    a-  =  1 : 


i'^  , 


Pi  - 
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Wird  nun  der  PeiidelauBBchlag  a  so  klein  i 
daß  der  Bogen  AB  nur  un wesentlich  von  einer  geraden  I 
abweicht,  so  kann  für  die  Schwingungsdauer  die  obige  OLei- 
chung  (1T4)  benutzt  werden,  da  dann  alle  Bedingungeii,  nnter 
denen  die  (jloii^hung  zutrifi't,  erfüllt  sind.  Mau  erhült  bo  die 
Schwinguugs datier  des  inathemutiaclien  Pendels  angenähert  zu: 

(175)  T^n-Y^, 

also  nur  abhängig  von  der  Lunge  des  Fadens.  Der  Fehler 
beträgt  erst  bei  einem  Ausschlag  a  '^  23"  ein  Prozent  und 
zwar  ist  die  nach  Uleichung  (175)  berechnete  Schwiiigong»- 
dauer  um  diesen  Betrag  zu  klein. 

äehr  einfach  läßt  sich  die  Schwinguugsdaaer  des  ntstlie- 
matischen  Pendels  angeben,  wenn  man  berücksichtigt,  dafi  di* 
Projektion  eines  Kegelpendels  auf  eine  zur  Achse  parallel* 
Ebene  das  mathematische  Pendel  ergibt.  Die  Dauer  einC 
Schwingung  ist  dann  ohne  weiteren  gleich  der  halben  Schwingung«" 
dauer  des  Kegelpendels.  Aus  dieser  Überlegung  folgt  aucli  W 
gleich  der  fleltutigsbereich  der  Formel:  letztere  trifft  nnr  8" 
lange  zu,  als  der  Pendelweg  eine  gerade  Linie  ist  oder  ü**" 
wenigstens  nahe  kommt.  Allerdings  fehlt  dann  der  dundi  4** 
obige  Zwischeureclinuug  erbrachte  Nachweis,  daß  ein  maUi»' 
matiaches  Pendel  von  kleiner  Schwingungsweite  tatsttchlich  a»*^ 
der  Projektion  eines  Kegelpendels  von  gleichen  Abuiessung^* 
ühereinatimmend  schwingt. 

Beispiel  170.  Ein  auf  der  bflchsten  Stelle  einer  Chauss«*' 
walze  vom  Dnrclunesser  r  =  0,7  m  im  labilen  Gleii-bgewi»^*' 
Ifl.giTiider  Stein  erhalte  einen  geringen  Anstoß.  Seine  Bewegvn^f 
ist.  unter  Vernachlässigung  der  Reibung  zu  ermitteln. 

Der  Stein  gleitet  auf  der  Walze  herunter  und  verliiÜt  sie  *^ 
der  Stelle,  wn  ,    ,  ,  ■ 

ist.      Mit   /(  =  0    erhält  man    sino^-j    und   o -- 42".     Seiu«    Ge- 
schwindigkeit ist  an  dieser  Stelle  nach  Oleichung  (l7'2): 

i-  =  l/2j?[/<  +  r(l  -sine)]  =  ^2  ■  9>1  ■'Ö,!^!-  |)  =  3,23 


Seiu«   G»-  j 
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Der  Stein  folgt  dano  den  (Sesetzen 
des  schiefen  Wurfes.  Naeb  der 
Rgur  230  ist 


Die    Gleichungen     (147) 
[HE6)  werden   dann: 


r  =  r  sin  K  -  ? 


und 


»■(l  +  sin«) 
=  pcosut  —  ^fffl-    ' 
Durch  Elimination  von  (  ergibt 

[daraus: 
(I  +  sin  «)  -  ;c  cotg  « 
1 


__2,23'.  (1)'  ^^  j  ,1  _^  l/j  „.  +  2^9^1-0.7(1 +1)1 
9,81        L        '       ^  '^     ■        ^  2,23»{^)»  J' 


b  ~  0,5  n 

llMnJt  wird 


^OSK  +  a:  =  0,7  .  0.743  +  0,5  -^  1,02  m. 

Beispiel  171.  Die  Anzahl  der  Schwingungen,  die  ein  mathe- 
ttiatisches  Pendel  vun  der  Länge  l  '=  1  m  in  einer  Stunde  macht, 
it  zu  berechnen.  i  /  I 

Nach  Gleichung  (175)  ist  die  Schwing  im  gsdauer  T  =  it\  , 
»Ibo  im  vorliegenden  Falle  ^ 


3600  _  3600 


Vs, 


1,003 


-'35Si>. 


Beispiel    172.      Die    Länge    des    Sekundenpendels    auf   dem 
)■  Breitengrad  imd  auf  dem  Äquator  ist  anzugeben. 

Ans   Gleichung   (175)    folgt    für    r=l:     i  =  ^,  ■      Für  den 
).  Breitengrad  wird;  " 

9,81 

1  =  -'^  -  0,994  m- 

"I  ilen  Äquator  erhält   man: 

_  9,7806 


Fünfte  Abteilung. 
Dynamik  starrer  Körper. 

XII.  Abschnitt. 
Allgemeine  Sätze  und  fortschreitende  Bewegung. 

78.    Innere  Kräfte,  d'Alemberts  Satz. 

Man  versteht  unter  einem  starren  Körper  eine  Vereinigiml^ 
von  Massenpunkten,  die  fest  miteinander  verbunden  sind,  9^ 
daß   sie   ihre  gegenseitige  Lage   nicht  ändern  können.     Wirf 
nun    auf   einen    beliebigen    Punkt   Ä    eines    Körpers    die   voi^ 
einem  anderen  Körper  ausgehende,  sogenannte  äußere  Kraft  -P 
ein,   80   erfährt  jeder  Punkt  des  Körpers    eine   bestimmte  R^ 
schien nigung.     Andererseits   kann    der  Punkt  A   der   Kraft     ^ 
nicht    frei    folgen,    sondern    wird    durch    die   Einwirkung  d^' 
andern  Massenpunkte  zurückgehalten;  es  bestehen  also  zwisch^^n 
den  einzelnen  Massenpunkten   des   Körpers  Wechselwirkung«^ 
die  im  Gegensatz  zu  den  äußeren  Kräften  als  innere  Kräfte 
bezeichnet    werden.      Nach    dem    Gesetz    der  Wechselwirkaßff 
sind    stets    je    zwei    innere   Kräfte    einander  gleich,    aber  Bttt- 
gegen  gesetzt  gerichtet. 

Greift  an   einem   Punkt  von   der  Masse  m  eines  Körp^^^ 
die  äußere  Kraft  F  au  und  ist  die  Mittelkraft  aUer  auf  die&^^ 
Punkt   einwirkenden   inneren   Kräfte  S,    so  erfahrt  er  eine  B^ 
schleunigling  77  in  der  Richtung  der  Mittelkraft  R  aus  Pund  '^• 
Die  Grr>Be  der  Beschleunigung  ermittelt  sich  aus  der  Gleichung 
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Die  entgegengesetzt  geriobtete,  sogenannte  Trägheitskraft  —  mp 
befindet  sich  (ienimich  mit  den  Kräften  P  und  S  im  Gleich- 
gewicht. Dieselbe  Herleitimg  gilt  für  aUe  Masaeupaukte  des 
Körpers,  überall  ist  die  Trägheith ei ts kraft  im  OleicJige wicht 
mit  den  üußeren  nnd  inneren  Kräften- 

Dorch  Summierung  über  sümtliche  Massenpnnkte  des 
Körpers  ergibt  sich,  daß  die  Summe  aller  Trägheitskrafte  die 
Summe  aller  äußeren  und  aller  inneren  Kräfte  aufhebt.  Nun 
ergänzen  sich  Je  zwei  innere  Kräfte  zu  Null,  so  daß  die  Summe 
aller  inneren  Kräfte  ebenfalla  den  Wert  Null  hat.  Man  erhält 
somit:  Die  Trägheitskräfte  halten  sich  mit  den  äußeren 
Kräften   im   Gleichgewicht. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  werden  alle  Aufgaben  der  Dynamik 
starrer    Körper    auf    die  Lösung    einer    Gl  ei  eh  gewicht  sauf  gäbe 

tckgeführt,  die  nach  den  Regeln  der  Htatik  zu  behandeln  ist. 
Beispiel  1T3.  Eis  Schnelkug  bestebe  aus  einer  Lokomotive 
Gewicht  G^  =  öh  I,  einem  Tender  vom  Gewicht  G.,  =  35  ( 
und  5  Wagen  je  vom  Gewicht  G,  =  22  t.  Die  größte  Zugkraft 
der  Lokomotive  sei  I' ^  3100  kg  Zu  ennitteln  ist  die  Beschleu- 
tugung,  die  der  Zug  erßhrt,  und  die  Spannung  in  den  einzelnen 
ippelstangen. 

Nach   Eintragung    der  Trägheitskrafte    wi,j),   »»ji',   »'sP  ■  ■  • 
der  Widerstände  ^G,,  fiG,,  fiG^  •  •  ■  erhalt  man  die  Figiu-  231. 


(Aia  Mittelwert  kann  n  ~  0,004  angenommen  werden.)  Den  senk- 
rechten Kräften  Gj,  G^,  Cj,  ■  ■  ■  wird  durch  die  Gegendrücke  dar 
'Cbienen  das  Gleichgewicht  gehalten;  fär  die  horizontalen  KrBfte 
rhait-  man,   da  sich  beim  ganzen  Zug   die    inneren  Spannkrtlße  iS' 

..     -  G,  ß. 

w    1»  ,„gj  aufheben,  wenn  noch  gesetzt  wird  m^  =^  — ' ,    m^=  --■   ■■■ 


'--'p  +  tiG,-\-^p  +  ^a,  +  .'.  -^  +  5,.G, 


2(i6  Fünfte  Abteilung.    Dynamik  starrer  Körper. 

o<ler 

P=-(Gi  +  Gt  +  5<?,)  +  ft(<?i  +  G,  +  56,). 

Wird    (las   Gesamtgewicht    des  Zuges    mit   G  bezeichnet,    so  folgt 
hieraus  die  Beschletmigung: 

/^         \      ^c..  f   3100         ^^^A 

1     m 
i)  =  0,113  ~  — 


9  Sek« 

Denkt  man  sich  die  Zugstange  vor  dem  Tender  durchgeschnitten, 
so  erscheint  iS\  als  äußere  Kraft  an  dem  Zuge,  die  übrigen  Spann- 
kräfte S  heben  sich  wieder  paarweise  auf,  so  daß  man  erhält: 

35  000  1  22  000   1 

^1-     ^  ..  •  TT  +  0,004  .  35  000  +  5  .  -r~~  •  - 

^         9,81   9    '  9,81   9 

+  5.0,004-22  000, 

S^  =  396  +  140  +  1246  +  440  ~  2220  kg. 

Ein  Schnitt  hinter  dem  Tender  ergibt  ebenso 

6'3  ^  5-^ i)  + 5ftG^3  =  1246  + 440^^1690  kg    usf. 

Hat  der  Zug  seine  volle  Fahrtgeschwindigkeit  erreicht,  so  wxr* 

die  Hcschleunigung   p  =  0,    allerdings   hat   dann  der  Widerstan^^*' 

km  'c-"^;a 

koj^ffizient  für    v  =  90  den  Wert   [i  =  0,0105  erhalten.      *-^^® 

Zugkraft  ist  dann 

P==(i{G,  +  G,  +  5G,)^iiG, 

p  =  0,0105  •  200  000  =  2100  kg 

iiiul  iVio  Zugspannung    S^  =  }i{G^  +  ^^a), 

S^  =  0,0105  .  145  000  ~  1520  kg. 


79.    Satz  von  der  Arbeit. 

Auf  den  Massenpunkt  m^  eines  Körpers  wirken  die  äuß^*^ 
Kräfte  J\f  I\\  P/'  •  •  •  sowie  die  inneren  /S\,  S/,  S^",  •  •  •,      ^z^ 
l)«i    (Mn<M-  li(5wegung    des   Körpers   die  Arbeiten    A^^  bezw^-       ^ 
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'jbteii.  Sind  die  Anfangs-  und  Emigeschwindigkeiten  c, 
i  r, ,  so  erhält  mim  nach  Absatz  71  für  die  Energie  eines 
^pnnktes: 

)dnen  zweiten  Massenpitnkt  »ij  gilt  ebeno: 

1  Wj  <■,«  -  J  ».,,■»«  -  ^  +  Mj     aaf. 
P  Addition  aller  Gleich  im  gen  fQr  sämtliche  Massenpunkte 
Kürpers  ergibt  sich 
[  i  i  *«»;*  —  .2:  i  mc*  =  2;^  +  A"3[. 

mm  unter  dem  Arbeiterermögen  eines  Körpers  die 
des  ArbeitsTennögenB  der  einzelnen  Masse  npnnkte 
[ben  verstanden  wird,  so  sagt  die  Gleichung  aus:  Die  Än- 
ing  des  ArheitsTermÜgen»  eines  bewegten  Körpers 
rend  irgend  eines  Zeitabschnittes  ist  gleich  der 
Üei'selben  Zeit  geleisteten  Arbeitsaiiniine  der 
^ren   und    inneren    Kräfte. 

[Die  inneren.  Kräfte  treten  nun  stets  paarweise  auf,  so  daU 

[je  zwei  aufheben.     Ist   rler   betrachtete   Körper  starr,   so 

Ken  die  einzelnen  Massenpunkte  unter  allen  Umständen  ihre 

nseitige  Lage  bei.    Verriuhtet  also  bei  einer  fortschreitenden 

Igung  um  die  Strecke  .•'  die  innere  Kraft  S  die  Arbeit  A, 

ietet  die  gleiche,  aber  umgekehrt    gerichtete  Kraft  iS'  die 

~  A.     Dies   gilt  för  alle  Massen-  , 

aß  bei  starren  Körpern  die  inneren 

sich  aufheben.    Bei  einer  Drehbewegung 

'örpers  gilt  das  gleiche,  denn  die  im  fest- 

Punkte  )ii  angreifende  Kruft  N  leistet 

Arbeit,  da   der  Weg  Xull    ist,    und    die 

n    angreitende  Kraft  ,S"  leistet    die 

Nnll,   da  sie  senkrecht  zur  Bewegung«-  ; 

,g  steht.    (Fig.  232.) 

inem    starren    Körper    ist    die 
irnng  des  ArbeitavermögenB  während  irgend  eines 
bachnittes  gleich  der  in  derselben  Zeit  geleisteten 
tBBumme  der  äußeren  Kräfte 


Fig.; 


I 
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Fünfte  Abteilung,     l 


isr^  uJn)i?r. 


oder 

P--(G,  +  G,  +  :-, 

Wird    das   Gesamtgewicht    do«- 
hieraus  die  Bescbleunignng: 


P=9\^  — /*) 


1?  =  0,113  ~  ^ 

« 

Denkt  man  sich  die  Z> 
$0  erscheint  S^  als  äuBerr 
kräfte  S  heben  sich  wieil 


s,= 


35  000 
9,81 


S^  ==  396  +  J 
Ein  Schnitt  hinter  <^ 

Hat  der  Zug    ..  ^"'^ 
die  Boschleunigun    „«i»'*" 

koeffizient  fllr     r  .,  '^^      «-- 
Zugkraft  ist  dar  jrf^ 


-a^  .-«iiTerpiinktes. 

-^— A.-     -ti^    *?wegteii  Körpers 
^^^^  -4£!Lr?*:a:e  Achsen  bezogen 
::i:Ä-  rir  einen  bestimmten 
•Z'-Dsr.     ebenfalls    nach 
— 'L   A:hsen   zerlejrt,  so 
^     it:r    beliebig     heraus- 
,^-5-ü^    Masseupuukt  w 
:    i:.aranj?   der   X-Achse 
.-    T»;<chwindigkeit   r  hat 
'jfM.  wr  Schwerpunkt  S  des 
•/."•vr«  in  derselben  Rieb- 
^     iiza:  iie  i.ieschwindigkeit  r^  - 
~z  i*.*».  Xach  dem  Sohwer- 
■finiTÄsatz   (Absatz  25)  \^^ 

Vlän?nd   des    sehr  kleine?^-* 

^j^    C.V   SR   sieh    veränderliche  ^ 

.4L::r:niit  werden,  so  daß  di 

-*t   V  jft  I"  —  r  •  ^  angenonime*^  - 

r»:««'  i^c  Wert  x^^  +  '*o  * '      1**^ 

_  i'ü   r  —  «7) 


und  di«>  Zugs 


/ 


Auf  d 
Kräfte  1\ 
bei   einer 


tsr  ri^.>;ou  durch  den  Faktor       ^ 


-  ^*^^:t2^#irröße  des  betreifend  ^^* 

"iic   ii^^r  Bezeichnung  laßt  si  *-"' 

^  ^x  i:«*  blasse  eines  Körpe  '^' 

^  i^^ry  x:ct   gedacht,  so   ist  1»* 


XII.   Abschnitt.      All<roinHin»'   Sätze   uiul   lort^clireitcml«'   fip\vr<riiiiM^.      'J[)\\ 

i^ewegungs grüße  des  Schwerpunktes  in  l>eziig  auf  eine 
beliebige  Aclisenrichtung  gleich  der  Summe  der  Be- 
'wegungsgrößen  aller  einzelnen  Massenpunkte  des 
Körpers  in  bezug  auf  dieselbe  Richtung. 

Ist  p  die  Beschleunigung  des  Punktes  m  in  Richtung  der 
-X-Achse  und  p^  die  entsprechende  Beschleunigung  des  Schwer- 
punktes, so  ist  nach  Verlauf  des  sehr  kleinen  Zeitunterschiedes  / 
die  Geschwindigkeit  von  m:  v-^-pt  und  diejenige  von  S:  Vq+PqL 
Damit  geht  Gleichung  (176)  für  den  späteren  Zeitpunkt  über  in 

M(v^+p,f)  +  2m(v  +  pt) 
oder 

Mv^  +  Mp^t  «  Zimv)  +  2:{mpt). 

Nach  Subtraktion   der   ursprünglichen    Gleichung   (175)    folgt 
heraus 

(177)  Mp^  =  2:{mp). 

Nun  stellt  der  Ausdruck  2{mp)  absolut  genommen  die 
Stimme  aller  Trägheitskräfte  in  Richtung  der  X-Achse  dar; 
Verden  femer  aUe  den  Körper  angreifenden  äußeren  Kräfte  F 
ebenfalls  nach  den  drei  Achsen  zerlegt,  so  daß  2X  die  Summe 
^er  Seitenkräfte  nach  der  X-Achse  ist,  dann  ergibt  der  Satz 
^on  d'Alembert 

:^{mp)  =  zx. 

Wird  dies  in  Gleichung  (177)  eingesetzt,  so  folgt 

Mp^  ==  ZX. 

I^araus  ergibt  sich  die  Beschleunigung  des  Schwerpunktes   in 
Richtung  der  X-Achse  zu 

öas  gleiche  gilt  für  die  anderen  Achsen.  Dieselbe  Formel  er- 
"Slt  man  für  einen  Punkt  von  der  Masse  3/,  der  unter  dem 
Einfluß  der  Kräfte  X  bezw.  P  steht: 

Der  Schwerpunkt  eines  Körpers  bewegt  sich  so, 
*lfl  ob  er  die  Masse  des  ganzen  Körpers  enthielte  und  in 
ihm  alle  parallel  mit  sich  verschobenen  äußeren  Kräfte 
*^griffen. 
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Fiinfte  Abteilung.     Dyuaniik  sturrpr  KPrper, 


Der  Satz  gilt  ebenso  wie  der  von  d'Älenibert  nicht  uur 
für  starre  Körper,  sondern  für  beliebige  Körper  oder  Systeme 
von  KÖr()em.  Er  gestattet,  alle  vorher  abgeleiteten  Siitze 
über  Massenpunkfce  auf  beliebige  Kc'irper  oder  Körperaystema 
zu  beziehen.  iuBofem  sie  die  Bewegung  des  Schwerpunktes 
dieser  Körper  richtig  darstellen.  In  den  diesbezüglichen  Bei- 
spielen wurde  stdlBohweigend  suhnn  Gebrauch  von  diesem  Satx 
gemacht. 

Wirken  auf  den  betrachteten  Körper  keine  äußeren  Kräfte 
ein.  so  wird  nach  Gleii^hung  (178)  j/q  =  0,  d.  h.  der  Schwer- 
punkt eines  Systems,  auf  das  nur  innere  Kräfte  ein- 
wirken, bewegt  sich  geradlinig  mit  gleichfnriiiiger 
Geschwindigkeit;  befindet  sich  der  Schwerpunkt  in  Ruhe^ 
so  vermögen  innere  Kräfte  ihn  nicht  zu  verschieben. 

Die  Sprengstücke  einer  Granate  fliegen  z.  B.  nach  alle«- 
Seiten  ao  auseinander,,  daß  der  Schwerpunkt  des  Ganzen  lin- 
der Flugbahn  bleibt.  Die  Sonne  liewegt  sich  mit  dem  Plauet«n  — 
System  so  durch  den  Raum,  daß  der  Schwerpunkt  des  System»  ^ 
der  immer  nahe  bei  dem  Mittelpunkt  der  Sonne  liegt,  aicfc^ 
geradlinig  fortbewegt. 


Xni.  Abschnitt 
Drelibewegnng. 
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81.    ArbeitBvermÖgen  eines  Körpers  bei  der  Drehung  um  eine 
faste  Achse. 

Bei   einer  fortscli  reiten  den   Bewegung   haben  alle   Punlcte 
eines  Körpers  in  demselben  Äogenhiick  die  gleiche  Geschwin- 
digkeit; der  Ausdruck  für  das  Arbeitsvermögen  ist  also 
.l-£(+»..')-i.'X,» 


oder 

(179) 

worin  3/  di« 


GesamtraHsse  des  ganzen  Körpers  ist. 


^ 


Xm.  Abflchnitt,     Drehbew. 

Dreht  eicli  jedoch  der  Körper  ura  eine  feste  Achse,  so 
iiabcn  zwar  alle  Piinfete  diesolhe  Winkelgeschwindigkeit  w,  die 
Geschwindigkeit  eines  Pnnktes  in  der  Entfernung  r  von  der 
Drehachse  ist  aber  r  =  r  ■  to  und  ändert  sich  proportional  der 
Xiäöge  r.     Die  (Üeichimg  für  das  Ärbeitsyer mögen  wird  damit 

Odor 

Dei-  Ausdruck  21{nir^),  der  nur  von  der  Verteilung  der  Maesen 
ober  den  Kc>ri)er  abhängt,  heißt  das  Trägheitsmonient  des 
Kö  rpers  in  bezug  auf  die  Achse: 

Damit  erhält  m 


%2.    Allgemeine  Sätze  über  Trägbeitsmomeate. 
Befinden    sich   sämtliche    Massenteilchen    des    Körpere    in 


Bleicher  Entfernung  r   von   der  Achse,   z.  B.  bei 
^f&    geringer   Wandstärke,    so    erhält    man 
°acli  Figur  234 

"''in  pflegt   hisneilen 

"^liebiger  Körper  auszudrücken  als  Produkt 

'ius  der  Masse  des  betreffenden  Körpers  und 

•i^Ui   Quadrat    einer    Länge  ) , 

^a*in  der  Trägheitsarm  der  M 

Ist  die  Masse  fi  bekannt,  die  ein  Hing  vom  gegebenen 
»lalbmeaser  f  haben  muß,  damit  sein  Trägheitsmoment  gleich 
detn  des  gerade  vorliegenden  Körpers  ist,  so  ergibt  sich  letzteres 
*Qa  der  Gleichung 

L  (.loa)  J=^,-'. 

i  hierin  wird  ;i  •.. 
\  Khae  bezoeei 


30() 


yr 


".'V'iamik  starrer  KÖq>er. 


Der   S:Jr, 
für  starre   K'-" 
von    Kür])er? 
über  .AFfisst»»!- 
zu    bezit»ln" 
dieser  Kim-; 
spielen  \\ 
geiuaclit. 

ein.  SM  \ 
punkt 
wirkt  i 
(Jesc*. Ii  . 

so    Yr?" 
1« 

Seitfi 
der  I ' 

svsn 


2: \ ////•■)  folgt  oline  weiteres,  dit 
ic^   aus    mehreren    Teilen    zusammer  ^»^ "" 
„..;:  :iuf  eine   bestimmte  Achse  gleic--  A^ 
>.:.-'monte  der  einzelnen  Teile  in  hezi»-  ^ 


■•»1 


.'.t^en    in   Fi^ur  235    erhält    man  fi»   *" 
.-  vrie   stellende  Achse,    die   durch  (1(^  *' 
•vrs  geht,    J  =  2^(mr-)   und  für  ei»  *-^ 
parallele  Aehste  im  Al)staiid    ^^^ 
vom  Schwerpunkt 

Xun   ist 

Q-  =  [^ri  +  j:f  -^  y 

-^  (r  +  2ax  -r  X-  -{■  ir 
oder,  da    j- -]- y- =  r    ist- 

Q-  =-  ü'  -r  Jax  T  '■". 
Damit  erhält  man 

v,\    ilic    Suninu'    der    statischen    Momente   d*:^^ 
.,  ,.r.!\-luMi    hl    bozogen    auf  die   zu   .r   seukred^^ 
,1  .vnc.     ihr    Wert     ist    also    nach    Absatz  S?*^ 
^   r  i   iHM'h    ütn        M    ircsetzt.  so  folgt 

./  -  ./    ^    Mn\ 


.1 .".  tsiiionuMit   in   l»cznir  auf  eine  belieluji-^** 
,\\    di'in     TräüluMt Mm>nn»nt    in   bezug  a^"** 
x,h\\  IM  achst'  /ii/iiglirh  dem  Produkt  a '•-^•* 
i  4dr;it   »It's   A'h'^iandes  brider  Achsen. 

V  .,  \'l.u  liM'M    \\\    tlt'r<r'lb»'n    KiittV-rnung  n    von  <  *  ^^ 

v.^l»iMi   da-«  irleiri.t'   rriiijfliiMtsmoment.     Das  Tra.*-Ir' 

Im«,  uir   a'.r  t'-.ii«     Srliwi  rarhse   ist   das   kleia  ^^** 

■     itti    p.iiar.'U'    A.-'^in    LViinmmenen   Träijlie"^^^' 


XIII.  Abschnitt.     Drehbewegung. 
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Fig.  236. 


Bei  ebenen  Flächen  bezeichnet  man  das  auf  eine  senk- 
rftoli-fc  zur  Fläche  stehende  Achse  bezogene  Trägheitsmoment 
als  polares  Trägheitsmoment  und  dasjenige  bezogen  auf 
eine  in  der  Ebene  liegende  Achse 
als  äquatoriales  Trägheits- 
ni  o  inent. 

Nach  Figur  236  ist  das  auf 

die   Achse  X  bezogene  Trägheits- 

moraent    J^  =  Z{my^)    und    das 

auf   die  senkrecht  zu  X  stehende 

Achse  Y  bezogene  J^^  2{mx^). 

Das    polare  Trägheitsmoment  ist 

Jp=-^(wr-)  oder  da  r^=x^-\-y*  ist, 

J^  =  E{mx')  +  Zimf), 
(185)  J^  =  J^  +  J,. 
Das  polare  Trägheitsmoment  einer  Fläche  ist  gleich 
d^r  Summe  zweier  äquatorialer  Trägheitsmomente 
bezogen  auf  zwei  beliebige,  sich  in  der  Polarachse 
rechtwinklig  schneidende  Achsen. 

^^'     Bestimmung  von  Trägheitsmomenten  homogener  Gebilde. 

1)  Gerader  Stab.  (Fig.  237.)  Der  Stab  von  der  Länge  ly 
«etn  Querschnitt  F  und  dem  spezifischen  Gewicht  y  ist 
^^  dem  einen  Endpunkt  A  fest  mit  der 
"Oi^elben  Ebene  liegenden  Drehachse  Ö 
^^rbunden.      Seine    Masse    ist 

n-  ^ 

^^^   Masse  eines  beliebig 
herausgegriffenen   kleinen 
I      Teilchens  k  ist 


in 


m  =  '^  .  Fl, 
9 


Fig.  237. 


*ö^it  das  Trägheitsmoment  des  Stabes  in  bezug  auf  die  Achse  0  0: 


J^Zhnx^)=  ^  F'  EUx'^). 

if 
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Wird    k  =    .        einiresetzt,  so  erhält  man 

Der  Ausdruck    2{x^J)    läßt  sich  geometrisch  leicht  ver- 
anschaulichen:   Man  zeichnet  ein  Dreieck  von  der  Ghnmdlinie  a 

und    auch    der    Höhe   a    (Fig.  238), 
letztere   wird   in  kleine,  gleiche  Ab- 
schnitte J  zerlegt,  dann  ist  der  In- 
halt eines  so  gebildeten  Streifens  in 
der    Entfernung    x    von    der    Spitze 
gleich  xJ  und  sein  Moment  in  bezog 
auf    eine    durch    die    Spitze    gelegte, 
zur  Grundlinie  parallele  Achse  xJ-^- 
Das    statische    Moment    der    ganzen 
Dreieckfläche   ist    also   2]{x^J),    da» 
sich   nach   Absatz  25    berechnet    a^^ 
Produkt  aus  Flächeninhalt  und  Schwerpunktsabstand: 

^{ä:'^)  =     2     •  g  a  =  g-  =  g  (/  sm«)». 
Damit  ergibt  sich 

i  9 

und,  wenn  hierin  eingesetzt  wird    Jf  ==       Fly 


Fig.  238. 


(lH(i) 


J=M 


(l  sin  «)' 
3 


Für  a  =  90",  wenn  also  der  Stab  senkrecht  zur  Ac^^^ 
steht,   ist    sin  ß  =  1    und 

(187)  '^=^^^3' 

2)  Rechteckige  Platte.  (Fig.  239.)  Die  Platte  \s^^^ 
man  sich  zusammengesetzt  denken  aus  vielen  prismatisd®^ 
Stäben  von  der  Länge  A,    das  Trägheitsmoment  eines  St;^-"^ 
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bezog  aof  die  Achse   00  iBt  daun    nach   Gleichung  (1^'^) 


aller  J': 

(188) 


folglich  das  der  ganzen  Platte  gleicli   der  Summe 


'=2(4)  = 


I  =  M  , 


-  -W 


weun  M  die  Masse  der  Platte  bezeichnet.    Fflr  die  zur  Seite  b 
piirallele  Schweraühse  XX  erhält   tnim  nach  Gleichung  (184) 

I 


J,-J  -  M[ 


12 


k  polare  Trägheitsmoment  für  den  Schwerpunkt  ergibt  sich 
'l  Gleichung  (185)  zu 

,■+/■■ 


l.-J. 


-M- 


lä 


rf'^ 

• 

X 

lli 

0 

0", — 

_J 

.-0 

A 

\ 

1                                                     ; 

Pig    S39 


Die   Platte    von 
„   ■  d,    ein  sehr 


T    ^*     Dreieckige    Platte.     (Fig.   240.) 
Jer   Stärke    ä    besitzt    die    Masse     71/='' 

t"**     Streifen   paraUel    zur  Grundlinie    von    der   Breit<>  J 
^   I&ige  t  hat  die  Masse    w  =  ^  ■  .ez/  ■  d 


I 
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oder  mit  Berücksichtigung  der  Proportion    —  ™  x  * 

m  =  —  •    f--  d  '  d. 
9      h 

Das  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  die  Achse  00  ist  dann 

Der  Ausdruck  2](y^^J)  kann  veranschaulicht  werden  dnrch 
das  statische  Moment  einer  Pyramide  mit  quadratischer  Grund- 
fläche von  der  Kantenlänge  h  und  der  Höhe  h  in  bezug  auf 
die  Spitze.  Figur  238  würde  einen  Mittelschnitt  dieser  Pyra- 
mide darstellen,  wenn  die  Buchstaben  x  und  a  durch  y  bezw.  h 
ersetzt  werden.  Der  Streifen  von  der  Stärke  z/  hat  den  Inhalt 
y^^  und  sein  Moment  in  bezug  auf  die  Spitze  ist  y*^.  Man 
erhält  somit  2{y^J)  gleich  dem  Produkt  aus  Rauminhalt  dieser 
Pyramide  und  dem  Schwerpunktsabstand: 

^(»->-(s*'-")^(4*)=4- 

Damit  ergibt  sich 

oder,   wenn   eiiicesetzt  wird     31=      a  „  d, 

(j      2 

(191)  ^o=m''1- 

In  bezug  auf  die  zur  Grundlinie  parallele  Schwerachse  A^ 
erhält  man  nach  Gleichung  (184) 


(192)  J^=M. 


4)  Kreisförmige  Platte.  (Fig.  241.)  Die  Platt«  '*'*'^ 
der  Stärke  ö  kann  zerlegt  gedacht  werden  in  schmale  Ri*^^ 
von    der    Breite   ^.      Die    Masse    eines    solchen    Ringes 


XTIT,  Abschnitt,     Drehbewegung 


«  —  ■  2xrJ  •  d    lind  s 
3 
I  den  Mittelpunkt 


I  po]ai 


./'  =  « 


^  Triinlieitsinonieiit  in  bezug 


;/'*Jd . 


Trägheitsmoment  der  ganzen  Platte  ist  nun 

Ausdruck  E[r^iJ)  ergibt  eich  nach  3)  zu        , 
7i* 


-  ^  Swtf  ■  *;     oder  mit    M=^ 


Ä'tf: 


S) 

Man  ersieht  aus  der  Figur,  daß  das  äc|uatoriale  Trägheits- 
ment  J^  =  J^  ist,  somit  folgt  aus  Gleichung  (185) 
,7^  ^  2J^  =  2  J^ 


6)    Kogel.    (Fig.  242.)     Wird  die   Kugel   in   sehr   düunp 
Dele  Scheiben  senkrecht  zur  Drehachse  zerlegt,  30  ist  mit  deu 

dchnnngen  der  Figur  die  Masse  einer  Scheibe  m=     %\ßj 


}t(>K  Fünfte  AbteUung.    Dynamik  itarrer  Efirper. 

iiuil   ihr  Trtigheitsmoment  in  bezug  auf  die  Achse  nach  Glei- 

Das  Trägheitsmoment  des  Kagelabschnittes  Yon  der  Höhe  A 
tu'^ibt  rtioh  nun  zu 

AuH   dem   gestrichelten   rechtwinkligen  Dreieck  folgt 

y^  =  2Rx  —  a?*, 
damit  wird 

Oller 

Nun  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

() Immiso  kann  gefolgert  werden 

zr^z/)  =  -:  - . 

WinI  ilies  eingesetzt,   so  erhält  man 

//     30  ^ 

Stützt    man    hierin    h  =  r,   so    ergibt    sich    das  Trägh^ 
iiMUiiniit  tlt^r  Halbkugel  in  bezug  auf  die  Symmetrieachse 

(j     lo 
od«M    mit     .1/  =  '^  .  .,  xR^ 

o 
HU\l,    woiiii   //    ^  2r  eingesetzt   wird,  als  Trägheitsmoment 


itfi 
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und  ihr  Trägheitsmoment  in  bezag  auf  die  Achse  nach  Glei- 
chung (193) 

Das  Trägheitsmoment  des  Eugelabschnittes  yon  der  Hohe  A 
ergibt  sich  nun  zu 

Aus  dem   gestrichelten   rechtwinkligen  Dreieck  folgt 
damit  wird 

oder 

9     ^ 

Nun  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

2:{x*^)J^,       27(07'^/)-**, 
ebenso  kann  gefolgert  werden 

Wird  dies  eingesetzt,   so  erhält  man 

(105)  J=  ^  .   "^  (207^2^3  -  \hlW  +  3*«^). 

//     30 

Setzt    man   hierin    h  =  r^   so    ergibt    sich    das  Träghel^^ 
moment  der  Halbkugel  in  bezug  auf  die  Symmetrieachse 

9     lo 

V     2 
öder  mit     3/ =*  '   •  .,  7tR^ 

9     -^ 

0 

und,   wcun  h  =  2r  eingesetzt   wird,   als  Trägheitsmoment        ^ 
ganzen  Kugel 


Xm.  Abschnitt.    Drehbewegung. 
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V.  ebenfalls 

ff     15 

0 

0 

3)  Gerader  EreUkegel.  (Fig.243.) 
in  5)  abgeleitete  Gleichung 
y     « 


J  = 


•  2  ^itf"^) 


für  alle  Umdrehungskörper  in  bezug 

die  Drehachse.    Nun  ist  beim  Kegel 

f 
^r:h,   also   y=  ,    or,  dies  ergibt 

mit    2:(x^J)  =      : 


g    10  '^"• 

t    man    hierin      M -= 


7 
ff 


% 


rH, 


) 


J==^M 


10 


T  , 


Fig.  24». 
BO    folgt 


Beispiel  174.  Dap  polare  Trägheitsmoment  einer  Kreisring- 
e  vom  äußeren  Halbmesser  72,  vom  inneren  r  und  der  Stärke  ö 
Xk  bestimmen. 

Dasselbe  ergibt  sich   als  Differenz  der  Trägheitsmomente  der 


>n  Kreisflächen :    J  =  J^ 


Jg. 


Nach  Gleichung  (193)  ist 


^  ^     2         a  2 


9  9 


•  "     2         ^  2 


^ach  ist 


9 


E" 


..4 


•ö 


I 
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oder  mit     M  =  ^  :rfÄ*-r«)  •  S 

9 

(198)  7^Jf.^^. 

Die  Stiürke  d  kann  dabei  jeden  beliebigen  Wert  annehmen, 
die  Gleichung  (198)  gilt  also  auch  für  ein  beliebig  langes,  zy- 
lindrisches Rohr. 

Beispiel  175.  Das  Trägheitsmoment  eines  abgestampften 
geraden  Kreiskegels  in  bezng  auf  die  Symmetrieachse  ist  anzugeben, 
wenn  der  Halbmesser  des  unteren  Kreises  mit  JK,  derjenige  des 
oberen  mit  r  und  die  entsprechenden  Höhen  mit  H  und  h  be- 
zeichnet werden. 

Nach  Gleichung  (197)  ist 

und 

10  g     10 

Dies  ergibt 

oder  mit     M='   •  '^  (li-H-r^h): 

ff      ^ 

*    ~  ^     10  R'H  -  rH  ' 

Nun    ist     //:/*  =  1? :  f,     also     //  =        Ä.    Wird  dieser  Wert 

r 

^rtisot/t  und  gleichzeitig  mit  r  erweitert,  so  folgt 

10    B^  —  r^ 

lloirtpiel  176.    Für  die  Umdrehungskörper  ist  der  Trägt  "^^^ 
itriii   Min!   dio  auf  den  rmfanv:  bezogene  Masse  anzugeben. 


J,  =  31,  .  ^"„  r*  =  >   .  JL  ^Ä. 


C 
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Trägheits- 
moment in 
bezuganf  die     Tragheitsarm  in  bezng  auf 
Symmetrie- 
achse 
J 


die  Symmetrieachse 


Auf  den 

Umfang  bezw. 

größten  Kreis 

bezogene  Masse 


leif 


"F 

Mr' 

Scheibe 

H 

-? 

lache 

r^)8 

u^r 

B» 

5 

?el 

R» 

5 

ider 

h 

^^2 

?el 

h 

10 

M 


B 
V2 


M 
2 


y^-^V'Ä^ 


R 


y2 


V- 


nV 


M 
2~ 


i^^i 


) 


M 


M 


M 
2 


B 


^   10 


10 


M 


spiel  177.  Das  Schwungrad  einer  Walzwerksmaschine 
n  Figur  244  angegebenen  Abmessungen,  es  mache  in  der 
=  80  Umdrehungen.  Zu  berechnen  ist  sein  Arbeitsvermögen. 
Arbeitsvermögen  beträgt  nach  Gleichung  (181):  A=\J(o^. 
so  erst  das  Trägheitsmoment  des  Schwungrades  in  bezug 
Drehachse  zu  ermitteln.     Dasselbe  ergibt   sich  als  Summe 
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der   Trägheitiamomente   des   Schwnugringes,    der  Arme,  der  Ak-kd- 
befestigungsscheiben  und  der  Nabe. 

Das  erstere  ist  nach  Gleicbimg  (179) 

oder 

ff      2  dm'     dm 


Fig.  ä«. 


kg 


Wird  das   spezifische  Gewicht  des  Gußeisens  zu 

genommen    und    werden    alle    Länpen    in   dm    gemessen,    so   {oi-e 
aus  den  Angaben  der  Figur 

./,  =     '  '^   jt  ^'-  {31,5*  —  27,8*)  -^  149  500  dm  kg  Sek'. 


Xin.  Abschnitt.    Drehbewegang.  ^13 

Das  Trägheitsmoment«  eines  Armes  ist  zu  berechnen  als  Differenz 
Trägheitsmomentes  des  von  der  Achse  bis  an  den  Schwung- 
i  gerechneten  Armes  abzüglich  desjenigen  des  fehlenden  Stückes 
ler  Nabe.  Nun  sind  ;8r  =  2  •  8  Arme  vorhanden,  es  ist  also 
Gleichung  (187): 

wenn  das  spezifische  Gewicht  des  Schweißeisens  zu  y  =  7,8  — - -^ 
Qommen  wird, 

2  .  8  .  ^f    .  ^'-^~ '—  .  (27,8»  -  4,6»)  -  9000  dm  kg  Sek«. 

Das  Trägheitsmoment  der  beiden  Befestigungsscheiben,  die  als 
{ringe  zu  betrachten  sind,  ist 

J,  =^2M^'P'^2  y~n  J  (Ä*-  r*) 
*  2  g       1^  ^ 

mit    y  =  7,3  -      , : 

'  dm' 

7  3  0  65 

^3  =  2-  --J--  .  TT  .     \-  (8,1*  -  4,1*)  ~  600  dm  kg  Sek^ 

Ebenso  berechnet  sich  das  Trägheitsmoment  der  Nabe  zu 

*  2  9       ^ 

nach  Einsetzung  der  Zahlen 

'^4=  J/i   ^  •  ^'f  •  (-^»l^  -  2,15*)  ~  200  dm  kg  Sekl 

t  ist     «7^  =  f/j  +  «/j  +  «^8  +  «^4 

/  =  14  950  +  900  +  60  +  20  =  15  930  mkg  Sek^ 

Winkelgeschwindigkeit  ist  nun 

iTtn        27r  •  80       ^  ,^     1 
0)  =  =  —       -  =  8,38  ^      • 

60  60  '       Sek 

it  erhält  man  das  Arbeitsvermögen 

A  =  J  /«-  =  1 .  15  930  .  8,38^  <^  459  300  mkg. 

Die  Rechnung  zeigt,  daß  die  Nabe  und  die  damit  zusammen- 
jenden  Scheiben  nur  einen  unbedeutenden  Beitrag  zum  Trägheit«- 


^^^IP 
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moment   liefern,   den    weitaus  größten  Betrag  liefert  der  Schwung- 
ring,  HO  (laQ  die  übrigen  Teile  im  vorliegenden  Fall  nui' 


/,  15 

des  vom  Schwungring  gelieferten  Wertes  beitragen.  Im  allgeioeüiBii 
schwankt  dieser  Betrag  bei  ganz  aus  Gußeisen  hergestellten  Radem 
zwischen  ^  bis  ^^,  im  Mittel  wird  er  zu  ,p  angenommen,  Ifi 
Rädern  für  Walzwerksmaschinell  betrügt  er  i.  M.  ,j. 

Das  Trägbeitaraoment  des  Sehwungringes   läßt   sich  liequemcr 
ans  Gleichnng  (182)  berechnen,  man  erhslt  dann: 


=  JM(  = 


■  27irF- 


'  ^       '98,1  " 


3,7  ■  3,3  ■ 


■  148  900  dm  kg  Sek': 


Obwohl  die  Gleichung  (182)  streng  genommea  nur  tür  einen 
schwachen  Reif  mit  großem  Radius  gilt,  weicht  das  tiieniacl) 
berechnete  Resultat  nur  unwesentlich  von  dem  genauen  Wert 
J^  '^  149  500  ab.  Wird  das  Trägheitsmoment  der  übrigen  Teila 
nach  dem  Obigen  schätzungsweise  zu  J'  ^  j^  </"(  angenomniBl 
so  folgt  aus  der  Oleiohung   J"  =  /^  -f-  j'^  /, 

./  =  1,067  /,  =  1,067  ■  14  890  ~  15  90U  mkg  Sek*. 

Die  ganz    geringe    Differenz    filUt   nicht    ins    Gewicht,    da 
berechnete  Trägheitsmoment  kleiner  ist  als  das  wirkliche,  alw 
der   Berechnung   der   Suhwungradahmessungen    aus   dem   gegel 
Arbeitsvermögen    diese  unwesentlich   größer   ergibt  als  eri'oi 

Beispiel  178.  Die  Maschine,  zu  der  das  Schwuup»iJ 
Figur  244  gehört,  leistet  bei  Ji^80  Umdrehungen  in  der  Minu** 
J''=650PS.  Zu  bereclmon  ist  die  Zeit,  wahrend  der  dus  Rs'' 
nach  Abstellung  des  Dampfes  noch  die  Leistung  der  Msscbin* 
bergeben  kann. 

Wenn  der  Widerstand  konstant  bleibt,  ist  die  Bewegung  i^' 
Maschine  und  des  Hades  eine  gleichförmig  verzögerte  bis  <1* 
Stillstand.  Werden  auf  der  Absaissenachse  die  Zeiten  und  senk" 
recht  dazu  die  entsprechenden  Geschwindigkeiten  in  einüui  ^ 
liebigen  Maßstab  aufgetragen,  so  ist  die  Begrenzungslinio  d** 
Geschwindigkeiteo  wahrend  der  Äuslaufperiode  eine  ahfatleno^ 
Gerade   (Fig.  245),    da   ja   die   Geschwindigkeit    sieh    proportiüo»* 
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Dauerhetrieb 


Zeit  verringert. 
*  Inhalt  des  so  ent- 
idenen  rechtwink- 
n  Dreiecks  ist 
oll  dem  des  Recht- 
es von  gleicher 
le  und  halber 
ndlinie,  d.  h.  beim 
^laufen  wird  die 
pelte  Zeit  zur 
>tung  einer  he- 
mmten Maschinenarbeit  gebraucht  wie  beim  vollen  Betriebe. 
s    ergibt  die  Gleichung: 


Fig.  245. 


^  =  75  •  ^-  -   mkg 


mit  A 


0) 


2 


/  :;-  =459  300  mkg 

_  ^4^  _  2  »  459  300  ^ 
■"75'^""  650^  tT"'^ 


19  Sek, 


1.    sieht,  daß  das  Schwungrad  imstande  ist,  während  kurzer  Zeit 
Kehrfaches  der  Maschinenleistung  herzugeben,  wobei  allerdings 
Umdrehungszahl  der  Maschine  heruntergeht. 
Ist  die    Zeit    T   und    die    Umdrehungszahl  n    beobachtet,    so 

■X    aus    den   Abmessungen    des    Schwungrades    die    Nutzleistung 
Maschine  berechnet  werden  nach  der  Gleichung 

2A    _    Jg}^  ^ 
~  75  .  T^  75'-  T* 

"Ausgesetzt    ist    dabei,    daß    der  Widerstand    sich    während    der 
'    T  nicht  ändert. 


84    Die  Winkelbeschleimlgimg. 
Bei  der  fortschreitenden  Bewegung  wird  als  Beschleunigung 


Vo  —  V, 


'  Quotient    p  =  ;*       .^    bezeichnet  (Absatz  65);  ebenso  wird 

h  ~  h 
^   einer  Drehbewegung  um   eine  feste  Achse,   die  nicht  mit 

öichförmiger  Winkelgeschwindigkeit    erfolgt,    die   Winkelbe- 
lileunigung  erklärt  als  Quotient    £  =  — -  -    ^ ,  worin  U  und  t^ 
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zwei    dicht   aufeinander    folgende   Zeitmomente    sind    und  i% 
bezw.   Gi^    die   entsprechenden  Winkelgeschwindigkeiten.    fiM 
konstant  wirkende  Kraft  P,  die  auch  als  Mittelkraft  mehrenr  | 
Einzelkräfte   aufgefaßt   werden   kann,    erteilt   einem    um  eise 

feste  Achse  drehbaren  Körper  die  Winket 
/  2  beschleunigung  e,  wenn  sie  nicht  durch  die 
Drehachse  geht.  Die  tangentiale  Tragfaeiii- 
kraft  eines  beliebigen  Massenpunktes  m  des 
Körpers  (Fig.  246)  ist  /w-p,=m-rf,  die  nor- 
male, durch  die  Drehachse^  gehende 


T 


(Absatz  75), 


Fig.  246. 


wenn  dieser  Punkt  die  Entfernung  r  Ton 
der  Drehachse  hat.  Ist  die  Kraft  P  die 
Strecke  /  von  derselben  Achse  entfernt,  w 
lautet  nach  dem  d'Alembertschen  Satz  die 
^  Gleichgewichtsbedingung  des  ganzen  Körpö8 
für  die  Achse  0: 

Z{tnre  ^  r)  =  P  - 1     oder      ei:(mr^)  =  J[, 

worin  J(    das    Drehmoment   der    äußeren    Kräfte    bezeichnet 
Wird  noch  eingesetzt    Z{mr^  =  f/,    so  folgt  | 

(199)  f  =  f  • 

Die  Winkelbeschleunigung  bei   der  Drehung  um  ein^ 
feste    Achse    ist    gleich    dem    Quotienten    aus    Dreh' 
moment  der    äußeren   Kräfte    durch  Trägheitsmoment 
des  betreffenden  Körpers  in  bezug  auf  die  Drehachse- 
Ein  Punkt  in  der  Entfernung  B  von   der  Drehachse  h^^ 
die   Umfangsbeschleunigung    p  =  R  -  e,    das    Drehmoment  0^ 
kann  ausgedrückt  werden  durch  die  am  Hebelsarm  R  wirkend^ 
Bjraft  P    und    das  Trägheitsmoment  J  ersetzt    werden   durc** 
fiR^    worin    u    die    auf   den    Abstand  R  bezogene  Masse  i^ 
Man  erhält  dann  aus  Gleichung  (199) 

P'R'      P' 

(200)  p.=  R.e  = 


uR' 


^ 
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r  Körper. 


des  gegebenen  wirklichen  Pendels  überein  stimm  L  Bilden  beJcJ  * 
Pendel  (Fig.  247)  zn  Anfang  denselben  Winkel  «  mit  de^' 
Seukrec^hten,  so  müssen  ili«^ 
Bewegungen  stets  die  gleich» f 
sein,  also  aneh  in  jedetti 
Augenblick  dit>selbe  Winke-1- 
gesc.hwindigkeit  und  B«?- 
schleimigiing  baben.  Mit  deu 
Bezeichnungen  der  Figur  ?-tT 
ist  die  WinkelbeBebletinipiuig 
des  pbjsiscben  Pendels  nauli 
fileicbung  (199) 

_  Sf^rsina 

*  ~  J        ' 

worin    ./    das    Trägbeitsmo- 

Fig.  247.  raent  in  bezug  auf  die  durch 

0  gehende  Achse    ist.     Fflr 

das   entsprechende   uiatheniat Ische   Pendel   gilt   ebenso 

)H<I-  l&ina 

'=  ■„,/=    • 

da  das  Trägheitsmoment  hier  die  OröBe  mP  hat. 

Beide  Werte  sollen  einander  gleich  sein,  dies   ergibt  füi" 
die  gesnchte  Länge  des  mathematischen  Pendels 


(201) 


i=. 


Wird   die  LPuige  l  auf   der  Geraden  OS   von   0  aue  | 
zum  Punkt  •/ abgetragen,  so  heißt  letzterer  der  SchwinguVf 
raittelpunkt   des  physischen   Pendels,   dessen   Schwingt 
genau  so  vor  sich  gehen,  als  wenn  die  ganze  Atasee  des  Körpn^  j 
in  ihm  vereinigt  wäre. 

Nach    Gleichung   (17Ö)    (Absatz  77)    ist  die  Dauer  i'ine'  ' 

einfachen  Schwingung  des  mathematischen  Pendels  T  =  :iy      • 


T,  SO  folgt  für  das 

■iliiiier 


liir  kleine  Schwingungen. 

iMTiiitischer  Stab  von  der 
T.f*  kg   schwingt   um  den 
Lnge    des    Scliwingimgs- 
hwiuguiig. 
nvinguugsmittelpiinkt   voq 


til..-ii.-hung  ('2021: 

'    All  '    3tt,öl 


i\'.>rt.  erhalten,  indem  mau  den  Ansdnick 
i'^ii-hiing     T  =^  n  y  einsetzt. 

MS  Trägheitsmoment  einps  unregelmäßig  ge- 

.iiif  i'xpefimentolloni  Wege  ermittelt  werden. 

an    der   Achse,    in   bezug    auf  welche    das 

:-estellt    wenleri     soll,     aufgehängt     imd     in 

,  dl -reu  DuinT  ans  einer  größeren  Anzahl 
reßer  (ienauifikelt  erhalteu  werden  kann. 
er  so  gedreht,  daß  die  Verbindungslinie  OS 
sehr  ansrenüliei-t  huri/.ontal  Hegt,  und  in 
mnmg  «  von  der  Drehiichse  0  unterstützt. 
irU    mit    Ililfi-    einer  Wage    geinessen;    dann 

(*,    ferner    ist    T  ermittelt,  >u  daß  sieh  uns 


!•■ 


iT- 
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Das  Trägheitsmoment  für  eine  beliebige  andere,  zu  der  ersten 
parallele  Achse  im  Abstände  e  ermittelt  sich  dann  nach  Glei- 
chung (184)  zu 

9 


e\ 


86.    Gleiclizeitige  Verschiebimg  und  Drehimg. 

Ein  Körper  dreht  sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  o 
um  die  Schwerpunktsachse  X,   zugleich  werde  die  Achse  und 

folglich     jeder      einzeln^ 
Massenpunkt  des  Eörpef^ 
mit  der  Geschwindigkeit  ^ 
verschoben,    die    parall^^ 
der    XZ- Ebene    ist   nrt^ 
mit     der     X-Achse     d©^ 
Winkel  a  büdet.  (Fig.  245^) 
Die      Gesami^eschwindi^' 
keit  V  des  beliebig  herauf' 
gegriffenen  Massenpunkt^^ 
p.     2^y  m    in    der   Entfernung        ^ 

von    der  Drehachse   set^^"* 
sich   aus   den  beiden   r  •  co    und  c  zusammen  und  zwar  ist 

v^  =  c  '  cos  «,       Vy  =  z  '  G),       v^  =  y    CO  +  c  sin a. 

Dies  ergibt  aus     v^  =  t?/  +  v^^  +  t^/ 

r-  =  c^  cos^ a  +  ^^cj*  +  y^co^  +  2ycG)  sin a  +  c'  sin*« 

c^  +  r^co^  +  2yc(o  sin  a. 

Das  Arbeitsvermögen  des  Körpers  ist  damit 

2:{},-mv')  =  2:(\)nc^)  +  Z(^7nrho^)  +  Z(mycG}  sin«) 
=  ^ r^ZO^O  +  -^cö^ZCwir^)  +  CO  sin a  2:(iwy). 

Nun  ist  2J))i  =  3Ij  die  Gesamtmasse  des  Körpers,    2J(wr*)=^  «^ 
das  Trägheitsmoment  für  die  Drehachse,  27(?wi/)  =  0  als  Sumic»i^ 
der   statischen  Momente   in  bezug  auf  die  Schwerpunktsacbi^^- 
Man  erhält  also  das  Arbeitsvermögen 


oder 


.,2 


(203) 


Ä-=^Mc^+lJ 


CO' 
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Als  Yoraussetznng  gilt  dabei,  daß  die  durch  den  Schwer- 
ikt  gehende ;  einzige  Drehachse  ihre  Bichtnng  im  Räume 
ht  ändert,  daß  also  eine  wirbelnde  Bewegung  des  Körpers 
ht  einiritt. 

Wirkt  auf  den  Schwerpunkt  eines  Körpers  von  der  Masse  M 
konstante  Kraft  P  und  besteht  außerdem  ein  nach  Größe 

1  Drehebene  konstantes  Drehmoment  JC,  so  erzeugt  erstere  die 

P 
tschreitende  Beschleunigung  ^=     ^  und  letzteres  die  Winkel- 


ichleunigung  £== 


mM 


M 


Beispiel  182.     Um   einen  Zylinder   vom   Gewicht    6r  =  5  kg 
d  dem  Halbmesser    r  «»  10  cm    ist  ein  Faden   geschlungen,   der 
Bn  befestigt  ist.     (Fig.  249.)      Die  Bewegung   des  Zy- 
ders  ist  zu  untersuchen   und   die   Fadenspannung  S  zu   ^^^^ 
■nitteln. 

Wird  S  nach  dem  Mittelpunkt  der  Rolle  verschoben, 

greift    dort    die    Kraft    B  =*  G  —  S   nach    unten    an; 

ner  wirkt   an   der  Rolle   das  Drehmoment    J(  =  S  -  r. 

r    Schwerpunkt    erfahrt    dadurch    die    senkrecht    nach 

R     a-s 


en  wirkende  Beschleunigung    P  =^   -mf  =^ 


M 


— ,  wenn 


iMasse  der  Rolle  mit  M  bezeichnet  wird;  außer- 
erhalt der  Zylinder  eine  Winkelbeschleunigung 


c/^ 


Sr 


M 


2S 
Mr 


Der  Zylinder  rollt  also  an  dem  Faden  herunter, 
^iner  bestimmten  Zeit  ist  Punkt  0  augenblick- 
-X-    Drehpunkt,    der    in    diesem    Augenblick    in 
ö     ist    d.  h.    die   Geschwindigkeit   Null    hat.      Dies    ergibt    die 
ctung 


p-t 


r 


/  =  0 


m 


t^us  folgt 


Cr-  S 
M 


—  r 


2S 
Mr 


0 


^  somit 

Stephan,  technische  Mechanik 


.V  =  ,1.  a  =  -^  5  =  II  kg 


21 
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Sinlct  der  Zylinder 
und  hieraus 


_  2  .ff  _  2      »31 
"  A  r        H      0,01" 

um  die  Strecke  s  =  . 


1/2P'-K3S.'-V|9,81. 


Die    Zeitdauer  /,    die    hierzu    gebraucht    wird,    i-nnittelt    sich  s 

,=■(/- -v'"-yv~o.Ms.k. 

'     p         '     !l         '9,81 
Die  dann  erreichte  Winkelgeschwindigkeit  ist, 

a    r   '     }         r    '    3    •'       0,1  '  3 


'«s.k- 


Beispiel  183.  Ein  Umdrehungskörper  vom  Gewicht  G  und 
dem  Halbmesser  r  bewegt  sieb  eine  schiefe  Ebene  von  der  Neigung" 
herunter,     (Fig.  250.)     Die  Bewegung  ist  zu  untersuchen. 

Wären  der  Korper  und  die  Bahn  völlig  gl*''' 
so  wirkten  auf  ihn  nur  das  Gewioht  G  und  de' 
Gegendruck  N  der  schiefen  Ebene,  die  beide  durdi 
den  Schwerpunkt  gehen,  also  eine  Drehung  nicbl 
herbeiführen  können;  der  Körper  würde  herontti' 
gleiten.  Tatsächlich  setzt  sich  dem  Gleiten  m> 
Reibungswiderstand  N,  entgegen,  der  bei  hi"' 
reichender  Größe  das  Gleiten  gänzlich  verhindert 
und  eine  Hollbewegung  hervorruft. 

Kach  Zerlegung  von  G  parallel  und  senki'eeht  zur  scbieft* 
Ebene  erholt  man  aus  den  Gleichgewichts be dingungen  den  Öeg*"' 
druck  A'—  G  cos  a  und  die  im  Schwerpunkt  angreifende  Mitw'' 
kraft  Jf  =  fr  sin  a  —  N^;    feruer  das  Drehmoment  Jf.  =  X,  ■  f. 

Die  geradlinige  Beschleunigung  des  Schwerpunktes  ist  demni*»« 
_  It  _  Mgsina  —  N,  _  -V, 


Fig.  -J 


and  die  Winkelbeschleunigung 


BBdrüeke  fiSr  N,  folgt 


XI!1.  AbHohtiitt.     nrelibewegunp 
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Stützpunkt,    der  bei  seiner  Rollbewegung  als  augeubiick- 
ler  Dreh|)iml(t  die  Geschwindigkeit  Null  hat,  gilt  dann 

if  «°  «  ~  jf  =     j 
wenn   für  /  gesetzt  wird  f*r*  (Gleichnng  183) 
N,       N, 


ird  die  Rollbewegung  i 
'orgerufen,   so  ist 


'   (Inrch    die  Reibung 


I   der  Iteibungs winke!   ist.      Durch   Gleiehsetzen  der   beiden 


>i  + 


t  der   Keigaogs winke!    größer,    als   sich   hieraus   ergibt,    so   tritt 
ticlixeitig  Rollen  und  Gleiteu  ein. 

Die  nach  Zurttcklegung  eines  bestimmten  Geföües  h  erreichte 
■ehnfindigkeit  folgt,  aus  der  Gleichung  fttr  das  Ai-beitsrer mögen, 
a  es  ist 

A-G-h^^Mv^  +  ^Ja^ 

G  •  h  ^  \Mb*  -\-  -^(*r*M*. 
I  bei  reiner  Rollbewegung  die  L'ml'angsge  seh  windigkeit  ru  gleich 
»  tortschreitendeu   ü  des  Schwerpunktes  ist,  so  erhält  man 

0  hieraus 
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Mit  dem  in  Beispiel  176  für  die  einzelnen  Drehkörper  fest- 
gestellten Werte  von  fi  ergibt  sich  bei  gleichem  Gewicht  die 
Geschwindigkeit 

des  Reifes:  r  =  V  "'f-  =  0,707  V2gh, 

^1+1         '         r    y    ; 

des  Zylinders:     v  =  V ,  f  '  =0,817  Y^gh, 

1+t 

der  Kugel:  r  ^y     ^  =  0,845  Y^gh, 

allerdings  unter  der  Bedingung,  daß  bei 

dem  Reif:  tga  ^  tgg?(l  +  1)  ^  2tg9, 

dem  Zylinder:     tga^tgg?(l  +  2)^3tg9, 
der  Kugel:  tga  ^  tg9(l  +  f)  ^  3,5  tg^ 

ist.     Bei  reinem  Gleiten  ohne  Reibung  wäre  t'  =  )/2^Ä. 


XIV.  Abschnitt. 
Der  Stoß. 

87.    Allgemeine  Bemerktmgen. 

Wenn  zwei  Massen  M^^  und  M^  sich  so  bewegen,  daß  si^ 
sich  immer  mehr  nähern  und  sich  schließlich  in  einem  Punkte 
berühren,    so    sucht    ipi    weiteren   Verlauf  der  Bewegung  der 
eine  Körper  den  anderen  zu  verdrängen.    Es  entstehen  Druck- 
kräfte im  Berührungspunkt;  welche  die  weitere  Bewegung 
der  Kör])er  in  sehr  kurzer  Zeit  wesentlich  verändern, 
d.  h.  es  erfolgt  ein  Stoß.     Nach  dem  Satz  der  Wirkung  und 
Gegenwirkung  sind  diese  Druckkräfte  K  in  jedem  AugenbUck 
einander   *j;leich  und   entgegengesetzt  gerichtet.     Sie  bewirken, 
daß  an  d(M*  Stoßstelle  eine  Formänderung  beider  Körper  statt- 
ündot,    di(»    so   lange  «inwächst,    bis  beide  Körper   die    gleiche 
Geschwindigkeit  haben.     Zu  einer  weiteren  Zusammendrüekung 
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Anlaß  mehr  vor,    da  liann   die  Kräfte  .V  den  Wert 
erlangt  habon. 

8md  die  Körper  vollkommen  UDelastiseh,  wie  etwa 
le  Lehmkugeln ,  so  behalten  sie  die  Formänderung  bei 
bewegen  Btch  zuHanuuen  mit  der  erzielten  gleiclieo  Ge- 
indigkeit  weiter.  Elastische  Körper  dagegen  haben  das 
eben,  die  während  dieser  ersten  Periode  des  Stoßes 
Me  Formänderung  während  yiner  zweiten  Periode 
a  mehr  oder  weniger  rückgängig  zu  machen.  Die  in 
tweiten  Periode  noftretenden  Druckkräfte  bewirken,  daß 
Körper  sich  wieder  trennen  und  mit  verschiedener  Ge- 
indigkeit  weiter  bewegen.  Bei  vollkommen  elastischen 
em  sind  die  in  der  ersten  Periode  hervorgebrachten 
iwindigkeitsänderungen  gleich  den  in  der  zweiten  Periode 
ten,  bei  unvollkommen  elastischen  Körpern  sind 
re  kleiner.  Das  Verhältnis  der  in  der  zweiten  Periode 
tt^ebraehten  Geachwindigkeitsänderungen  zu  denjenigen  der 
l   heißt   der   Stoßkoeffizient  L     Derselbe    beträgt    im 

für  Elfenbein     !•'=%, 


stahl 

'•■  -  *, 

Kork 

'.-  !, 

Olas 

'■  -  ',1 

tagt  wesentlich  von  der  Größe  der  durch  den  Stoß  hervor- 
^sbten  Geschwiodigkeitsänderung  ab,  denn  ist  diese  groß, 
fc  die  Formänderung  ebenfalls  eine  erhebliche,  die  so  weit 
l  daß  die  Znsanimendrückung  zum  Teil  dauernd  bestehen 
(l  Ist  dagegen  die  Formändernng  nur  eine  geringe,  so 
Itt  sie  sich  zum  weitaus  größten  Teil  oder  auch  gänzlich 
f!  aus;  bei  kleinen  Geschwindigkeitsändernngen  kann  für 
Kein  ß=l  gesetzt  werden,  d.h.  es  ist  dann  als  voll- 
||eD  elastisch  anzusehen. 

Die  Gerade,  die  zur  gemeinsamen  Berilhnuigs ebene  der 
|t  Körper  im  Berührungspunkt  senkrecht  steht,  nennt 
Stoßlinie.     Befinden   sich    die  Schwerpunkte  beider 


fl 
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Sind    beide   Massen    gleich    groß,   gleich    M,    so   ist  bei 
«gleicher  Bewegungsrichtung 


(M-M)r,  +  2Mi\ 


H- 


=  V, 


3/,  +  3/g 
und  ebenso    c^^  v^\ 

Zwei    gleich    große,    vollkommen   elastische   Massen  rev- 
tuuschen  beim  Stoß  ihre  Geschwindigkeiten. 

Dasselbe  gilt  für  die  Bewegung  gegeneinander.  Befindet 
sich  die  gestoßene  Masse  in  Ruhe,  d.  h.  ist  v^  =  0,  so  ^riTi 
hiernach  c^  =  0  und  i\  =  r^,  die  stoßende  Masse  bleibt  stelx*^^ 
uud  die  gestoßene  nimmt  die  Geschwindigkeit  der  ersteren    ^«^ 

Sind  beide  Massen  unvollkommen  elastisch  und  z^^"^*^ 
Hoi  der  Stoßelastizitiitskoeffizieut  für  beide  Ä',  so  erfahrt  J"i 
in   iler  ersten  Periode   die   (leschwindigkeitsabnahme: 


''i  -  t-, 


in  der  zweiten:  ^'<.''i —'-V» 

\\W^  insgesamt:  k ''j  ~  r'i  i^l  +  A* » ; 

t^bouHo   erhält  J/^  in  der  ersten  Periode  die  Geschwindigb 

/unulime:  r   -    r«, 

iiiul   in  der  zweiten:  h\i' -     i\\, 

II Uo  in.sgesamt:  \^  —  Tj"^  \\  —  /,». 

h'ol^lirli  ist  nach  dem  Stoß 

'':  =  -"i  "  K^\  '    '  '  V  l  —  /.■    =  t\l  —  //»  —  r,it-, 


s- 


ui 


id 


VVinl    hierin    w:o*ior       aus   Gleiohunff    l\>4  •  eingesetzt,  so 

-V.  -    V. 


isf 


/  - 


-V.  ~  1/. 


,A>tn 


br.- 


f\  = 


-V.  -  .V. 
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Vor  dem  Stoß  beträgt  das  Arbeitsvermögen  der  beiden 
Körper  ^M^v^^  bezw.  ^  Jfgt'g^  Bei  vollkommen  unelastischen 
Körpern  hat  es  nachher  den  Wert  ^  (M^  +  M^)  c\  Da  bei  der 
Formänderung  Arbeit  geleistet  wurde,  so  ist  ein  Teil  des 
Arbeitsvermögens  verloren  gegangen,  der  sieh  ermittelt  zu 

Wird     hierin  der  Wert  für  r  eingesetzt,    so  folgt  schließlich 

Bei  vollkommen  elastischen  Körpern  ist  nach  dem  Stoß 
keine  Formänderung  vorhanden,  so  daß  auch  an  Arbeits- 
vermögen nichts  verloren  ist. 

Beispiel  184.  Der  Bär  eines  großen  Dampfhammers  vom 
Gewicht  Gl  =  12  000  kg  trifft  mit  der  Geschwindigkeit   ''i=^"q"j7 

auf  das  weiche  Schmiedeisenstück,  das  auf  dem  Amboß  liegt,  der 
mit  Chabotte  das  Gewicht  ^2  =  250  000  kg  besitzt.  Zu  berechnen 
ist  die  auf  die  Formänderung  des  Eisens  entfallende  Arbeit  imd 
diejenige,  die  verloren  geht,  sowie  der  Wirkungsgrad  des  Hammers. 
Durch  das  weiche  Eisen  wird  der  Stoß  unelastisch.  Gleichung 
(207)  ergibt  also  mit  V2  =  0  die  Formänderungsarbeit  zu 

1      M.]\h     ,■  s,  1        Cr.'G^        . 

1  12  000  .  250  000    ..       .  .  .    .     , 

*      2. 9,81     12000+250000  ^ 

Das  gesamte  Arbeitsvermögen  des  Bars  ist 


^=2--^W-2    ;^*- 


1  ^^1  .  2 

2   g 


A^  -^    ^^     .  12000- 5-~  15  300  mkg. 
2  .  9,81  ^ 

Hiermit  folgt,  die  auf  die  Chabotte  übeitrageno  Arbeit 
A^^  A  —  A^^  15  300  —  14  600  =  700  mkg 
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Der  Wirkungsgrad  des  Hammerschlages  ist 

A,       14600       ^^. 
^^  =  i=  15300^^'^^' 

er  fällt  um  so  größer  aus,  je  größer  il/g  ™^  Verhältnis  zu  M^  ist 

Beispiel  185.  Der  Bär  einer  Kunstramme  hat  das  Gewicht 
Gl  =  500kg,  seine  Fallhöhe  sei  /<  =  2m,  das  Gewicht  des  Pfahles 
beträgt  G^  =  200  kg,  er  dringe  bei  einem  Schlage  die  Strecke 
s  =  0,3  cm  ein.  Zu  berechnen  ist  der  Wirkungsgrad  des  Ramm- 
stoßes und  der  Widerstand  des  Pfahles. 

Der  Stoß  ist  ein  nahezu  unelastischer,  so  daß  Gleichung  (207) 
zur  Berechnung  des  beim  Stoß  verloren  gehenden  Arbeitsvermögens 
benutzt  werden  kann.     Es  ist  also  mit    t^  =  0: 

_   1      J/jJ/g       .2_    ^^1-^2    V 
^~  2  M^  +  M,  ^ '    ~~  G^+G^  2/7 

V  " 

und  wenn  hierin     J^    =  h    gesetzt  wird, 

Das  gesamte  Arbeitsvermögen  des  Bars  ist 

-4  =  ^j  •  // , 

so  daß   zum  Eintreiben    des  Pfahles   verfügbar   bleibt   das  Arbeits- 
vermögen 

Damit  wird  der  Wirkunjrssrrad  des  Rammstoßes 


c'-'o' 


A.2  G^  500  5 

^^^  A^  ('^+G,  ^  500  +  2ÖÖ  ^  y  * 

Er  Avird  um  so  irrößer,  je  größer  G^  ist. 

Der   Widerstand    W  ergibt    sich    aus    der    Gleichsetzung  ^^^ 
bezüglichen  Arbeiten: 

W'  s  =  A^  ="  tj  G^  •  // , 

a,h        5     500-2 
W=  11  ^     -  «  •       ,,^,    '-240  000  kg. 
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)  grSfite  aolBssige  Belastung  des  Pfalilcs  wird  jedoch  der  Sicllpr- 
leit  halber  nur  lu  i*=-J-ir  angenomnipn ,  wena  er  im  festen 
Erdboden  Bt«ht;  wird  er  im  losen  Erdreich  mir  durch  die  Reibung 

gehalten,  so  oimmt  man    J*-^  ,',  W. 

BeispiiO  186,  Für  ein  hestinimtes  Material,  /.  B.  Elfenbein, 
ler  BtoDcIastizitütskoeffizient  y.n  bestimmen. 
Eine  Platte  des  betr.  Materials  wird  uuf  eine  feste  Unterlage 
;t  und  dann  lilQt  man  i>iue  Kugel  M^  aas  demselben  Stoff 
der  Höhe  h  darauf  herabfallen,  die  bis  zu  einer  Höhe  /i, 
skprallt 

Fftr    die   Bewegung    gilt   Gleichung    (20tJ)    mit    Cj  =  0.      Da 
Platte  in   Ruhe  bleibt,  so  wird  auch   c^  =  0,   also 


M 

lll 

=  0 
=  0. 

Quotient 

wird 

nui 

d> 

nn  gleich 

Null, 

M, 

^ 

;« 

oder 

M^ 

«t  wird,   was  überhaupt  für  aUe  Fälle   zutrifft,   in    den 
gegen  eine  unbewegliche  Masse  erfolfft. 
Hiermit  ergibt  sich  die  Geschwindigkeit  der  zurückprallenden 


"Tglich 

*onn  ijas  negative  Vor/« 
2¥  Umgekehrte  von  c,  ist 
K     Nun  ist 


uMi    iingibt,    daü   die    Richtung    von  < 
,      und      <•,  =  V-2;,h , 
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Ist   z.  B.    h  =  1,0  m    und  wird   //^  =  0,79  m    beobachtet,  so 
ergibt  sich 

A='|/'^~0,89=«. 
^      1  '9 


89.    Der  schiefe  zentrische  Stoß. 

Die  Schwerpunkte  der  beiden  Massen  J/^  und  3f^  haben 
im  Augenblick  des  Zusammentreflfens  die  Geschwindigkeiten  v^ 

und  v^y  die  mit  der  Stoß- 
linie die  Winkel  a^  bezw. 
abbilden.  (Fig. 252.)  Diese 
Geschwindigkeiten  lassen 
sich  zerlegen  in  die  Seiten- 
geschwindigkeiten t^cosce^ 
bezw.  v^  cos  «2  nach  der 
Richtung  der  Stofilinie 
und  v^'  =  t\  sin  «j  bezw. 
t\  ==  t'g  sin  «2  senkrecht 
dazu.  Die  letzteren  bleiben 
ungeändert,  wenn  man  Von 
der  Reibung  zwischen 
beiden  Körpern  absieht, 
die  vernachlässigt  werden  kann^  da  es  sich  meist  um  glatte 
Körper  handelt.  Die  beiden  anderen  Seiten gesch windigkeiten 
setzen  sich  nach  den  in  Absatz  88  entwickelten  Regeln  über 
den  geraden  Zentralstoß  zusammen.  Man  erhält  so  nach 
nach  Gleichung  (206) 


Fig.  252. 


(208) 


c,  = 


Co    = 


J/j  l\  cos «j  +  J/o  To  COS «2  —  J/g  {l\  COS «1  —  ^2  COS Oj)  k 

M^  i\  COS «1  +  J/o  Tg  cos Uo  +  M^  {v^  COS ttj  —  Vg  cos «2)  l' 


Beide  Geschwindigkeiten  setzen  sich  mit  den  senkrecht  zur 
Stoßlinie  verlaufenden  r/  =  i\  sin  cc^  bezw.  To'  ==  i\  sin  a»  zu- 
sammen zu  q  und  c^. 
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Die  Gleichungen  (208)  gelten  für  den  unvollkommen 
elastischen  Stoß,  für  den  vollkommen  elastisclien  ist  Ä-  =  1  zu 
setzen  und  für  den  unelastischen   Ä  ==  0. 

Beispiel  187.  Eine  Elfenbeinkugel  sei  mit  der  Geschwin- 
digkeit t\  =  1,2  m  auf  eine  gleich  große  ruhende  unter  dem 
Winkel  a^  =  45^  gegen  die  Stoßlinio  aufgestoßen. 

Die  weitere  Bewegung  beider  Kugeln  ist  zu  ermitteln. 

Es  ist    Jlfj  =  Jfg ,    femer    tg  =  0 ,    somit 

,       t\  cos  ß,  —  f  1  cos  «I  •  /.        „  ,  . 

q  =    »  '      ^»        -J ^r,co8«i(l-A), 

Cg'  =  ^  i\  cos  aj  ( 1  +  /.'). 

Die  ursprünglich  ruhende  Kugel  bewegt  sich  also  mit  der 
Geschwindigkeit  Cg'  ^^  der  Richtung  der  Stoßlinio  oder  unter  dem 
Winkel  a^  gegen  die  Bahn  der  zweiten.  Die  Geschwindigkeit  c^ 
der  letzteren  setzt  sich  mit  der  rechtwinklig  zur  Stoßlinie  an- 
laufenden i'^'  =  t?j  sin  üfj  zusammen  zu  q ,  deren  Neigung  ß  gegen 
die  Stoßlinie  sich  bestimmt  aus 

risin«!  _2tgaj^ 

^^       -J-i-i  coSßi(l— A)        1— a' 

Wird  der  Einfachheit  halber  der  Stoß  als  vollkommen  elastisch 
aufgefaßt,  so  ist   /.'  =  0,    folglich 

q'  =  0, 

1  / 1  m 

Cg   =  t\  cosofi  =  1,2  •  y   ^  r^  0,85  g^j^ , 

/  2  ~  0,85  g^^ 

und  der  Neigungswinkel  von  c^  gegen  die  Stoßlinie  ß  =  90^. 
Beide  Kugeln  bewegen  sich  also  rechtwinklig  zueinander  mit  der- 
selben Geschwindigkeit. 

Beispiel  188.  Die  Bewegung  eine  Billardkugel  ist  zu  unter- 
suchen, die  gegen  die  Bande  unter  dem  Winkel  a^  zur  senkrecht 
auf  die  Bande  gerichteten  Stoßlinie  stößt. 

Der  Stoß  kann  als  vollkommen  elastisch  aufgefaßt  werden. 
es  ist  also  Ic  —  1,  femer  ist  t'g  =  0  und  M^  =  oo  zu  setzen,  du 
die     Bande    mit    der    Masse    des    Erdbodens    fest    verbunden    ist. 
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Damit    ergibt    Gleichung    (208)    nach    Division    von    Zähler   und 
Nenner  durch  M9 ,  so  daß    Vr"  =  0    ist : 

C^    =  —  i\  cos  Cfj 

senkrecht  zur  Bande. 

Parallel  zur  Bande  verläuft  die  (leschwindigkeit 


i\   =  t\  sin  ttj . 


Die  Resultante  beider  ist 


q  =  |/ci'*+yi'*=]/q-cos^a+  Tj^sin^«  =  (?j, 
deren  Neigung  gegen  die  Stoßlinie  folgt  aus 

tg  /?  =  -  ,  =  —  tg  a^ : 


^1 


Die  Kugel  wird  von  der  Bande  ohne  Verlust  an  Geschwin- 
digkeit so  zurückgeworfen,  daß  Ausfall-  und  Einfalhvinkel  «"• 
ander  gleich  sind. 

Wäre  der  Stoß  ein  unelastischer ,  so  würde  mit  Ä*  ==  0  sich 
ergeben     Cj'  =  0. 

Eine  unelastische  Kugel  würde  also  mit  der  Geschwindigkeit 
r^   =  f\  sin  ofj    an  der  unelastischen  Bande  entlang  laufen. 


90.    Der  exzentrische  Stoß. 

Die  beiden  Körper  drehen  sich  um  die  parallelen  Achsen 
^1^  und  A^  und  treffen  mit  den  Umfangsgeschwindigkeiten  '1 
bezw.   To    zusammen.     Es    entsteht   dann   zwischen    ihnen  d^^ 
Druck  iV,  der  im  Stoßpunkt  P  senkrecht  zur  Ebene  der  beid^^ 
Achsen    angreift:    seine    Entfernung    von    den    Achsen   ist   '^i 
])ezw.  a^.    (Fig.  253.)     Nach   dem  Stoß  haben  die  Körper  d^^ 
Umfangsgeschwindigkeiten  f\  bezw.  c^. 

am 

Die  gestoßene  Masse  erhält  durch  den  Stoßdruck  -V  c^"^* 
rnifangsbeschleuigung  l\=  ,  worin  ^3  die  auf  den  Stc»^ 
punkt  bezogene  Masse  des  Körpers  ist  (Absatz  m\  die  stoßei"»*-^ 
MaHHc  «'rfTilirt   die  Umfangsverzögerung    l\=     -•     Dies  erg"»^' 
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Die  Gleichoiig   entspricht   der   beim    geraden  Zentralstoß 
Jtenen^  nur  sind  statt  der  wahren  Massen  M^  und  M^  die 

den  Stoßpunkt  bezogenen  eingetreten  ^  die  sich   ermittehi 

den  Beziehungen 

Ji  =  /i,rti^     und     J^'^'l^CL^, 
n  Jj  bezw.  J^  die  Trägheitsmomente  der  Körper  in  bezug 
ihre  Drehachsen  sind. 

Durch  die  gleiche  Ableitung  wie  in  Absatz  88  erhält  man 
Umfangsgeschwindigkeiten  nach  dem  Stoß  zu 


>) 


c,  = 


^ 


i^i  ^\  +  f*2  ^■2_^  i^2  (^^1  _t:.^>)  .* 

^\  +  M2 
f^l   +  ."2 


Fig.  253. 


Fig.  254. 


Die  Gleichungen  gelten  für  den  unvollkommen  elastischen 
i,  für  den  vollkommen  elastischen  ist  /'  =  1  und  für  den 
lastischen  h  =  0   einzusetzen. 
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Ist  der  stoßende  Körper  frei  und  bewegt  er  sich  in  der 
Richtung  der  Stoßlinie  vorwärts,  so  ist  in  den  Gleichungen  (209) 
an  Stelle  von  ^^  die  wahre  Masse  M^  einzuführen.    (Fig.  254.) 

Die  Herleitung  behandelt  den  geraden  exzentrischen  StoJ; 
beim  schiefen  Stoß  sind  dieselben  Zerlegungen  and  nachherigen 
Zusammensetzungen  vorzunehmen,  wie  beim  schiefen  Zentralstofi. 

Beispiel  189.  Der  durch  den  Stoß  auftretende  Arbeits- 
verlust des  Pochstempels  ist  zu  ermitteln,  far  den  der  Reibungs- 
Verlust  in  Beispiel  63  berechnet  wurde.  Es  ist  das  Gewicht  des 
Pochstempels  rrg  =  180kg,  das  der  Daumenwelle  Crj^öOOkg, 
die  Anzahl  ihrer  Umdrehungen  in  der  Minute  «  =  40  und  der 
Hebelsarm    «^  =  a^  ==  16  cm. 

Der  Stoß  kann  als  unelastisch  aufgefaßt  werden,  wodurch  der 
berechnete  Stoß  Verlust  etwas  größer  ausfällt  als  in  Wirklichkeit 
Er  ergibt  sich  aus  Gleichung  (209),  wenn  darin  an  Stelle  der 
wahren  Massen  die  auf  den  Stoßpunkt  bezogenen  eingesetzt  werden. 


mit    y-g  =^  0    zu 


'  2    ^l  +  f^2     ' 


^1    ,    Ji 

2     '      >,  2 


1  «1         ao*/27caj»\- 

2  T/j        J,  \     6Ö~  / 


Q         I  O 

^1  Ö2' 


oder 

_   1  J^J^  ^n^a^^n- 

Dies  ergil)t,  wenn  noch   :r^  ^^  10    gesetzt  wird, 

_  J^J^  fr 

Die  Trägheitsmomente  der  beiden  Massen  in  bezug  auf  die  Scbwer- 
achsen  senkrecht  zur  Bildebene  seien  aus  den  Abmessungen  ^ 
stimmt   worden  zu 

J^  ~  1,3     be/w.     /jj  ~  *),a  mkg  Sek*, 
fok'lich  ist    der  Ar])eitsverlust  mit  ==  1 : 

1,3  •  9,3       40-         ,      ,     , 
.1,  =  '      .  .^  l(),l>  mkff. 

^        1,3  -r  U.3     180  ^ 
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Das  gesamte  Arbeitsvermögen  der  Danmenwelle  ist 

1^2        7-      *»^         1,3  •  40*       , ,   .     , 
^=2    ^x«*  =  'A    180=    180     -"'^'-'^g' 

die  geleistete  Nutzarbeit 

^2  =  ^  —  ^1  =  11,6  —  10,2  ==  1,4  mkg 
1er  Wirkungsgrad 

sehr  ungünstig. 

Das  Verhältnis  wird  wesentlich  verbessert,  wenn  auf  die 
lenwelle  ein  Schwungrad  gesetzt  wird,  dessen  Trägheitsmoment 
i  dem  Neunfachen  des  der  Welle  ist,  was  bei  richtigen  Ab- 
mgen  ohne  großes  Gewicht  zu  erreichen  ist.     Es  ist  dann 

,7/  =  10  Ji , 

13  .  9,3       40«         . .  .     , 
^       13  +  9,3     180  '         ^' 

A'  =  10^  ~  116  mkg, 

A,'=  116  —  48,2  =  67,8  mkg, 

V^irkungsgrad-  des  Stoßes  wird  somit 

^2       «7,8 

eispiel   63     war    der    Wirkungsgrad    bei    alleiniger    Berück- 
^ung  der  Reibung  des  Stempels  zu  ij  =  0,97  ermittelt  worden, 
also  der  Gesaratwirkungsgrad 

i/^  0,58 -0,97  ~0,56, 

allerdings  noch   die  Zapfenreibung  der  Welle   außer  Ansatz 
ben  ist. 

3ei spiel  190.  Die  Fluggeschwindigkeit  eines  Geschosses 
nit  Hilfe  des  früher  zu  diesem  Zweck  allein  benutzten 
ischen  Pendels  ermittelt  werden.  Dasselbe  hat  an  der 
die  vom  Geschoß  getroffen  wird,  einen  mit  Holz,  trockenem 
isw.  gefüllten  schweren  Kasten,  so  daß  das  Geschoß  darin 
^n  bleibt  und  der  Stoß  als  unelastisch  gelten  kann. 

iphan,  technitche  Mechanik.  22 
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Hie    Oeschwindigkeit    des    StoBpunkt«s   nach  dem  Anprall  dei 

Geschosses  ist  mit  Cj  —  0  und  i-  =  0  nach  Gleichnng  (209) 


Das  Pendel  kommt  nach  einem  Ausschlag  a  unter  dem  EinfluB 
seines  Eigengewichtes  zur  Ruhe  und  schwingt  dann  zurück.  Sein 
ArbeitSTcnnögen  ist  A  =  ^  fijC^'.  wenn  von  der  TerfaSltnism&flig 
sehr  kleinen  Masse  Mj  des  im  Peudelkasten  steckenden  Geschosses 
abgesehen  wird;  dies  muß  gleich  der  bei  der  Hebung  des  Pendel- 
gewichtes (7,  =  21/j  ■  p  um  die  Strecke  b  (Pig.  255)  geleisteten 
Arbeit  sein,  also 

oder  mit    /- =  /(l— coso) 
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Wird  dieser  Wert  in  die   erste  Gleichung  fElr  c^  eingesetzt,  so  er- 
gibt sich  die  Geschoßgeschwindigkeit 


Die  auf  den  Stoßpunkt  bezogene  Masse  fi^  kann  ermittelt 
werden,  indem  man  die  Dauer  einer  Schwingung  des  Pendels 
beobachtet,  denn  es  ist  nach  Gleichung  (202)  (Absatz  85): 


also 

Wird   dies   in   die  Gleichung   fär  v^   eingesetzt,    so    folgt  mit 
1  —  cos  a  =  2  sin*      : 


oder 


jif,  wn    "^''"2 


T 


Hierin  kann  noch  die  Zahl  1  gegen  den  großen  Summanden  ohne 
merklichen  Fehler  remachlässigt  werden,  es  ergibt  sich  dann 


2gT 

MJ 

« 

^1 

sin 

1 

n 

M^a^ 

2 

c 

Ist  z.  B.      -^  =  450,    l  =  2,4  m    gemacht,   ferner   beobachtet 

worden     a^  =  2,75  m,    a  =  26®    und     T=  1,6  Sek,    so  ist 

2.  9,81- 1,6                 2,4  0  m 

Vi  =  .     .  •  4o0  • sin  8"  ~  o46 


i 


3,14  2,75  Sek 


.).)* 
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Vorwort, 


Der  vorliegeude  zweite  Teil  der  technischen  Mechanik,  der 
nie  Festigkeitslehre  and  die  Mechanik  der  flüssigen  und  gaa- 
?Örmigeu  Körper  enthält,  iinteracheidet  sich  von  den  meisten 
binschlSgigen  Werken  dadurch,  daß  er  viel  mehr,  als  diee  bis- 
her von  einem  Lehrbuch  dieser  Fächer  geschehen  ist,  aid'  die 
ßedUrfniBse  des  Maschinen technikers  Rficksicbt  nimmt.  Während 
iie  Mehrzahl  der  elementaren  Lehrbücher  in  der  Festigkeits- 
lehre die  einfachen  Beanspru diu uga fälle  mit  großer  Äusführlich- 
»it  erörtert,  aber  auf  die  im  Maschinenbau  überwiegend  vor- 
ndeii  der  zusammengesetzten  Beanspruchung  nur  in  einem 
[ewöfanlich  recht  kurzen  Anhang  eingebt,  werden  hier  auch 
letzteren  an  der  Hand  vieler,  der  maschinentechnischen 
■asis  entnommenen  Beispiele  bis  ins  Einzelne  behandelt. 
fTaturgemäß  kötmeu  in  einigen  wenigen  Fällen  nur  die  Ergeb- 
nisse der  Itechnungen  mitgeteilt  werden,  die  mit  elementarer 
Mathematik  nicht  zugänglich  zu  machen  sind,  in  anderen  müssen 
Näher ungsrechnun gen  angegeben  werden,  die  aber  nahezu  das 
gleiche  Schlußresultnt  liefern  wie  die  genauen.  Auch  sonst 
weicht  die  Behandlung  von  der  üblichen  ab;  heia piels weise 
wird  bei  dem  Träger  auf  drei  Stützen  die  bautechnisch  un- 
vorteilhafte Anwendung  mit  der  gleichförmigen  Belastung 
((leicher  Felder  nur  kurz  besprochen,  dagegen  der  Fall  un- 
gleicher Felder  mit  Belastung  durch  Eiuzelkrilfte  ausführlich 
durchgerechnet,  der  vielfach  bei  Maschinen  wellen  n.  dgl.  vor- 
kommt. ITberhaupt  wird  auf  die  Berechnung  der  wichtigsten 
Maschinenteile,  der  Kurl)eln  und  Wellen  von  Dampf-  und  (las- 
maschinen  besonderer  Wert  gelegt;  und  zwar  werden  die  Rech- 
nungen  vielfach  mit   Berücksichtigung  der   in  der  Praxis  ver- 


IV  Vor^'ort. 

nachlässigten  Xebeneinflüsse  durcbgefQhrt,  damit  der  Schüler 
sich  auf  Gmnd  zahlenmäßiger  Angaben  einen  Überblick  darüber 
verschaifen  kann,  wie  groß  der  Einfluß  dieser  Yemachlassigangen 
eigentlich  ist.  Einige  der  in  technischen  Zeitschriften  zwar 
bekannt  gegebenen,  aber  nicht  jedem  zuganglichen  Rechnungs- 
methoden dürften  in  einem  elementaren  Lehrbuche  zum  ersten- 
mal veröffentlicht  werden. 

Die  Mechanik  flüssiger  Körper  wird  in  üblicher  Weise 
vorgetragen;  neu  dürften  nur  einige  maschinentechnische  Bei- 
spiele sein,  die  zeigen ^  daß  auch  verwickelt  erscheinende  Auf- 
gaben mit  den  geringen  elementaren  Hilfsmitteln  bequem  zu 
lösen  sind.  Ein  gewöhnlich  fehlerhaft  wiedergegebener  Lehr- 
satz wird  auf  S.  21  i)  in  der  richtigen  Form  zum  Ausdruck 
gebracht. 

Der  Abschnitt  über  (iase  und  Dämpfe  enthält  fast  nur 
die  Anwendungen  der  Wärmetheorie  auf  Kompressoren  und 
Dampfmaschinen  und  im  letzten  Teil  auch  auf  die  Dampf- 
tiirbinen.  Ziemlich  ausführlich  wird  dabei  das  Boulvinsche 
Wärmediagramm  benutzt,  das  den  Vorteil  besonderer  Anschau- 
lichkeit besitzt,  wenn  es  auch  bei  der  ersten  Herleitung  etwas 
umständlich  erscheint.  Am  Schluß  sind  die  von  Prof.  MoUier 
verbesserten  Dampftabellen  aufgenommen  worden.  Während 
sonst  überall  die  neuesten  Zahlenwerte  benutzt  werden,  ist  doch 
für  das  mechanische  Wärmeäquivalent  die  Zahl  424  beibehalten 
worden,  weil  alle  Gaskonstanten  mit  diesem  Wert  errechnet 
sind  und  noch  immer  in  alter  Weise  augegeben  werden.  Dem 
Verfasser  fehlt  der  Überblick,  wie  weit  diese  Angaben  ver- 
bessert werden  können,  ohne  daß  Abweichungen  von  den  Ver- 
suchsergebnissen  eintreten. 

Posen,  im  September  1901). 

P.  Stephan. 
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Berichtigungeii 
Zu  Teil  I: 

Seite  38    Zeile  8  v.  o.  lies  sein  statt  ein. 

48        „    10  V.  0.  lies:   Die  Lage  des   Angriffspunktes  der  Mittel- 
kraft eines  Systems  paralleler  .  .  . 


f» 


,,      69        „      1  V.  u.  lies: 


a0  +  2b-   ,V6+^o(|a  +  6) 


«=  — 

a  +  2  6  +       a 

72        „      9  V.  u.  lies  litr^h  statt  i7r/**(3r  —  ä). 

77        „      6  V.  0.  lies:*F=2/*(i[ 

96        „    14  y.  0.  ist  zuzusetzen:  für  ihre  Lage. 

98       „      2  V.  u.  lies:  daraus  folgt  mit  der  annähernd  zutreffenden 

Beziehung 
106        „      3  V.  o.  lies  r^  13  000  mkg. 
122        „      4  V.  u.  ist  zu  streichen. 

130  Beispiel  70  ist  zu  streichen. 

133  Zeile  8  y.  o.  lies  nur  statt  und. 
140        „     3  V.  u.  lies  3/  =  iftiP(r  +  ri). 

„    162        „     6  V.  u.  lies  r=     "i— *  i   damit  ändert  sich  die  weitere 

4 

Rechnung  entsprechend. 


164        „      3  V.  u.  lies  r  =       '     -  usw. 

4 

176        „     6  Y.  u.  lies  größer  statt  kleiner. 


Vi  Li  Berichtigungeii. 

Seite  216    Zeile  1  v.  o.  lies  cosc. 
^      il7        .,      4  V.  u.  lies  cosa. 

..     ibi       .,     2  V.  o.  lie«  P  =  . . .  -^  2450  kg»  die    ni  dem  6ewi< 

G  =  lt  mK)  kg  hinzutritt,  lo  daß  P»  14  460  kgwi 
^     264     Zu  Beispiel  151   ist  hinzuzufügen:    Die  Bechniuig  tnlft  i 

zu,  wenn  die  Wurf  linie  durch  den  Schwerpunkt  gel 
andereafalls  ist  nach  Absatz  90  zu  rechnen. 
2c^S    Zeile  3  t   u.  ist  4  zu  streichen. 

Zh  TeU  U: 

Seite    5    Zeile  12  v.  o.  lies:  und  des  ursprünglichen  Durchmeflsers. 

k? 
„     42        „      10  V.  o.  lies  -^-- 

cm' 

„     98        ..        3  V.  u.  lies  P 


»• 


99        ..        8  T.  u.  füge  hinzu:  nach  Gleichung  ilOS) 

IUI        „        4  V.  0.  lie!^  l\  statt  l\ 

kl? 
1M4         .,      12  V.  u.  lies  —0.47      ^, 

om- 

1«»5        .,        Obere  äußere  Weite  lies  1.10  statt  1^20 

Tn>mmelgewicht  lies  Tu70  statt  7700 

Säulenfläche  lies  7,5  statt  7,25 

Sohwerpunktshöhe  lies  11,40  statt  10,24 

Winddniekmoment  lies  43  220  statt  88  830 

Exzentrizität  lies  »»,783  statt  u,703 

'j-  lies  0,327  statt  0,293 

Tabellenfaktor  C  lies  3,34  statt  2,85 
k\  =  C   f:  lies  >.0  statt  6,8 
2M2         „      12  u.   13  V.  u    lies  t^  statt  p. 
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Erste  Abteilung. 
Mechanik  elastischer  fester  Körper. 

I.  Abschnitt. 
Die  eiultu'lieii  Bi'AiisprucliiinKsf^lle. 

1.  Nichtstärre  Körper, 
l  Die  Mechanik  starrer  Körper  untersuclit  an  Körpern, 
r  die  beliebige  äußere  Kräfte  einNvirken,  das  gegenseitige 
trhältnis  dieser  Kräfte  und  die  sicli  daraus  etwa  ergebeii- 
a  Bewegungen  jedes  Körpers.  Jene  Untersuchung  bietet 
loch  nur  eine  mehr  oder  weniger  grobe  Äonüherung  an  das 
äcbliche  Verhalten,  da  es  in  Wirklichkeit  vollkommen  starre 

Kr  nicht  gibt.  Vielmehr  erfahren  die  einzelnen  Massen- 
s  eines  jeden  Körpers  uuter  dem  Einfluß  äußerer  Kräfte 
immte  Verschiebungen  gegeneinander,  so  daß  der  Körper 
B  Form,  d.  h,  im  allgemeinen  sowohl  die  äußere  Uestalt 
Auch  Bein  Volumen  ändert.  Dieser  Foi^mänderung  wirken 
mehr  oder  minder  große  innere  Kräfte  entgegen. 
Feste  Körper  sind  solche,  bei  denen  diese  inneren  Spanu- 
le  jeder  Verachiebung  der  einzelnen  Massenpunkte  gegen- 
bder,  gleichgültig,  ob  eine  Annäherung  oder  Entfernung 
(findet,  einen  gewissen,  häufig  sehr  bedeutenden  Wider- 
fk  entgegensetzen.  Findet  die  Vergrößerung  des  Abstandes 
^einzelnen  Massenpunkte  voneinander  keinen  ioder  doch  nur 
tk  sehr  geringen)  Widerstand,  so  ist  der  Körper  ein 
?«iger.  Wenn  die  einzelnen  Massenteilchen  von  vornherein, 
daß  äußere  Kräfte   dahin  wirken,  das  Bestreben   haben, 
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ihren  gegenseitigen  Abataiii-i  zu  Tergrößern,  sa  ist  der  Körj 

ein  gaBfÖrmiger. 

Der   in   der  Mechanik    starrer   Körper   oft   benutzte   Sat^ 

daß  eine  Kraft  in  ihrer  Wirkungshnie  beliebig  verschuben 
werden  kann,  trifft  hier  nicht  mehr  zu  (vgl.  Bd.  I, 
Absatz  3),  wie  ein  einfacheB  Beispiel  zeigt 
Ein  Wasserbehälter,  welcher  nach  Fig.  1  an 
einem  Schornstein  angebracht  ist,  belastet 
den  darunter  befindlichen  Teil  der  Schoni- 
steineäule  und  ruft  eine  bestimmte  Zi 
drückung  desselben  hervor;  in  der  gestrichel- 
ten Lage  drückt  der  Behüiter  auf  eine  Säuli 
Ton  größerer  Länge,  deren  Verköraung  ein« 
andere  ist,  so  daß  die  gleiche  Kraft  je  nach 
der  Lage  ihres  Angriffspunktes  auf  der  Äktions- 
linie  verschiedene  Wirkungen  an  dem  an- 
gegriffenen  Körper  hervorbringt.  Wohl  aber 
ist  die  Einwirkung  auf  das  Fundameut  iü 
beiden  Fällen  die  gleiche,  so  daß  für  die  Be- 
rechnung   des   letzteren    die    Schornsteinwule 

als  starr  aufgefaßt  werden  kann. 

Die  allgemeinen  GleichgewicbtsbedingungeD  dagegen  [^^1 

Bd.  I,  Absatz  18  und  22)   sind   hergeleitet  worden,   ohne  d»B 

über   die  Art  der   Kräfte,  ob  äußere  oder   innere,    bestimmt« 

Voraussetzungen  gemacht  wurden;  sie  gelten  also  ganz  allgemein. 

•2.  Elastische  feste  Körper. 

Jeder  feste  Körper  ändert  unter  dem  Einfluß  äußeret 
Kräfte  Gestalt  und  Volumen,  und  zwar  hängt  diese  Änderung 
ab  Ton  der  Beschaffenheit  des  Körpers  und  den  äußeren  Kräften. 
Nimmt  der  Körper  nach  Aufhören  der  Einwirkung  der  letzteron 
wieder  genau  die  ursprüngliche  Form  an,  so  heißt  er  voll- 
kommen elastisch.  In  der  Natur  findet  man  ToUkommen« 
Elastizität  nur,  solange  die  angreifenden  Kräfte  verhältnismäßig 
klein  sind;   tatsächlich    sind   größeren   Kräften   gegenfihei 


Pig.  1. 
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'firper  unvoUkouimeu  elastisch.  Jedoch  können  alle  wich- 
tigeren Baustoffe  im  normiilen  Zustande  innerhalb  der  üblichen 
Belastungsgrenzen  ohne  wesentlichen  Fehler  als  vollkommen 
elastisch  betrachtet  werden.  Unelastisch  sied  solche  Körper, 
weU'be  die  einmal  unter  der  Einwirkung  Uußerer  Kräfte  an- 
genommene Form  nach  der  Entlastung  beibehalten,  wie  etwa 
weißglühendes  Eisen. 

Es  hitndelt  sich  nun  darum,  die  Abmessungen  der  von 
bestimmten  Kräften  angegriffenen,  als  vollkommen  elastisch 
v'irausgesetzten  Körper  so  zu  bestimmen,  daß  die  Formänderung 
»D  keiner  Stelle  über  gewisse,  durch  die  Erfahrung  noch  als 
zn^ssig  erkannte  Grenzen  hinausgeht. 

Zuerst  werde  ein  gerader  stabförmiger  Körper  be- 
trachtet. Greifen  die  beiden  Mittelkräfte  der  äußeren  Kräfte 
in  (ier  Stabachse  an,  derart,  daß  sie  eine  Verlängerung  hervor- 
rufen, so  erfährt  der  Stab  eine  Zugbeanspruchung;  tritt 
«ine  Verkürzung  durch  die  in  der  Stabachse  wirkenden  beiden 
Resultanten  der  äußeren  Kräft-e  ein,  ao  besteht  Druck- 
beauapruchung.  Greifen  die  äußeren  Kräfte  senkrecht  zur 
Stahachse  an,  so  liegt  Schubbeanspruchung  vor,  wenn  sie 
*iif  deii.selben  Querschnitt  einwirken  und  ihre  Mitteikrafl  durch 
flesscn  Schwerpunkt  geht;  erfolgt  der  Angriff  in  verschiedenen 
Querschnitten,  so  wird  der  Stab  auf  Biegung  beansprucht, 
Ein  langer  auf  Druck  beanspruchter  Stab  biegt  sich  in  der 
Mitte  aus  und  zerbricht  schließlich,  er  wird  auf  Zerkuickung 
wansprucht.  Wirkt  auf  den  an  einem  Ende  festgehaltenen 
Stab  an  einer  Stelle  ein  Kräftepaar  ein,  dessen  Ebene  aenk- 
fecht  zur  Stabachse  steht,  so  unterliegt  er  einer  Verdrehungs- 
öder  Torsionsbeauspruchung.  Endlich  können  mehrere 
i  «w  aufgefßhrten  Beanspruciiungen  gleichzeitig  auftreten,  der 
"tsh  erfährt  eine  zusammengesetzte  Beanspruchung. 

Aus  diesen  einfachen  Einzelfällen  ergibt  sich  dann  die 
"«rechnung  der  stabförmigen  Körper  mit  gekrümmter 
Achse  und  der  plattenförmigen  Körper  bzw.  Gefäße. 

Die  Versuche  zeigen  nun,  daß  ein  belasteter  Körper  die 
^ßtmögliche    Formänderung   nicht    sofort    beim   Angriff   der 
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Kräfte  annimmt,  sondern  mit  der  Zeit  die  zuerst  erlittene 
Deformation  noch  etwas  vergrößert.  Am  stärksten  tritt  unter 
den  in  der  Technik  benutzten  Materialien  diese  elastische 
Nachwirkung  bei  Leder  auf,  während  sie  bei  Eisen,  Bronze  u.a. 
mit  gewöhnlichen  Mitteln  wenig  bemerkbar  isi 

Von  sehr  bedeutendem  Einfluß  ist  aber  die  Art,  wie  die 
Kräfte  angreifen,  ob  dauernd  in  derselben  Stärke  und  Richtung 
oder  ob  Belastung  und  Entlastung  in  vielmaligem  Wechsel 
aufeinander  folgen,  oder  ob  schließlich  die  Kräfte  zwischen 
einer  und  der  dieser  entgegengesetzten  Richtung  ständig  wechseln. 
Die  von  Wöhler  u.  a.  ausgeführten  Versuche  zeigen,  daß,  wenn 
bei  ruhender  Belastung  ein  bestimmter  Wert  der  Beanspruchung 
zulässig  ist^  bei  Belastungen,  die  zwischen  Null  und  einem 
Höchstwert  ständig  wechseln,  nur  ^  des  ersten  Wertes  der  Be- 
anspruchung zugelassen  werden  können  und  bei  den  zwischen 
einem  positiven  und  dem  gleichen  negativen  Höchstwert  dauernd 
wechselnden  Belastungen  sogar  nur  ^  davon,  da  sich  sonst  die 
Festigkeit  des  Körpers  wesentlich  verringert.  Man  macht  Ton 
diesem  Zusammenhang  z.  B.  Gebrauch  beim  Durchbrechen  einer 
Blech-  oder  Papptafel,  die  bei  mehnnaligem  Hin-  und  Herbiegeu 
leicht  zerbricht. 

Damit  bei  den  Rechnungen  bequeme  Zahlen  werte  auftreten, 
wird  hier  als  Längeneinheit  durchweg  das  Centimeter  (cm)  ge- 
nommen, die  Krafteinheit  ist  das  Kilogramm  (kg). 

3.  Zugbeanspruchung. 

Ein  gerader,  zylindrischer  Stab  von  der  Länge  l  und  dem 
Durchmesser  d  werde  an  den  beiden  Endflächen  von  gleich- 
mäßig iiber  die  letzteren  verteilten  Zugkräften  P  bzw.  F'  an- 
ire^riöoii,  die  in  Richtung  der  Stabachse  wirken  (Fig.  2)  und 
sicli  im  Gleichgewicht  halten.  Der  Stab  verlängert  sich  dann 
um  die  Strecke  A  und  verringert  dabei  seinen  Durchmesser 
iini  d   auf  r/  —  Ö, 

Untor  sonst  gleichen  Verhältnissen  ist  die  Verlängerung 
ahhiint^ig  von  der  Länge  des  Stabes.     Dividiert  man  die  Ver- 


Bureh  die  Belastung  1  kg  erfährt,  oder  korz:  die  Zunahme 
der  Längeneinheit  ftir  das  Kilogramm  Spannung. 

Wird  ein  Stab  von  bestimmtem  QuerscUuitt  ant  der  Zer- 
reißmafichine  nach  und  nach  Btärker  belastet,  so  Terlängert  er 
zuerst  nur  wenig  and  Später  Lei  hohen  Belastungeo  weaeut- 
mehr.  Trägt  man  die  nach  Gleichung  (1^  berechneten 
►ehnungen  auf  einer  horizontalen  Achse  auf  und  die  zugehörigen, 
"ans  Gleichung  (4)  folgenden  Spannui^^en  auf  einer  zur  ersten 
senkrechten  Achse, .so  erhält  man  beispielsweise  für  Schmied- 
eisen die  Figur  3. 

Die   Strecke  AB  ist,  eine   gerade  Linie,   es   besteht   also 
^Proportionalität  zwischen  f  uud  k^,  d.  h.  der  Dehuungskoeffizient 

|.= 

■  achi 
B-tchi 
P  ohn' 
[  vorl 
I      die 


ist  konstant.     Im   Punkte  B  beginnen  die  Dehnuugen 

Bchneller  zu  wachsen,  die  Proportionalitätsgrenze  ist  über- 
■  schritten.  Im  Punkte  C  Terlängert  sich  der  Stab  erheblich, 
ohne  daß  die  Spannung  zunimmt  (meistens  findet  sogar  ein 
vorübergehen  des  Sinken  der  Spannung  statt),  das  Material  hat 
die  Streck-  oder  FlieBgrenze  erreicht.  Vom  Punkte  D  ab  steigt 
bei  stark  zunehmender  Dehnung  die  Spannung  bis  zum  HSchst- 
»♦■ert  bei  E,  der  als  Zugfestigkeit  bezeichnet  wird.  Bis  zum 
Zerreißen  nimmt  lUe  auf  den  ursprünglichen  Querschnitt  be- 
logene Spannung  dann  wieder  ab. 

Für  Gußeisen   hat  die   im   gleichen  Maß- 
"t^b    gezeichnete    Kurve    die    in    Figur  4    ge- 
K^bene    Gestalt.     Abgesehen   davon,    daß    die 
Dehnungen  auch  bei  den  höchsten  Spannungen 
**^s entlieh    geringer    sind    als    hei    Schmied- 
^•seii_     zeigt     die     Kurve     ferner,     daß     auch 
•^ßi     kleinen    Belastungen    zwischen    Dehnung 
^d    Spannimg     keine     Proportionalität    be-  - 
^ht.     Immerhin  kann  annäherungsweise  zur 
'  weinfachung     der     Itecbnung     ein      Mittel- 
wert    für     den     Dehimngsko  effizienten     ein- 
ge8Btzt  werden,  der  tatsächlich  nur  für  Schmiedeiseu  und  Stahl 
komtaut  ist 
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Wird  Gleichung  (5)  in  der  Form  geschrieben 

worin  a  der  als  konstant  gedachte  Dehnnngskoeffizient  ist,  so 
kann  man  aus  diesem  Hookeschen  Gesetz  bei  gegebenen 
Spannungen  die  Dehnungen  berechnen  bzw.  umgekehrt  die 
Spannungen  aus  den  gegebenen  Dehnungen.  Die  am  Schluß 
stehende  Tabelle  I  enthält  für  eine  Anzahl  von  technisch  wich- 
tigen Materialien  die  Hauptangaben.  Zu  beachten  ist,  daß 
diese  Zahlen  nur  als  Mittelwerte  und  bei  Eisen  nur  für  Tem- 
peraturen zwischen  etwa  —  50®  und  +  200®  Celsius  gelten. 

Bei  technischen  Konstruktionen  müssen  die  gröBten  auf- 
tretenden Spannungen  noch  innerhalb  der  ProportiomditSts- 
grenze  liegen  bzw.,  wenn  eine  solche  genau  genommen  nicht 
besteht,  unterhalb  eines  Wertes,  bis  zu  dem  wenigstens  an- 
genähert Proportionalität  angenommen  werden  kann.  Die 
Tabellen  II  und  III  geben  darüber  unter  Beachtung  des  Woh- 
lerschen  Gesetzes  (Absatz  2)  Auskunft. 

Beispiel  1.  Die  Eisenstärke  d  einer  aus  Schweißeisen  her- 
gestellten Krankette  ist  zu  berechnen,  deren  größte  Belastung 
P  = -2250  kg  beträgt. 

Jedes    Kettenglied    hat     2     tragende    Querschnitte     von     der 

7t  d"^ 
Grüße Für   die    Berechnung   wird   Fall  11   des  Wöhlerschen 

•4 

(Gesetzes  als  zutreffend   angenommen,   so  daß   für  k^  nur  ^  des  in 

kg 
Tabelle    11     gegebenen    Wertes     900  -    -g    einzusetzen     sind,     also 

A'.  =  600     ^^ .     Die  Gleichung 


cm* 


cm' 


ergibt  dann 


2-  r-^. 


TTrf-        P  2250         ^  __        , 

■    -  =  —  =  =18^5  cm% 

4  2Ä'.       2-600         '  ' 


folglich  d  ^^  1,5  cra. 

Beispiel  2.    Zu  berechnen  ist  die  Breite  b  eines  Ledertreib- 
riemens von  .s  =  0,6  cm  Stärke,  dessen  größte  Belastung  P«=  210  kg 

beträgt. 
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.  51.  25  — j  gesetzt  wevdeu.     Mai 


Beispiel  3.     Die    Stärke  d   der   tms   FluBeisen    hergesteUten 

efestigungsschrauben   des   Schiibstaugenkopfes  Figur  5   ist   zu.  be- 
rechnen, wenn  die   größte  in  der 
Schubstange     auftretende     Kraft 
P  =  10  0(10  kg  ist. 

Es  siiid  zwei  Schrauben  tob 
demKemdurchmesserrf,  vorhanden. 
Die  Belastung  der  Schrauben 
schwankt  zwischen  0  und  dem 
Höchstwert  P,  so  daß  nur  ^  des 
in    Tabelle  II    gegebenen    Wertes 

kg 
k  ^  1200—%  einzusetzen  ist;  fer- 

'  cm' 

ner  erfahren  sie  eine  zusätzliche 
Beanspruchung,  da  sie  bereits  fest 
angezogen  sein  müssen,  wenn  noch 
keine  Schub  stangenkraft  wirkt. 
Dies  wird  berücksichtigt,  indem  man  die  Zusatzkraft  zn  ^  1'  an- 
nimmt, so  daß  die  Schrauben  für  ^  P  zix  berechnen  sind.  Man 
erhalt  dann  aus 


nd,'        iP 


4-10000       ,,,       , 
= =  7.41  cm*, 

3-2  ■  900         '  ' 


folglich   rfi  =  3,07  cm. 

Die  nüchstgrößere  Schrauben  stärke  ist  rfj  ^  3,27  cm  und 
rf  =  3,P  cra=  H". 

Beispiel  4.  Für  den  Zylinder  einer  Dampfmaschine,  die 
mit  Dampf  von  p  =  8  atm  Überdruck  arbeitet,  sind  die  Deckel- 
schrauben  aus  Schweißeisen  zu  berechnen.  Der  Zylinderdurch- 
messer   sei  D  =■  30,ö  cm,    der  Lochkreisdurchmesser   D'  ^  38  cm. 

Damit  eine  gute  Dichtung  erzielt  wird,  soll  der  Schrauben- 
abetand im  Lochkreis  gemessen  höchstens  15  cm  betragen,  daraas 


i 


lö 
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erfiribt  sich  die  erforderliche  Anzahl  der  Schraaben  za 

w  =  —^  =  8 . 
15 

Die  Schraubenbelastong  wechselt  zwischen  0  und  dem  Höchst- 

-xh' 
wert   P='        •/>:    es  wäre    also   A_.  =  |^  •  900    zu    nehmen.     Für 

•* 

Schrauben  von  durchschnittlicher  Gute,  die  mit  einem  vielleicht 
nicht  ganz  scharfen  Schneidzeug  geschnitten  worden  sind,  setzt 
man  jedoch  nur  das  0.^<  fache  von  diesem  Wert  ein.  Femer  i$t 
die  zusätzliche  Belastung  durch  das  feste  Anziehen  zu  berück- 
sichtigen, indem  mit  ^V  als  Belastung  gerechnet  wird. 
Au»  der  Gleichung 

folgt  dann: 

^  «A*.         8 -0,8 -600 

also  rfj,  =  1,61  cm. 

Die  Schraubentabelle  ergibt  als  nSchst- 
höheren  Wert 


2,58  cm*. 


mit 


Jj  =  1,86  cm  und  d  =  2,22  cm  «  < 

Beispiel  5.  Die  Keilverbindang 
Figur  6  werde  beansprucht  durch  die  in 
ständigem  Wechsel  nach  beiden  Richtungen 
wirkende  Kraft  P  =  5200  kg.  Das  Mate- 
rial sei  gutes  Flußeisen.  Zu  berechnen 
sind  die  beiden  Durchmesser  d  und  Z''. 
wenn  die  Keilbreite  ft  =  ^  2)  ist. 

Die  Zugkraft  F  ist  über  den  Stangen- 

72 

TT  (t 

querschnitt  '        gleichmäßig  verteilt,  naoh 

dem  Wühlerschen  Gesetz  ist  k,  =  -.V  •  1200 
zu  nehmen.  Man  erhält  damit  aus  der 
Gleichung 


V\\r.     0. 


Ttd'  _  P  _  5200 
4    ~  /..  "■    4ÖÖ 

folglich  d  '^  4,1  cm. 


13  cm-. 
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Nun  ist  zu  beachten,  daß  die  Zagspannmigeii  nicht   gleich- 

mäßig  über  den  Querschnitt hD  der  Stangenköpfe  verteilt 

sind;  sie  werden  vielmehr  in  der  Nähe  des  Eeilloches  wesentlich 
größer  sein  als  am  Bande.  Man  rechnet  trotzdem  mit  der  Gleichung  (4), 
wählt  aber  ä/  =  0,8 Ä*..     Es  ist  dann  mit  6  =  ^2): 

4  4   "~  V' 

also 

jj^  =  -;; r  -7  = =  30,4  cm*. 

(7r-l)A-;       (TT -1).  0,8 -400 

folglich  D  f^  5,5  cm  '^  -^  d. 

Beispiel  6.  Schrumpfringe  haben  bei  gewöhnlicher  Tem- 
peratur meist  einen  um  ^^  kleineren  Durchmesser  als  die  Nabe 
oder  dergl.,  auf  welche  sie  in  erwärmtem  Zustand  gebracht  werden. 
Zu  berechnen  ist  die  Temperatur,  bei  welcher  der  Schrumpfring 
sich  anlegt,  und  die  in  ihm  auftretende  Spannung. 

Wird  die  Länge  in  kaltem  Zustande  mit  Zq  =  27r2>Q  bezeichnet 
und  die  beim  Anlegen  mit  /^  =  27rZ),  so  besteht  der  Zusammenhang 

worin  «^===0,0000117  der  Ausdehnungskoeffizient  bei  Erwärmung 
um   1  ®  Celsius  ist. 

Ferner  ist  /^  =  ?q(1  +  j-(io)>  ^^  ^*^  "^^°  erhält 

-  "w*  1000' 

also 

^       10  000  000       .,0 
1000-  117 

Aus  den  Gleichungen  (l)  und  (5)  ergibt  sich  nun 

^  ^  iooo ^0  =  ^^0  ^  '^  '  ^z '  ht 

denmach  für  Schweißeisen  mit  dem  Dehnungskoeffizienten  et  =  cooiooo 
(Tabelle  I) 

Ä=       1_^  2000 00^^^^^^  kg 
1000  a  1000  cm- 

Bei  der  Rechnung  ist  nicht  berücksichtigt  worden,  daß  die  Nabe 

sich  unter  dem  Ring  etwas  zusammendrückt  und  letzterer   infolge 

der  Querkontraktion  noch  eine   geringe  Erweiterung  erfährt.     Man 

kg 
kann  die  tatsächliche  Spannung  zu  etwa   1800  — s  annehmen,  die 

cm^ 
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also  naoh  Tabelle  I  gerade  die  Proportionalitätsgrenze  f8r  Schweiß- 
eisen erreicht  und  die  sonst  im  Maschinenban  znl&ssige  Beanspruchung 
nm  das  doppelte  überschreitet. 

4.  Dmckbeanspmcliimg. 

Ein  gerader,  zylindrischer  Stab  von  der  Lange  /  und  dem 
Durchmesser  d^  welcher  an  den  beiden  Endflachen  Ton  den 
gleichen  ujid  gleichmäßig  über  die  letzteren  verteilten  Druck- 
kräften   F    bzw.    P'    ange- 


illlÜÜtL- 


/ 


griffen  wird,  die  in  Richtung 
der  Stabachse  wirken,  ver- 
kürzt sich  um  die  Strecke  X 
und  vergrößert  dabei  seinen 
Durchmesser  um  d  auf  d^i 
(Fig.  7).  Die  Verhältnisse  sind 
somit  die  gleichen  wie  bei 
der  Zugbeanspruchung,  nur 
haben  die  äußeren  Kräfte  ihr 
Vorzeichen  d.  h.  ihre  Rich- 
tung geändert  und  dement- 
sprechend auch  die  Form- 
änderungen. 

Wird  die  Druckkraft  P  durch   den  ursprünglichen  Stab- 
querschnitt  F  dividiert,  so  ergibt  sich  die  Druckbeanspruchung 


]  ■    ' 


TT 


Fig. 


(1) 


Der  Quotient  aus  der  Verkürzung  k  und  der  ursprünglichen 
Stablänge  l  ist  die  Dehnung 

k 


a  = 


r 


Das  Verhältnis  f^=      ist  die  Querausdehnung.  Zwischen 

b<'i(ku  brsteht  für  Metalle  der  Zusammenhang 

6         10 

m  ==  -  ~  -  - . 
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Der  Quotient  aus   Dehnung   und    Druekspaiinung   ist  der 
Dehnungskoeffizient  für  Druck: 


bei  den  hier  in  Betracht  komtuenden  Matt'i-ialien  wenigatens 
sehr  angenähert  gleich  dem  für  Zug  ist.  Genau  genommen  trifft 
dies  nur  bei  Schmiedeisen  und  Stahl  zu,  wo  er  innerhalb  der 
Proportionali tätsgreuze  konstant  ist 

Trägt  man  fllr  einen  auf  der  Probiennasehiue  nach  und 
noch  stärker  beanspruchten  Probekörper  die  Dehnungen  auf 
einer  horizontalen  Achse  auf  und  senkrecht  dazu  die  zuge- 
liärigen  Druckspannuugen,  so  erhält  man  für  weiche  Materiolieu, 
■wie  z.  B.  Schweißeisen  eine  Kurve,  die  dem  Anfang  von 
Figor  3  entspricht.  Zuerst  sind  die  Dehnungen  den  Spannungen 
proportional,  die  Strecke  ÄJS  ist  eine  gerade  Linie.  Von  der 
Proportion 8 litätsgrenze  B  wachsen  die  Dehnungen  schneller  als 
die  Spannungen  bis  zur  Quetsehgrenze  C.  bei  der  der  Stoff 
der  Seite  abfließt,  ohne  daß  eine  Zerstörung  des 
Körpers  erfolgt.  Hiermit  ist  die  Orenze  der  Belastung  er- 
reicht. 

Bei  spröden  Körpern  fangen  nach  Überschreitung  des 
'unktes  C  die  mittleren  Teile  an  abzuspringen,  bis  schließlich 
iinr  zwei  Kegel  stehen  bleiben,  die  sieh  mit  den  abgeplatteten 
Spitzen  berühren  und  endlich  zusammenbrechen.  Hier  ist  also 
sin  bestimmter  Wert  der  Druckfestigkeit  anzugeben. 

Die  Festigkeit  von  Schweißeisen,  Flußeisen  und  Fluß- 
ptahl  ist  für  Zug  und  Druck  ungeflihr  die  gleiche,  die  von 
"hißeieen  und  Stahlguß  ist  für  Druck  wesentlich  höher  als 
Sr  Zug,  dagegen  ist  bei  den  Hölzern  die  Zugfestigkeit  größer 
|1b  die  für  Druck,  wie  die  Tabellen  1  und  U  angeben. 

Zu  beachten  ist  noch,  daß  ein  Körper,  dessen  Quer- 
nsdehnnng  verhindert  wird,  eine  bedeutend  höhere  Festigkeit 
Aigt.  Ein  Gummiwürfel,  der  an  seinem  Umfang  von  einer 
•ten  Eisenhülle  umgeben  ist,  verhält  sich  fast  wie  ein  starrer 
Ö>Tier.      Ein    Pi-eßatempel,    der    einen    flachen    gußeisernen 
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Probekörper  von  gleichem  Querschnitt  sicher  zerdrücken  würde, 
hinterläßt  auf  einer  größeren  Platte  desselben  Materials  und 
derselben  Stärke  keinen  Eindruck.  Trotz  der  hohen  Pressung, 
mit  der  zwei  Glieder  einer  E^rankette  aufeinander  wirken,  tritt 
Zerdrücken  nicht  ein,  allerdings  aber  mit  der  Zeit  eine  erheb- 
liche Abnutzung. 

Bei  porösen  Körpern,  wie  z.  B.  Bausteinen  und  auch 
Holz,  tritt  diese  Erscheinung  der  Erhöhung  der  Druckfestig- 
keit nicht  auf,  sie  drücken  sich  vielmehr  zusammen,  derart, 
daß  die  Poren  kleiner  werden,  und  zerbröckeln  schließlich. 

Beispiel  7.  Ein  I-Träger  von  21  cm  Höhe  und  der 
Breite  b  =  9,4  cm  übertrage  auf  die  Stützmauer  einen  Druck 
von  P  =  2600  kg.  Zu  berechnen  ist  die  Länge  Z,  mit  der  er  anf 
der  Mauer  aufliegen  muß. 

Wird    die    betr.   Stelle    der  Mauer    in    verlängertem   Zement- 

kff 
mörtel  aufgeführt,    so   kann   die  Beanspruchung  Ä=  11  ---  zuge- 

cm 

lassen  werden.     Es  folgt  dann  aus  P=JP-A:  =  5?Ä;, 


P  2600 

l  =  = f^  25  cm  . 

hk        9,4.  11 

Würde  die  Mauer  in  reinem  Kalkmörtel  aufgemauert,  so  wäre 

kg 
^'  =  7       .,  einzusetzen.     Man  erhielte  dann 
cm" 

P         2600 
/  =  —  «=        —  '^^  40  cm. 
bk        9,4-7 

In  letzterem  Falle  würde  man  lieber  eine  Unterlagplatte  ver- 
wenden von  /  =  22  cm  Länge  und  der  Breite 

P        2600 
6  =  ,   •  =  ^^     _  ~  18  cm. 
Ik        22  •  7 

l»eispiel  8.  Für  die  Keilverbindung  in  Beispiel  5  ist  der 
Fliichondruck  dor  Keile  im  Keilloch  anzugeben  und  die  Starke  S 
df*r  Hüls«^  zu  berechnen. 

Durch  das  Eintreiben  der  Keile  werden  die  StADgenköpfe  mi^ 
einer  zusätzlichen  Belastung  aufeinand«»r  gepreßt,  die  zu  etwa^-P 
angenr»miiu.'ii  wird,  so  daß  der  Berechnung  hier  die  Belastung  f  ^ 
zu  Grun<le  gelegt   werden  muß. 
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Aus  der  Gleichung  ^P^Fk^b-D-k  folgt  dann 

•         ^P 

4  5  .  5200       ^^^   kg 

D  5,5*  cm^ 

kg 
bei  war  im  Stangenschaft  die  Zugbeanspruchung  zu  Ar,  =  400  -  -  ■  j 

genommen    worden,    so    daß    der  Flächendruck   Ä;  —  2,15  Ä',  ist. 

i  ruhender  Belastung   könnte  dieselbe  Verbindung   die  dreifache 

kg 
aft  P   mit   der   Zugbeanspruchung  k.  =  1200  — ^  tragen.     Man 

kg 
lielte  dann  k  =  2,15  •  1200  =  2580  -  -«,   einen  Betrag,  der  nur 

cm' 

lässig  ist,    weil    die    Querausdehnung   des    beanspruchten   Teiles 

hindert  ist. 

Läßt    man    zwischen  Hülse  und  Keil    denselben  Flächendruck 
zu,  so  müssen  die  betreffenden  Flächen  einander  gleich  sein: 

2sb  =»  D6, 

30 

5  =  —  =  2,7o  cm. 
2  ' 

Beispiel    9.       Der    Spurzapfen    einer    Turbine    werde    mit 

=»12  000  kg  belastet.     Mit   Rücksicht    auf  geringe   Abnutzung 

rde  der  Flächendruck  zwischen  dem  gehärteten  Stahlzapfen  und 

kg 
'  Bronzeplatte  des  Lagers  zu  Ä;  =  80  -    g  festgesetzt.    Die  Stärke 

Zapfens  ist  zu  ermitteln. 

Man  erhält  aus  P  =  F  •  Ä  =  -k 

4 

nd^      P       12  000       ,.^       . 
i   daraus   d  ^^  14  cm. 


5.  Schubbeanspruchung. 

Auf    den    vorspringenden    Teil    eines    fest    eingespannten 
'lindrischen  Stabes  wirke  senkrecht  zur  Stabachse  eine  Metall- 
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schere  mit  der  Kraft  P  (Fig.  8).  Dann  treten  in  dem  bean- 
spruchten Querschnitt  sogenannte  Schubspannungen  au^  die 
der  Kraft  P  widerstreben,  also  entgegengesetzt  gerichtet  sind. 

Es  wird  nun  angenommen^  dafi  diese 
Schubspannungen  sich  gleichmäßig 
über  den  fraglichen  Querschnitt  T 
verteilen:  ihre  Größe  ermittelt  sieh 
dann  aus  der  Gleichung 


fe^ 


^ 


^>/>Z^K0, 


^^^ 
/  /////. 


// 


Fig.  8. 


(8) 


^'^F' 


Tatsächlich  ist  die  gleichförmige  Verteilung  der  Schub- 
spannungen nicht  vorhanden,  wie  in  Absatz  20  gezeigt  werden 
wird,  immerhin  wird  gewöhnlich  mit  Gleichung  (8)  gerechnet. 
Greift  die  Kraft  P  nicht  direkt  in  dem  Einspannungs- 
querschnitt  an,  sondern  in  einem  dicht  benachbarten,  so  ver- 
schieben sich  die  beiden  Querschnitte  etwas  gegeneinander.   Ein 

kleines  zwischen  beiden  Flächen 
befindliches  Köri)erteilchen^4JBCD 
mit  rechten  Winkeln  nimmt  dann 
die  Gestalt  ^  B  (7  D'  an  (Fig.  9). 
Die  in  Bogenmaß  gemessene  An- 
derimg y  des  rechten  Winkels  wird 
als  Schiebung  bezeichnet  und 
das  Verhältnis  der  Schiebung  zur  zugehörigen  SchubspanDung 
als  Schubkoeffizient: 


C  C 

/ 

/ 


TVT 


D  ff 


\ 


s    -^ 


r   *   r  f    »    •  f   f    *  ^ 


B 


Fig.  U, 


(i') 


^  =  ^ 


Der  ums^ekehrte  Wert 


(1 


n 


ß 


/ 


heißt  der  Gleitmodul  oder  Schu])elastizitätsmodul. 

Von  dt-n  Ijeiden  Diagonalen  des  Rechteckes  ACDB  er 
fahrt  die  eine  AJ)  eine  Verlängerung  und  die  zweite  BC  eine 
ents])re(*hend(»    Verkürzung,    es    müssen    also   in   Richtung  d«r 


I.  AbBohnitt.     Die 


ichen   BeanspruchungaraÜe. . 


K^on&len    /ug-     bzw.    DruckspamiUQgen    auftreten,     deren 
röße  von  derjenigen  der  Schubspannung  abhängt.    Wird  nun 
■  das  betreffende  Material   eine  bestimmte  Zug-  oder  Druck- 
»nnuiig  als  zulässig  erai-lilet,  so  kann  rechnerisch  die  (iröße 
Schubspannung  gefunden   werden,   welche   in    den   Diago- 
nalen diese  Werte  von  /*.  und  /;  hervorruft.    Die  Durcbt'flhmug 
jener  Rechnung  erjjibt 


(11) 


-0,H  t,  bzw.  0,t^k, 


wobei,  wenn  *■,  und  /■  verschieden  sind,  der  kleinere  Wert  zu 
nehmen  ist.  Die  in  den  Tabellen  II  und  III  gegebeneu  Zahlen 
entsprechen  diesem  durch  Versuclie  bestätigten  Zusammenhang, 
liur  ist  au  beachten,  daß  die  nicht  angegebene  Zugfestigkeit 
TOD  Holz  senkrecht  zu  Faaerrichtuug,  die  hier  in  Betracht  ge- 
igen werden  muß,  eine-  sehr  geringe  ist. 

In    gleicher    Weise     erhält     man    einen    Zusammenhang 
when   den   beiden  Werten  G  und   E,   wie  Tabelle  I   zeigt. 
I  ist 
^2)  (i  =  0,3SÖ  E  r.der  ^  =  2,(5  a. 

Die  Gleichungen  (lll  und  (12)  treffen  ihrer  Herleitimg 
tsprechend  nur  solange  genau  ZU,  als  für  das  betreffende 
[aterial  das  Hoockeache  Gesetz  gilt. 

Beispiel   10.     Die  Fl  ach  eisen  diagonale   eines  Brücke  ntrilger» 
" !     darch     die     als     ruhende     Belastung     angesehene     Kraft 
25üOO    kg     anf     ICug    beansprucht,     ihre     Stürke    betrage 
'  1,3  em.     Zu  berechnen  ist  ihre  Breite  h  und  die  Vernietung 
■it  dem  Ad  seh  luS  blech. 

Als  Material  wird  FluQeisea  genommen.  Man  erhält  ans 
I«ichtmg  (8)  P  —  6'  s  -  /.■.  die  erforderliche  Eisenbreite 

19,2  cm. 

Die  Stärke  der  Niete  wird  bei  Eiseakonatraktioneu  zw  d  ^'1 1, 

nicht  über   2,6  cm  gewählt,    also   hier  rf=  2,6  cm.     Man 

daß  die  Kraft   /'  sich  über  alle  Niete  gleichmäßig 
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eisen  mit  k.  == 


kg 
600       ,  zu 
cm' 


4     •'■• 


7t 


25  000 

- =  8. 

•  2,6« .  600 


Die  8  Niete   werden   nach  Figur  10  angeordnet,,  man  erhält 
dann  die  auszuführende  Breite 


Fig.  11). 


Fig.  11, 


Fig.  12. 


h  =  h'  +  d=^  19,2  +  2.6  ~  22  cm. 

Bei   der  Anordnung   nach  Figur  11  hätte    man   als   auszuführende 
Breite 

h  =  b'  -^2  (1=^  19,2  +  5,2  ~  24,5  cm. 

Der  Fl Jlch endruck,   den  die  Niete  erfahren,  ermittelt  sich  aos 
Gleichung  {7  )  P  =  n  il  s  *  k  zu. 


k  = 


V    _      25  000 
nds  ~~8  •  2,6  •  1,3 


("v^ 


930 


kg 


cm 


2 


Nimmt  man  an  Stelle  eines  Knotenbleches  zwei  nach  Figur  l-i 
.so  wird  jeder  Niet  in  zwei  Querschnitten  auf  Schub  beansprucht, 
die  Verbindung  heißt  eine  zweischnittige.  Es  wäre  also  nur  die 
Hälfte  der  Niete  erforderlich,  dagegen  berechnet  sich  der  Flachen- 
druck, don  die  Niete  im  Flacheisen  erfahren,  ebenso  wie  oben  Dfli* 

n  ==  1,   so  daü  -ich  k  ^  1860     %  ergibt.     Dieser  Wert  ist  uns»- 

cm 


Pie  einfachen  BeaDHpmchungafiille. 
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schon   mit  Rücksicht   auf  die   gehinderte 
Bei  dem  hier  vorliegenden  Schweißeisen 


,   miin  wählt, 
JBdebniing,  k 

m  750  — , ,  also  k  =  1500  -"**,  ■    Damit  erhSlt  man  bei  der 

I  cm'  cm' 

piittigeu  Vernietung  die  Anzahl  der  Niete  zn 

I  _  _P  95  000 

"  ~  dsk  "  2,«  ■  1,3  ■  15ÖÖ  ~    ' 
eispiel    11.      Ftlr    einen    Dampfkessel    aus    FluBeisen    mit 

kg 
60       j,  dessen  Wandstarke  zu  s  —  1,8  cm  bestimmt  ist,  soll 

Cb    Figur  13    angeordnete  Ver- 

[derLängsnaht  berechnet  werden,  j-t — ;^,J^..,— . 

lete    seien    aus    bestem,    zähem  '  '  ■■">*■■'- 
^isen,     sodaÖ    i,    ebenfalls    zu 

^  genommen  werden  kaon. 

t  einschnittigen  Dampfkessel- 
pen  wird  die  Nietstärke  nach 
(ifhung  </  =  Yäs  —  0,4  bestim: 


dies  ergibt 

!,6  cm. 

wie    die    Figur   z«igt,    zu   jedem  Niet 

bn  seilM^ig  umschließenden  Blechstreifen  von  der  Breite  — 

r  Stfirke  s.     Die  von  einem  Niet  aufgenommene  Schubkraft 

C-  -  *,  mufl  dann  gleich  der  doppelten  Zugkraft  P*  ^   -  s  ■  i, 

k  ihn  amsübließendei 

poch    der   Sicherheit    halber 

In  der  Nietung  bis  : 


I 


,  sodaß  man  erhfilt  P=2F'. 
igenommen,   daß   das   Kessel- 
:  abrosten  kann,  so  folgt 


.  rf*  ■  K  ■ 


-  k,  iet  ahü 

0,9  s      0,9  - 1,1^ 
gibt  sich   die  schräg  gemessene  Nietteilong 
f  =  (,  -f  d  =  3,3  +  2,6  =  5,9  cm 
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und  die  Teilung  in  einer  Reihe 

^  =  26  +  (/  =  2  .  3,3  +  2,6  =  9,2  cm . 
Der  Abstand  beider  Reihen  wird 


-  V^'  -  V  =  V^9*  -  4;6*  ~  3,7 


cm. 


Die  Nietung  schwächt  das  volle  Blech,  so  daß  ihr  Festigkeits- 
verhältnis zum  vollen  Blech  sich  ergibt  zu 


2h       2.  3,3 


—    r>u 


0,72. 


k- 


Bei  der  Feststellung  der  Blechstärke  s  ist  dies  zu  beachten. 

Beispiel  12.  Die  den  Druck  P=  5000  kg  erhaltende  Strebe 
eines  Hängewerkes  von  der  Breite  6|  =  21  cm  ist  mit  dem  hori- 
zontalen Balken  von  der 
Breite  6  =  24  cm  und  der 
Höhe  Ä  =  26  cm  unter  dem 
Winkel  a  =  40®  verzapft 
Zu  berechnen  ist  die  er- 
forderliche Entfernung  /  de^ 
Zapfens  von  dem  Balken- 
kopf (Fig.  14).  Das  Ma- 
terial sei  Kiefernholz. 

Die  Zerlegung  der  Kraft  P 
ergibt  eine  horizontale  Kom- 
ponente P  cos  a  und  eine 
sftnknM'hte  P  sin  a,  mit  welcher  die  Strebe  auf  den  Balken  ge- 
])\'('M  wird.  Der  bewegenden  Kraft  P  cos  a  wirkt  demnach  ent- 
gfgi*n  die  Reibungskraft  ^  P  sin  a.  Der  auf  Abscherung  be- 
aiispriK^hte  Querschnitt  von  der  Länge  /  hat  die  in  der  rechten 
V'i^nv  «.'^strichelte  Breite  2  a  +  c.     Es  ist  demnach 

P  cos  a  —  ^Paina  =  (2(1  +  c)l  •  k^, 

h        26  . 

J{'-i    «Ich    üblichen    Ausführungen    hat    man    ^'  ~  v  ~  o    ^^ 

ö  ö 


Fig.  14. 


h-t— ^ 


h 


r 


•  » 


- 1  kg 

— cm .  ferner  ist  Ä*   =  10     -  o  ^i^d  a  ^  0,4  . 


l)i<'s   fiyiht 

/'  ( c.^<>  ii  --  u  sin  « )  _  5000  (0,766  —  0,4  •  0,643 ) 
t  -2  n  +  r)  .  h'^       ~       T"(2  •  26  +  21)  "•  iO 


10,5  0" 


I.  Abschnitt.    Die  einfachen  Beanspruchungsfölle. 
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Beispiel  13.  Für  eine  Lochmaschine  ist  der  erforderliche 
beitsdnick  P  zu  berechnen,  wenn  Stahlbleche  bis  5  <»  2  cm  Stärke 
t  Löchern  bis  d  =  8  cm  versehen  werden  sollen. 

Da    ganz    harter   Stahl    zu    spröde    ist   und    deshalb    gebohrt 

kg 

rden    muß,    kann    die   Festigkeit    zu   K.  =  6400       ,    eingesetzt 

cm 

rden.     Die   durchzuscherende  Fläche   hat   den    Umfang  tt  d  und 

Stärke  s,  man  erhält  somit 

P  =  TtdsK^  =  TT  •  8  •  2  •  6400  '^  320  000  kg . 

r    Sicherheit    halber    wird    die    Maschine    fftr   die    Kraft    1,1  P 
350  000  kg  ausgeführt. 

6.  Allgemeine  Sätze  über  Biegnngsbeansprnchnng. 

Ein  an  einem  Ende  eingespannter,  gerader  stabformiger 
rper  werde  am  anderen  Ende  durch  eine  zur  Stabachse 
ikrechte  Kraft  P  belastet,  die  durch  den  Schwerpunkt  des 
dquerschnittes  geht  (Fig.  15).  Der  Stab  verbiegt  sich  dann 
d  zwar,  wie  die  Ver- 
übe ergeben,  derart,  ^ 
i  alle  Querschnitte  ^^. 
?n  bleiben  und  ihre 
ikrechte  Stellung  zur 
egungsachse  beibehal- 
1.  Zwei  dicht  benach- 
rte  Querschnitte  bilden 
mnach  einen  kleinen 
inkel  mit  einander  und 
bneiden  sich  in  einer 
r  Stabachse  senkrech- 
I  Geraden  0.  Die 
eren  Fasern  des  Stabes 
ben  dadurch  eine  Verlängerung  erfahren,  die  unteren  eine 
rkürzung.  Dazwischen  lie^  eine  Null  schiebt  o<ler  neu- 
le  F'aserschicht,  die  ihre  ursprünglielie  Län^e  beibehalten 
k.  In  den  einzelnen  Schichten  wirken  Zug-  bzw.  ])ruck- 
annungen,  die  innerhalb  der  Propoi-tioiialitätsgrenze,  solange 


Fi«:.  i'>. 
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also    das    Hookesche    Gesetz    gilt,    den   je^reiligen   Dehnungen 
entsprechen,  wie  aus  Gleichung  (5)  folgt 


/.'.  ])zw.  /.•  = 


a 


Figur  1<)  zeigt  zwei  benachbarte,  ursprünglich  parallele 
Querschnitte  AB  und  CI),  die  sich  in  O  schneiden  und  senk- 
recht   zur    XuUschicht     EF    stehen.       Wird     durch    F    die 

Parallele  CU  zu  AB  gezogen,  so  folgt 
aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  DVT 
und  FFO: 

DU:  FE^DFiFO, 

Wird  hierin  FE  =  ÜB  eingesetzt,  so  ist 
die  linke  Seite  1)D' :  ÜB  die  Dehnung 
s  =  ak,   und    rechts    steht    mit    den  Be- 

Zeichnungen  der  Figur    ^  • 

Ist  die  Zugspannung  in  der  äußersten 
Faser  k.  gegeben,  so  ergibt  sich  der 
Krümmungsradius  des  Stabes  an  der  be- 
tnu-hteten  Stelle  zu 


Fig.  U\ 


il 


oa ' 


^  =^  ak 


Für  die  äuBerste  gedrückte  Faser  ist  dasselbe 


a:-U)) 


e^ 

^  =  «/.' 


darin   l)ediMiten  (\   bzw.  r^   die  Abstände  der  äußersten  Fasern 
von  «Irr  Nullsohicht. 

Bei  den  ]»raktischen  Anwentlun^en  ist  die  Verbiegmuf 
im  Verliältnis  zu  Am  übrigen  Abmessungen  des  Stabes  stets 
s«>  ixerinjjf.  «iaL^  iltT  weiteren  rntersuchung  ohne  merklichen 
l'VhltT  i.\'w  AlunfssunirtMi  des  ungebogenen  Stabes  zu  Grunde 
ifelonft  \vtM«l»Mi  kr>nnen.  L  ni  di»'  Beanspruchung  des  in  der 
Kutreriiunu^  j  \ou\  Anjj:rirt's]uinkt  der  Kraft  P  gelegenen  Quer- 
^^•linittrs  J />    V\\r   l.")!  thireh  di«*  äußere  Kraft  P  zu  erhalten. 


s^ 


I    Abechoitt.     Die  eiufächen  BeaiiiipruchiiiigH fälle. 
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um  die  Strecke  x  psmllel  zu  sich  seibat  zu  _ 
verschiebeil,  muß  aber  daim  ein  Kräftepaar  vom  Moment 
3/„  =  P  -  ,-■  hiuzufilgen  (vgl.  Bd.  I,  Seite  37).  Auf  den  Quer- 
Bchnitt  AJi  wirkt  dann  daB  Biegungsmoment  M^  und  die 
in  ihn  faUende  Querkraft  (^  =  P. 

In  Richtung  der  Stabachae  wirken  auf  den  Querschnitt 
als  ioaere  Kriifte  die  Bii^guugs Spannungen,  die  proportional  den 
Dehnungen  an  der  entsprechen- 
den Stelle  sind,  also  wie  diese  Jz^ — £.. 
von  der  NuUaebicht  proportio- 
nal der  Entfernung  nach  außen 
zunehmen  (Fig.  17).  Die  au 
einem  parallel  7.ur  Nullschicht 
liegenden  Klächenteilchen  /'  an- 
greifende Spannkraft  ist  /'■/■*('■ 
Weitere  parallel   zur  Stabachse  pjg  i7_ 

verlaufende     Kräfte     als     diese 

innere»  fk^'  sind  nicht  vorhanden-  Nach  den  allgemeinen 
Gleichgewichtsbedingungen  besteht  also  die  Gleichung  ^/'A,,'  =  0. 
Nun  folgt  aus  der  Figur  17 

wird  hieraus  k^'   in   die   vorstehende   Gleichung  eingesetzt,   so 

Cht  sich 
r  da  l,\  und  e,  konstaute,  von  Null  verschiedene  Werte  siud, 
^yf=  0:  Die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Flächen- 
fceilchen  in  bezug  auf  die  NuUinie  ist  gleich  Null.  Dasselbe 
Silt  in  bezug  auf  die  Schwerachse  (vet^l.  Bd.  1  Absatz  :^5): 
oifl  Nullinie  geht  durch  den  Schwerpunkt  des  Quer- 
j  Bchnittes, 

Die  in  den  Querselinitt  fallende  Querkraft  V  erzeugt  darin 

^krecht  zur  Stabachse  gerichtete  Schub  Spannungen  li\,  die  ihr 

ll  Gleichgewicht  halten  müsseu.    In  den  meisteu  Fällen  ist  k\  so 

lg,  daS  die  Schubbeanspruchuug  veruachlässigt  werden  kann, 

Ldie  Fläche  im  Verhältnis  zur  Querkraft  sehr  groß  ist. 


24  Erste  Abteilung.    Mechanik  elastischer  fester  Körper. 

Die  dritte  Gleichgewichtsbedingung  für  die  Drehmomente 

ergibt 

M,  =  Zyf\' 

oder  mit  Z;/  =  y 


«1 


k 
In  gleicher  Weise  wird  durch  Einsetzen  von  Z*/  =  y  —  erhalten; 

Co 

Der  Ausdruck  c/==  ^f'y^  heißt  das   äquatoriale  Trägheits- 
moment des  Querschnittes  in  bezug  auf  die  Nullinie. 
Hiermit  kann  man  schreiben: 

(14)  M,=^-     h,  bzw.  ^.A-. 

Die   Quotienten    W.  =  —    und    TF.,  =  -     werden    die  Wider- 

Standsmomente  des  Querschnittes  für  die  Zug-  bzw.  die 
Druckseite  genannt.     Damit  erhält  man 

(15)  M,=  W^'lc^  bzw.  W.'lc. 

Ist  für  das  Stabmaterial  A'.  =  h  =  /.*. ,  so  kann  man  setzen: 

(15a)  M,  -  Wh„ 

worin  W  das  kleinere  der  beiden  Widerstandsmomente  ist,  falls 
sie  nicht  gleich  sind  wie  bei  zur  NuUinie  symmetrischen  Quer- 
schnitten. 

Bei  Stoifen,  für  welche  k,  und  /.•  voneinander  verschieden 
sind,  i«t  zur  Berechnung  des  Querschnittes  von  den  Gleichungen (U) 
die  zu  nehmen,  welche  das  größere  J  ergibt.  Für  Gußeisen, 
wo  der  Unterschied  von  k.  und  /.*  ein  großer  ist,  haben  die 
obigen  Gleichungen  streng  genommen  keine  Gültigkeit,  da  hier 
nicht  die  vorausgesetzte  Proportionalität  zwischen  Dehnungen 
und  Spannungen  besteht.  Die  Xullinie  geht  in  diesem  Fall 
nicht  durch  den  Schwerpunkt,  sondern  ist  nach  der  Seite  ver- 


i    AbB:^tJuitt.     Die  einlBchen  Üeanspruebungstnlle. 
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ichobeii,  welche  die  geringere  DeliDiing,  also  die  größere  Festig- 
teit  hat,  30  daß  der  größere  Teil  des  Qnersohnittes  die  Spannung 
mlniiDUit,  der  zu  wideretehen  der  hetrefl'ende  Stoff  weniger  ge- 
iignet  ist.  Immerhin  kann  man  innerhalb  bestimmter  Grenzen 
mit  Gleichung  (16)  rechnen,  indem   ebenso  wie  bei   Holz  ein 

reichend    sicherer   Mittelwert   für  h\   eingesetzt   wird   (vgl. 

^Ue  II). 

I  Sind  mehrere,  in  derselben  Ebene  liegende  BiegungB- 
1  P  vorhanden,  bo  werden  sie  alle  nach  dem  zu  unter- 
SDchenden  Querschnitt  verschoben  und  ergeben  dort  die  Quer- 
kraft   §  =  XP   und    das   Biegimgsmoment    il/^  =  i'Pj:.     Der 


gefährliche  QuurBchnitt 
frÖBte  M,,  erhalten  wird,  was 
a   der  Stelle   eintritt,  wo   die 

E kraft  gleich  Nnll  ist 
Hat  nämlich  in  einem 
ächnitt  I  eines  beliebig 
filarteten  Trägers,  der  vom 
"eien  Ende  die  Strecke  x^  ent- 
'«Tit  ist,  das  Biegungsmoment 
en  Wert  >/,  und  die  Quer- 
J^ft  den  Betrag  Q^,  so  ist  in 
'öera  dicht  benachbarten  Quer- 
^hnitt  II,  dessen  Abstand  vom 
^ien  Ende  3:,  ist  (Fig.  18), 
i  Biegiingamoment  M^  =  itf, 
J,  (sTj  — 07,),  wobei  das  giinz 


ist     nun     der,     für     dei 


igfügige  Moment  der  Belastung  zwischen  den  dicht  neben- 
uiderliegenden  Querschnitten  vernachlässigt  ist.  Die  Differenz 
iw  Momente  beider  Querschnitte  ist  Jf,  —  jlf,  =  ^,  (ij  —  x^), 
*o»au8  folgt 

'  ^'     *.-«, 

Werden  nun  die  Momente  fär  jeden  Balkenquerschnitt 
1  einer  wagerectten  Achse  auB  abgetragen,  so  besitzt  die 
toentenkarve   an    der    betrachteten    Stelle   eine    Xeigong 
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gegen  die  wagereehte,  die  sich  ber<^clmet  aus  der  an  dem 
kleinen  Dreieck  abgelesenen  Gleichung 

M.  -  M, 

tg  <;p  = . 

^2  —  -^1 

Die  Momentenkurve  erreicht  dort  einen  Höchstwert,  wo  sie 
parallel  zur  wagerechten  verläuft^  wo  also  g?  und  demnach  aucli 
tg(p  Xull  ist.  Da  nach  dem  vorhergehenden  tg^j  =  ^j  zu 
setzen  ist,  so  folgt,  das  Biegungsmoment  hat  an  der  Stelle 
seinen  größten  Wert,  wo  die  Querkraft  durch  XuU  geht. 

Besteht  die  Belastung  des  Trägers  nur  aus  Einzelkräften,  so  be- 
hält die  Querkraft  zwischen  zwei  benachbarten  Kräft;en  ihren  Wert 
bei:  der  Höchstwert  des  Biegungsmomentes  wird  bei  Belastung 
durch  Einzelkräfte  an  dem  AngrifiFspunkt  einer  Kraft  erreicht. 

Aus  der  obigen  Gleichung  3/,  —  J/^  =  Q^  (x^  —  a*,  ►  ergibt 
sich,  daß  in  diesem  Falle,  wo  also  Q  zwischen  zwei  Lasten 
konstant  ist,  die  Änderung  des  Biegungsmomentes  proportional 
dem  Fortschreiten  in  der  Stabrichtung  erfolgt:  die  Momenten- 
kurve verläuft  zwischen  zwei  benachbarten  Kräften  geradlinig. 

Beispiel  14.  Füi*  den  in  Figur  19  mit  seinen  Belastungen 
dargestellten  Träger  ist  der  gefährliche  Querschnitt  anzugeben  und 
die  Momentenkurve  zu  zeichnen. 

Ej>  müssen  zuerst  die  beiden  Auflagerdrucke  berechnet  werden. 
Die  Momentengleichung  für  den  Angriflfspunkt  von  K^  ergibt: 

=  :3700  kg, 
ebenso  erhält   man    für   den  Angriifspunkt  von  X^  als  Drehpunkt: 

X  -=  ^-  ( 1200  •  oUO  +  2400  •  400  +  2400  •  300  +  18<X)  •  lO<n 
=  4100  kg. 

Dann  kann  der  Verlauf  der  Qaerkraft  aufgetragen  werden.  Si^ 
hiit  vnn  Xj  ab  bis  I\  den  Wert  3700  kg,  von  P^  bis  P,  den  Betnig 
:;700  --  1HO<).-:.1900  kg,  von  Po  bis  P^  1 900  -  2400=  —  500  kg. 
i-t  al>o  im  Angriffspunkt  von  R,  durch  Null  gegangen,  so  daÖ 
dort  da<  größte  Biegnngsmoment  auftritt.  Die  folgenden  Werte  sind 
—  :)in\  -  2100  ^  —  29O0  kg  und  —  2900  —  1200  =  —  4100 kg. 
Der  letztf'   W.-rt   muß  absolut   genonnnen  gleich  A'j,  sein. 

Die    JMegungsmomcnte    in    den  einzelneu   Angriflfspunkten  er- 
L^'btMi  bich  zu 


I.  Abschnitt.     Die  einfachen  Beansprachungsfälle. 
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Jf«  =  0 


2 


3700  •  100 
3700  .  300 
4100  .  200 
4100  •  100 


370000  cmkg 

1800  •  200  =  750000  cmkg 
1200  •  100  =  700  000  cmkg 
410  000  cmkg 


< 


=  0. 


P^'isooKg 


Ifr^OO      ^'SMM) 


\^400 


R'iioo 


Fig.  ly. 

rch  Auftragen    dieser  Werte    an    den    betreffenden   Stellen    und 
-adliniges  Verbinden  erhält  man  dann  die  Momentenkurve. 

7.  Trägheits-  und  Widerstandsmomente. 
1)  Allgemeine  Sätze. 

Das  Trägheitsmoment  einer  Fläche  in  bezug  auf  eine  ge- 
bene  Achse   ist  gleich   der  Summe   aller  Produkte   aus   den 
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einzelnen  Flächenteilchen  und  dem  Quadrat  ihrer  Abstände 
von  der  Achse.  Das  Widerstandsmoment  einer  Flache  in  bezug 
auf  eine  gegebene  Achse  ist  gleich  dem  Quotienten  aus  dem 
Trägheitsmoment  für  diese  Achse  und  dem  Abstand  des 
äußersten  Flächenteilchens  davon. 

Aus  der  obigen  Erklärung  folgt  sofort:  Das  Trägheits- 
moment einer  Fläche  in  bezug  auf  eine  gegebene  Achse  ist 
gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente  der  Teile  dieser 
Fläche  in  bezug  auf  dieselbe  Achse. 

Da  bei  einer  Verschiebung  der  einzelnen  Flächenteilchen 
parallel  zur  Achse  ihre  Größe  und  auch  ihr  Achsenabstand 
sich  nicht  ändert^  so  behält  das  Trägheits-  und  das  Wider- 
standsmoment denselben  Wert.  Die  Fi- 
guren 25a — c  zeigen  derartige  Flächen 
von  gleichem  Trägheits-  und  Widerstands- 
moment. 

Ist  J  =  21  fy^  das  Tr^heitamoment 
einer  Fläche  F  in  bezug  auf  eine  Schwer- 
achse,   so    ergibt    sich    das    Trägheits- 
moment    derselben     FJ&che     in     bezog 
y     .20  auf     eine    im     Abstand    a    zur    ersten 

parallel  verlaufende  Achse  (Fig.  20)  zu 
Jj  =  -T/Yt/  -j-  (()'  oder  nach  Ausrechnung  des  Quadrates  der 
Klammer  zu 

J,  =  Efxf^2:f'2,ja-^Zfa^ 
oder 

./,  =  2:tY  +  :iazri/  +  a^-Zf, 

Nun  ist  2:f)r  =  J,  21  f  -=  F  und  Zfy  =  0,  das  statische  Mo- 
ment der  einzelnen  Flächenteilchen  bezogen  auf  die  Schwer- 
tichse,  welches  nach  den  für  Schwerachsen  geltenden  Erklärungen 
den  Wert  Null  haben  muß.     Man  erhält  damit 

(IT)  J,  -=  J  +  Fa^: 

Das  auf  eine  beliebige  Achse  bezogene  Trägheitsmoment  einer 
Flüche  ist  gleich  dem  Trägheitsmoment  für  die  zur  ersten 
parallel«'    Scliworpunktsachse    vermehrt    um    das    Produkt   aus 


I.  Abschnitt.     Die 


icbeu  Beaiiapniciiung-Bllllle, 
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dem  Inhalt  der  Fläche  und  dem  Quadrat  dee  Abstanden  beider 
Achsen. 

Außer  dem  auf  eine  lu  der  Ebene  der  betreffenden  Fläche 
r gelegene  Achse  bezogenen,  äquatorialen  Trägheitsmoineut 
(irird    noch    das    polare    benutzt, 
irelcfaeB  iu  bezug  auf  eine  seuk- 
ftech  t    zur    betrachteten     Fläche 
stehende  Achse  genommen  wird. 
Nach  Figur  21    ist    das   auf 
Kdie  A-Ächse  bezogene  äquatoriale 
■  Trägheitsmoment       der      Fläche 
J^  —  ~f\l*  und  daa  auf  die  zur 
Rarsten  senkrecht  stehende  l'-Achse 
»ezogene   J^  =  —['x''.      Das    auf 
Bie  senkrecht  zur  Fläche  stehende 
&.chBe  0  bezogene   polare  Trag- 
Bitamomeiit  igt  entsprechend  J  =  ^(fr^ )  und.  da  »■'  =  ar'  -1-  y*  ist, 
J,  ==  S:fr--  +  Sfy' 

Das  polare  Trägheitamonient   einer  Fläche   ist   gleich  der 
;  zweier  äquatorialer  Trägheitsmomente  bezogen  auf  zwei 
üiebige,    sich    in    der   Polarachse    rechtwinklig    schneidende 


Wird  das  polare  Trägheitsmoment  dividiert  durch  die  Ent- 
fernung des  äußersten  Flüchen teilchens  von  der  Polarachse,  so 
erhält  man  das  polare  Widerstandsmoment 


2)  Bechteok. 
Das    Trägheitsmoment   des    Rechteckes  von   der  Breite  h 
»d  der  Höhe  h  in  bezug  auf  die  eine  Seite  b  (Fig.  221  ist 

Der  Ausdruck  Z(^'J)   läßt   sich  geometrisch    leicht   rer- 
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anschaulichen:  Zeichnet  man  ein  Dreieck  von  der  Gfmndlinie  k 
und  auch  der  Höhe  h  (Fig.  23)^  dem  größten  Betrag,  den  y 
erreichen  kann^  und  zerlegt  die  Hache  in  kleine  zur  Grund- 
linie parallele  Streifen  von  der  gleichen  Höhe  z/,  so   ist  der 


\J 


ys 


1 


._-* 


Fig.  22. 


Fig.  23. 


Inhalt  eines   solchen^  in  der  £ntfemung  y  Yon  der  Spitze  be- 
findlichen Streifens  //z/  und  sein  statisches  Moment  in  bezug  auf 
die  Dreieckspitze  y^  -  y.     Das   statische  Moment  der   ganzen 
Dreiecklläche  ist  also  2^(y*z/),  das  sich  berechnet  (Bd.  I  Ab- 
satz 25)    als    Produkt   aus   Flächeninhalt    und   Schwerpunkts- 
abstand: 

"  2 


2         A* 

-2:(r^)  =  ^- 3Ä  =  -3- 


Damit  ergibt  sich  für  die  Rechteckkante  b 

(20)  j;  =  ^f. 

Für  die  parallele  Schwerachse  wird  nach  Gleichung  (17) 

bh^_bh' 

3        '4 
oder 

6/(« 


J-  =  J,  _  Ih  .  (I )'  = 


(21) 


J  = 


12 


Das  Widerstandsmoment  ist  mit  e  = 


h 
2' 


W 


c 


bli"    2 
12  ■  h 


I.  AbgchDitt.     Die  einfachen  BeaDspnichuugHnUle. 


oder 

(22) 


Für  das  Quadrat  mit  der   Seitenlange  h   erhält  man  in  | 
bezog  aaf  die  znr  Seite  parallele  Hchweraohse 


lud 

[(24) 


vr. 


»■ 


Für  das  srmmetrisihe  hohle   Rechteck   uach  Fig.  24a 
ergibt   sich    unter    Berttcksichtigang    dea    unter    1)    an    erster 
Stelle  ansgeaprochenen  Satzes 
(25)  J -;,{!>  H'~hh') 

and 
(26) 


Durch  parallele  Verachiebung  einzelner  Fläehenteile  erhält 
man  die  beiden  I-  und  C-Querachnitte  Fig.  24b  und  c,  die 

Fig.   26ft— u. 

Buasaelbe  TrUgheita-  imd  Widerstandsmoment  besitzen. 

In  gleicher  Weise  folgt  für  den  Kreuz-,  T-  und  X-Qner- 
tößitt  mit  den  Bezeichnungen  der  Figuren  25a  bis  c 
J  =  ,^  [BH^  +  bk^) 

BH'  +  bh' 


)  Dreieck. 
I  Das  Parallelogramm  von  der  Grundlinie  b  und  der  Höhe  h 
1  26jj  dessen  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  die  der  Grund- 
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linie  piin\Ilele  Schwerachse  «'o  ■■  "^ö  ist,  wird  durch  die  Dia- 
gonale in  zwei  kongruente  Dreiecke  zerlegt,  deren  TriLgheits- 
inoment  in  bezug  auf  dieselbe  Achse  demgenulB  J^  =  ^  -  ist. 
Uti   nun   die  parallele  Schwerachse  des  Dreiecks  von  der  des 

h.  h  h 

I Parallelogramms  um  die  Strecke  ^  ="  9  ""  o  =*  >•   entfernt  li^ 

so  wird  das  Trägheits- 
moment hierfür  nach 
Gleichung  (17) 


t 

I 

f 


J-J^-Fa' 


_  hh*  _  hh  ß\ 
24        2  \6/ 


t 


Fig.  26. 


oder 

(29) 


''=36 


hl  bozug  auf  die  Grundlinie  erhält  man 


C^ 


(•(Irr 


^1  = 


s 


12 


l''ilr  citie  durch  die  Spitze  gehende,  zur  Grundlinie  psral" 
|i>lii   .\(-li.si<  gilt 

1 1 1 1  r  I 


Ihn    lMM(ieii    Widerstandsmomente    des    Dreiecks   ergeb^^ 

.111  )i     /H 

ir  =  '^  =  ^'''  ^ 


I.  Abschnitt.     Die  einfachen  BeanspmchangsföUe. 


33 


oder 
(32) 
und 


Tr,= 


12 


"  i         «  «Jß"  ■  0 1. 


oder 
(33) 


e,       36    2h 


W, 


bh' 
24 


Für  ein  gleichschenkliges  Dreieck  von  der  Schenkeilänge  h 
mit    einem   rechten   Winkel    an    der   Spitze    wird    die   Höhe 

TL 

Ä,  =  5^  y2  und  die  Grundlinie  b  =  2Äj  =■  A  y2 .     Damit  wird 


das      auf     die     letztere      bezogene     Trägheitsmoment     nach 
Gleichung  (30) 

»      h* 
24 


<7i=^-Ay2-(|v^)' 


Das  Trägheitsmoment  eines  Quadrates    in    bezug   auf 
die   Diagonale  (Fig.  27)  ist  das  doppelte  hiervon,  demnach 


(34) 


h* 
12' 


dasselbe,  wie  fBr  die  zur  Seite  pa- 
rallele Schwerachse.  Dagegen  wird 
das  Widerstandsmoment 


W  = 


oder 

(35) 


A,      12  '  ;,  j/2 


A"    - 

w-y2. 


4)  Eireis. 

Man  denkt  sieh  die  Kreisfläche  durch  Radien  in  sehr 
^^hmale  Dreiecke  von  der  Grundlinie  z/  zerlegt  (Fig.  28),  deren 
J^des  in  bezug  auf  die  Spitze  nach  Gleichung  (31)  das  aeqiia- 
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z/r« 
toriale  Trägheitsmoment  besitzt.    Durch  Summienmg  über 

die  ganze  Kreisfläche  erhalt  man  das  Trägheitsmoment  in  bezog 
auf  den  Mittelpunkt^  das  also  das  polare  ist,  zu 


/C^ 

yj 

Zd^27cr   ist   nun   der  Ereisumfimg^ 

f  Ni 

^^^ 

damit  folgt 

l        d^ 

y 

(36a)                 J,  =  ?f 
oder  mit  r  ^  ^: 

Fig.  28. 

(36b)               J,  =  ?3|*  . 

Das  polare  Widerstandsmoment  ergibt  sich  zu 

■f 

'       r         2 

oder  mit  r  — 

d 
2' 

(ni) 

^f      16 

Für  den  Kreis  sind  aus  Symmetriegründen  die  aequa- 
torialen  Trägheitsmomente  in  bezug  auf  den  Mittelpunkt  aM^ 
gleich :  J^,  ==  «^y  ==  Jj  folglich 

(38)  ^-  2  ""  64 

und  ebenso 

(;-50)  ■^=3^- 

Für  den  Kreisringquerschnitt  vom  äußeren  Durch' 
messer  1)  und  dem  inneren  d  gilt  ohne  weiteres: 

(40)  J^^^i^D^-d*) 

und 

,„       3r  (7)*-rf*) 
(41.  '^'='62        D--- 


I.  AbBcfanitt.     Die  eintachen  BeaiiBpruchungBfälle. 


bzw.  Widerstand  am  onient  hat  den 


Das  polare  Trägheits- 
■pelten  Wert. 

5)  BllipM. 

Man  erhält  einen  Punkt  A  der  Ellipse  von  den  Halb- 
hsen  a  und  b  (Fig.  29),  indem  man  in  den  beiden  konzen- 
sehen  Kreisen  mit  den  Radien  a  und  b  einen  Strahl  OEG 
fht  und  durch  E  eine  Parallele  znt  Achse  a,  sowie  durch  C 
le  Parallele  zur  Achse  b 
it,  die  sich  in  ..-I  schnei- 
n.     Es  ist  dann 

AF  ^OE  ^h 

CF        OC      a 
Iglich 

jl"ir=*  .CF 


in     ist     das    Tnigheita- 
*nient  des  Kreises 


er 

/\  a 


)  auf  dieselbe  Achse  bezogene  der  Ellipae 


J^Z {AB  •  z/  ■  /)  =      2: (CD  -  ^  ■  /)  = 


"  Widerstandsmoment  ei^ibt  sich  xu 

3>  W^-  =  jba». 

a       4 

Beispiel  15.  Zu  bestimmen  ist  da«  Ti^beite-  und  Wider- 
bldtmomant  eines  Quadrates  von  der  SeitenUn^  h,  d«S9«D  fitpXva 
IMie  Stracke  &  =  i  A,  gebrochen  sind  (Fig.  30),  to  1 
[iHagonale. 


3Ö  ErsK  AbMüung      Uechuiik  elastischer  fester  EOrper. 

Sitn  berochn«  Torteilhaft  erst  das  Trägheitsmoment  J"  des 
■mUmq  <  jclir«ffimt«n^  Quer^Imittes.  Es  Ist  dann  von  dem  Trtg- 
Ht>it»aiijnient  /,   des  ganzen  Dreiecks    zweimal   abzuziehen  das  anf 


vlKwi-lUi-  timudliuie  beiogenf 


dei:  seitlichen  Dreiecke  und 


tii»l  tt».«  auf  tlics«  Grundlinie  bezogene  J*,  des  oberen  Dreieckes. 
ci'hült   üo  fdr  das  abgestumpft«  Quadrat 

J  ^  2,7'  =  2  (J,  —  2  Jj  —  J.) . 

in!    iiai'h   l!li-ichung  (30)   mit   den   Bezeichnungen  der  Pigur 

I    ,     i'i-rnt'i-    J,  =  ,  ^i  "  ,  n '  "q4  >    ^™^   ^t    ei^bt   sich  nKh 

i„„i  \lTt  und  ^:.'S^  zu 


'   Vi 


36  ■  9* 

folgt  daraus 

f  -  ä     625)^  0,07804  A'. 


ituit  t']'mittt>lt  sich  daraus  zu 


I,  Abschnitt.     Die  einlachen  Beanspruch  iiogstilUe. 
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Nach  Gleichting  1 35)  beträgt  das  Widerstandsmoment  des  ganEen 
Quadrates  W  =  0,ll'9k'',  durch  ÄbBchrägen  der  Eoken  hat  es 
sieb  aUü  um  rund  .'>  v.  H.  erhöht. 

Beispiel  1(1.  Das  Widerstandsmoment  des  in  Figur  31  ge- 
gebenen genieteten  Blechträgers  in  beiug  auf  die  wagerechte  Mittel- 
achse ist  mit  Berücksichtigung  der  Versebwäcbung  durch  die 
Nietlöcher  in  den  Gurtungen  zu  berechnen. 

Da  die  Niete,  mit  denen  die  Winkeleisen  am  Stehblech  be- 
festigt werden,  gegen  die  anderen  versetzt  sind,  so  werden  mir 
die  äußeren  Sietlöcber,  deren  EinfluB  größer  ist,  in  Abzug  ge- 
bracht. Man  erhält  dann  das  Trägheitsmoment  des  Querschnitt«» 
wenn  die  Äbrundungen  der  Wiukcleisen  vernachlässigt  werden, 
als  Differenz  der  durch  die  gestrichelten  Linien  augedeuteten  Recht- 
ecke in  folgender  einfacher  Form : 
/—  i(aO—  2  ■  2)  (45  +  2  ■  1,1}'  — j'j(20  — 2-8~l)45' 

—  2  ■  i',  (8  -  1 ,1  —  2)  (45  -  2  ■  1,1)*  -  2  ■  ,1,  ■  1,1  (45  —  2  ■  8)'  Mn* . 
Dies  ergibt  J  =  48  924  cm*  nnd  daraus 
46  924 
'  ~23,6~  ' 


W  = 


■•  2073  cm*. 


Werden  die  das  TrUgheitsmoment  vergrößernden  Äbrundungen  der 
Winkeleiscn  mit  in  Ansatz  gebracht,  so  wird    W=  2150cm', 

Beispiel  17.  Bei  zur  Nullinie  symmetrischen  Querschnitten 
I  ilt  die  gröBte  auftretende  Zugspannung  gleich  der  grö6ten  Bruck- 
■  «pannung,  wenn  der  Körper  auf  Biegung  beansprucht  wird.  Diese 
T  Querschnitte  sind  deshalb  besonders  vorteilhaft  fOr  Baustoffe,  deren 
Imlässige  Beanspruchungen  für  Zug  und  Druck  denselben  Wert 
Lliaben.  Ist  dies  wie  bei  Gußeisen  nicht  der  Fall,  so  sind  häufig 
asymmetrische  Querschnitte  vorzuziehen.  Der  in  Figur  32  sche- 
Batisch  dargestellte  Querschnitt  des  Ständers  einer  Hobelmaschine 
^erde  nun  so  bestimmt,  daß  die  zuliLssigeu  Beanspruchungen  auf - 
i  Seiten    gleichzeitig   erreicht   werden.     Gegeben    ist,    da   das 

I M.     I.  —  Qflfl  -Z*_ 


bterial  des  Trägers  Gußeisen  sein  soll,  fr^  ^ 


-  —  1500cm*,  b  =  3cm, 

i 

■  "-  6=3  cm,  gesucht  werden 
'  nnd  H.  Aus  der  Biegungs- 
■  ichung  (14) 


=  900  ^1, 


-I 


m 


1-^  t 
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erhält  man 

Femer  ist  e^  -{-  e^  =^  H . 

Aus  beiden  Gleichungen  erhält  man  die  Entfernungen  der 
äußersten  Fasern  von  der  NuUinie  zu 

Da  nun  die  NuUinie  durch  den  Schwerpunkt  des  ganzen 
Querschnittes  geht,  solange  das  Hookesche  Gesetz  als  zutreffend 
angenommen  wird  (siehe  S.  23),  so  besteht  die  Gleichgewichts- 
bedingung 

woraus  folgt 

LH    e^-^H  bH^ 


i?  = 


h      e^-ih       hin- 2h)' 


Das  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  die  Schwerachse  ist  nach 
den  Gleichungen  (17)  und  (21): 

J-  =  \f  +  bH{e,  -  ^ny  +  *^J  +  Bh(e,  -  W- 

Dies  ergibt  mit  den  obigen  Werten  von  e^  und  e^  nach  Einsetzung 
der  Gleichung  fiir  B  und  einigen  Umformungen: 

IP  -  '1  l,H^  -  ('  '-  \  -  \1ÄU^  ^l  !^  -*  -  0, 
o  \o  q  &       8     /  5  ^1  6 

oder  mit  den  gegebeneu  Zahlenwerten 

7/3  _  8^9  y^2  __  585^67/  ^  3600  =  0 . 

Die  Gleichung  wird  eifüllt  durch  11  ^^  25  cm .     Dann  ist 

3-252 
B  =  -  ,  ~  33  cm . 

3  •  (25  —  2  .  3) 

Praktische  Rücksichten  erfordern  erhebliche  Abweichungen 
von  dieser,  das  Material  am  besten  ausnutzenden  Form,  die  aller- 
dings auch  nur  eine  erste  Annäherung  ist  (vgl.  die  Bemerkung 
S.   24). 

s.  Der  Freiträger. 

Als  Froiträger  bezeichnet  man  einen  beliebig  belasteten, 
an  rint'iii   Kncb»   fest   eingespannten  Träger.     Die  Einspannuug 


-/- 


I.  ÄliBcbnitt.     E'ie  einfachen  BeunspruchungalUlle. 

Il  am  sicheraten  ausgeführt,   wenn 

tr  Träger  mit  dem  Einapaninuigs- 

Bck  aus  einem  Stück  besteht,  z.  B. 

|0   bei   den  A-nnen  einer  Riemeu- 

bei)>e,  die  mit  der  N^abe  zusammen- 

Igossen  sind.   Eingemauerte  Träger 

ärdeu    nicht    als   eingespannte    be- 

blinet,  da  eich  daa  Mauerwerk  bei 

jbkeren    Bewegungen    der   Träger 

^cht  lockern  kann. 

,    Ist   der  Triiger  am  freien  Ende 

Irch    eine    Einzel) ast    P    belastet, 

\    ist   das    Biegungsmoment    an    einer    beliebigen    Stelle   im 

bstand  X  vom  freien  Ende  (Fig.  33)  3f^  =  P  •  x  und 
rächst  proportional  mit  größer  werdendem  x  bis  zur  Ein- 
pannungssteUe,  wo  ee  den  Höchstwert  M,,  —  PI  erreicht. 
kie  Momentenkurre  ist  somit  eine  gerade  Linie.  Zur  Be- 
~"inung    des    gefährlichen  Querschnittes    dient    demnach    die 

^chnng 

I)  PI-  W-l;- 

Sind  auf  dem  Träger  mehrere  EinzelUsten  P^,  P^,  P, ... 


Hgebraeht  in  den  Abständen  /,,  ?,,  l^ . 
iade,  80  geht  die  Gleichung  Ober  in 
Pih  +  Pth+  P,U+-='  W-k,. 
U  Ist  die  Last  P  über  die  ganze 
pnge  des  Trägei-s  gleichmäßig  ver- 
eilt (Fig.  34),  so  daß  auf  1  m  Träger- 
änge  p  kg  kommen,  so  erhält  man 
las  Biegimgsmoment  iu  der  £nt- 
ing  X  vom  freien  Ende  als  Pro- 
auB    der   Kraft  ps    und    dem 


I   eingespannten 


Klarm  ^ 


'    2 
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Der  gefährliche  Querschnitt  liegt  an  der  Einspannongs- 
stelle,  wo  .r  =  i  ist,  so  daß  eich  ergibt 

folglich 

(45)  iP-i=  W'h,. 

Die    Momentenkurve    ist   ein   Parabelstück   von    der   Scheitel- 
höhe   ^   . 

Beispiel  18.  Die  größte  Kraft,  mit  welcher  die  Schub- 
stange einer  Dampfmaschine  auf  den  Kurheizapfen  einwirkt,  be- 
trägt P  =  5000  kg .  Die  Länge  l  und  die  Stärke  d  des  aus 
Tiegelstahl  bestehenden  Zapfens  sind  zu  ermitteln. 

Da   die   Kraft   zwischen  +  P  und  —  P  ständig   wechselt,  so 

ist  nach  Tabelle  H   Ä;.  =  4  •  1500  =  500  H  "      Mit    TT  =•  ^,  (P 

*       '*  cm*  32 

folgt  aus  Gleichung  (45) 

2  32 


Pl=„^d%; 


wird  ferner  der  Flächendruck   zwischen  dem  Stahlzapfen  und  dem 

kg 
Rotgußlager  zu  k  =  60       g  mit  Rücksicht  auf  geringe  Abnutzung 

festgesetzt,  so  ergibt  sich  die  zweite  Bedingungsgleichung 

P=ld']c 
oder 

^Pl  =  4^l-dk. 

Durch  Gleichsetzen  erhält  mau  dann 

d        ^   16  k         ^    16      60  ' 

und  damit  aus  P=  l,2Sd' -  k 

(1=1/  =  l^  ,^  ~  8  cm 

^   1,28Ä        ^   1,28  •  60 

und  schließlich  /  =  1,28(?  <-  10,5  cm. 

n  f  i  s  p  i  e  1  11^   Eine  Riemenscheibe  vom  Durchmesser  D  «  90  cm 
soll   b<'i   H  =-  120  Umdrehungen  in  der  Minute  höchstens  N^^SPS 
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m.     Zu  berecbnen  ist  die  Breit«  b  uud  Höhe  h  der  Ra,d- 

0  elliptischem  Querschnitt. 
_  Anzahl  i    der   Anne    wird    nach    der    Überachlagsfonnel 

t  —  4^  yiOD  •^  4  beatiinint.  Man  deakt  sich  nun  dieselben  bis 
zur  Mitte  des  Rades  ver- 
längert (Fig.  35)  und 
nimmt  an,  daß  in  der  un- 
günstigsten Stellung  die 
Umfangskraft  durch  den 

Radkranz  auf  __    Anne 

verteilt  wird.  Im  vor- 
liegenden Falle  würde 
somit  ein  Arm  |  und 
femer  ein  zweiter  ^  der 
ganzen  Umfangskraft  er- 

llten.    Aus  Gleichung 

«t)  folgt  mit 


Fig.  35, 


=  71620  —  und    TT  =  —  bh^  (Gleichung  43): 


-  71620 


-  bh% . 


list  wird  A  =  2i»  nusgeführt;    ferner  kann,   da  die  Drehnehtung 
Its  dieselbe  bleibt,  P  also  nur  zwischen  Null  und  seinem  Höchat- 

art  schwankt,  k^  =  300      ^  eingesetzt  werden.     Es  ist  dann 


6'- 


3  ■  71  620  ■  SN 


■  71620-8-S 
-.^-300.120  =  ^'^'*' 


Iglich  br^  3,2  cm  und  h  '^  6,4  cm . 
,      Beispiel  20.    Auf  die  Kurbel  einer 
'inde   von   dem   Kurbelann  r  =  35  cm 
wirkt    die    Kraft   P  =  30  kg  .       Zu    be- 
stimmen   ist    die    Zabnteilung   /    und    der 
Dorchmesser  D    des    Zahnrades,    welches 
'  der  Welle   sitzt   und  ;  =  12  Zahne 
i  soll. 
Der  anf  das  Bad   kommende  Zahn- 


t  ifit  jP,  - 


Zwischen  dem  Rad- 


■  und  der  Zahnteilung  besteht 
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der  Zusammenhang  nD  ^  z  - 1 .  Femer  ist  bei  KranrSdern  die 
Radbreite  b  =  2t  und  fast  allgemein  die  Zahnhöhe  /  «=  0,7f  und 
die  Zahnstärke  am  Fuß  im  Mittel  etwa  h  *^  0,53 1 .  Damit  folgt 
aus  Gleichung  (44),  wenn  der  Zahndruck  in  der  äußersten  Zahn- 
kante  angreift  (Fig.  36), 

kg 
worin  für  den  Belastungsfall  II  l\  =  300  -  ^  gesetzt  werden  kann. 

cm^ 

Unter  Berücksichtigung  der  Daten  für  die  Einzelwerte  folgt 

P,.  0.7.  =  ^•^f*^  300 

o 

kg 

oder  P,  =  cbt.  worin  c  '^  20  -       ist. 
^  cm. 

Femer     ergeben     die     ersten     Gleichungen     P^  =  Pr  •  — 

2jt  ,  '^ 

Daraus    erhält    man    Pr         ==  c  •  2/*,   folglich 

«       30-35-27r       ^^  ^       , 
'   =    12  .  20-T  =  2^'^  ^"^  ' 

also  ^  =  2,84  cm  oder  rund  0,9  •  n  cm  und  damit 

zt 
D  =  -  -  =  12  .  0,9  =  10,8  cm . 
n 


9.  Der  auf  zwei  Stützen  liegende  Träger. 

Ist  der  Träger  prismatisch,  so  kommt  für  die  Berechnung 
der  Abmessungen  das  größte  Biegungsmoment  in  Frage,  das 
bei  Belastung  mit  mehreren  Kräften  am  schnellsten  mit  Hülfe 
der  Querkraft  gefunden  wird,  wie  Beispiel  14  zeigt.  In  ein- 
facheren Fällen  läßt  es  sich  leicht  direkt  angeben. 

Ist  nur  eine  Last  P  vorhanden,  deren  Angriffspunkt  di« 
Trägerlänge  l  in  die  beiden  Abschnitte  c^  und  c^  teilt  (Fig.  37), 
so  ergibt  sich  der  Widerlagerdruck  N^  aus  der  Gleichung 

N,  .  /  -  Pcg  =  0 


Pco  ^       Pc 

zu  K^  =       -  und  ebenso  X^  =  — — 


I.  Absphniet.     Die  einfachen  BeaDHpruchaugef&lIe. 


M,. 


2  V4 


Znr  Querechnittsberedinung  ist  der  absolut  größere  der  beiden 
Werte  heranzuziehen.  30  daß  man  erhält 
Pc' 


Pdi. 


2! 


.  Tn,  oder  "^(1  -  c)  -  Wl,. 


Pig,  41. 


(50) 

Wird  der  Kragträger  nur  an  den  beiden  Enden  je  durch 
ie  Einzelkraft  P  belastet  (Fig.  41),   so  ist  das  Moment  über 
den  Stützen  nach    Gleichung  1 44)    .'^/^  =  Pc .     Zwischen    den 
Stützen  hat  es  überall  den- 
selben Wert,   da   die  Mo- 
ni entenkurve     nach     Ab- 
satz  6   eine   gerade   Linie 
zwischen       den       beiden 
Stützenmomenten  l'r  sein 
muß.    Auch  die  Rechnung 
ergibt  dasselbe:  In  der  be- 
liebigen Entfernung  j;  von 
der     Stütze    N^      ist     3/,, 
—  Plc+x)  —  Ni-x  lind  mit 
AT,  =  A^,  =  P  :  M,  =  Pc  . 

Treten    mehrere    der    aufgeführten   Belustungsfiille    gleich- 
zeitig auf,   80   addieren   sich   die  entsprechenden  Momente  für 
einen     bestimmten    Querschnitt.       Wenn     z,    B.    die     in    den 
Gleichungen  (47  j  und  (48)  behandelten  Fälle  gleichzeitig  vor- 
H^ommen,    so    ist    das   Biegungsmoment    für   die    Trä^ermitte 

^BÜ^  —  Pi  y  +  Pj      .      Man    nennt    diesen    hier    angewendeten 

^Bfirnndsatz  Prinzip  der  Summierung  der  Wirkungen,  dae 
^hberall  dort  mit  großem  Vorteil  benutzt  werden  kann,  wo  die 
IHiVirkuDgen  der  einzelnen  Kräfte  von  einander  unabhängig  sind. 
Beispiel  '21.  Die  Balkendecke  eines  Wotanhauses  erhalte 
einschlie&UoIi  des  Eigengewichtes  auf  den  igm  die  llelastung 
^_fl  —  500  kg ,  Der  überspannte  Raum  habe  die  Breite  Ö  m  und 
Häer  Balken  abstand  sei  I  ^  Ofi  n\ .  Zu  berechnen  ist  die  Stärke 
Hier  Balken. 


KOipet.    ^^M 
n    in  dfT  MitttT 
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Nimmt  man  &n.  daß  die  Balken    noch 
li^en,  so  ist  die  Lssg«  zwIscImd  dra  Anfta^rsteUeii  t  ^  6,15  m, 
die  Belastong  i«  P  =  i  ■  ( -  j*  =  6,15  ■  0,&  ■  500  =  2460  kg  .    Wirt 

nach  TabeUc  III  i,,  =  60  -  -^  «ngosettt,  so  ergibt  Gleidning  (48) 


Wai  die  BalkenhShe  m  A  ~  30  an  g«wlhh,  so  folgt  Glei 

W—  —   die  Breite 

3lM'  •  6 
6  =  ,       —  2 1  cm , 

3«J* 

die  Wahl  *  =  2?  cm  hStt*  ergeben 

3150- 


i 


28f ■"■^- 


Beispiel  22.  Der  Stahlkeü  fllr  die  Keilverbindnug  ii 
Figur  6,  Beispiel  5  ist  in  berechnen. 

El  liegt  der  Belasttmgsfall  der  Figur  39  vor.  die  Eiitf«niini{ 
der  Auflagerstellen  ist  D  -{-  $:,  die  gleichmäBige  Belastung  <n 
der  Größe  J  P  wirkt  nor  auf  den  mittleren  Teil  von  der  Lln^l.*" 
Mit  den  Zahlenwerten  von  Beispiel  .5  und  7  folgt  aus  Gleicht 

ndt  jfc,  =  1000     '^j 


p(dh 


■  5200  ■  (3,1  +  3.1) 
4     1000 


Dies  ergibt  mit  h  —  - 


1/41.1,3  ■  6 

h  =  \'  — '- 12,5  cm . 

'       l,5.-> 

Da  die  scharfen  Kanten  des  Keiles  gebrochen  werden,  so  lamgi" 
sieh  das  Widerstandsmoment  etwas,  n-eshalb  der  errechnet»  W*i 
Ton  k  als  kidnere  Höhe  des  etwa  im  Verhältnis  1  :  23  n^ 
sdiirftcn  Keiles  ausgeführt  wird 

Fol  prismatische  Keiltöober  zu  erhalten,  zieht  man  uft  Ü*  ■■ 
Flgor  42  dai^estellte  Verbindung  vor.  Der  Sicherheit  halber  tal 
nuui  annehmen,  daß  die  Belastung  vod  jedem  der  Keile  eot  HilB> 


I.  AliBiboitt,     Die  einfachen  BeuiapnicbongifUle  47    ' 

Keil«»  ist.  also 


^mgen  «fird.      Das  Widerstandsmoraent    W 
llb   so   groß   als    tlaa  oben  errechnete    TT: 


l 


h' 


m',    und  damit    erhalt 

.,  t/20,15  -6 


l,5ö 


hy->  =  17,7  c 


li      Beispiel    23.      Der   größte    Druck,   den 

t Kreuz  kopfzapf eo  einer  Dampfmaschine  er- 
L,  beträgt  P— öOfK)  kg.  Zu  berechnen  ist 
k  freie  L&nge  I  und  die  Stärke  d  des  aus 
iE^Istahl  bestehenden  Zapfens.    (^Fig.  43). 

Die  Kolbenkraft  P  wirkt  nach  beiden 
ifditangen  ala  Zug  und  Dnu'k,  e^  liegt  also 
|utungsfail  m    der  Tabelle  II    vor.    sodafi 

nge  Dur  wenig  ausschwingt,  so  kann  der 
lehendmck  zw-isehen  Zapfen  und  Lager  um 
t  Hälft«  gri^ßer  als  bei  umlaufenden  Zapfen 

^rftblt  werden,  es  sei  hier  k  —  '.Kl    ^^.     Zur 

tbt«rung    der   Kechnung    werde    der    Be- 
tnggfall  Figur  38  angenommen,    man    er- 
I  Gleichung  (48| 

ich  Gleichong  (7) 


GMdurti«  «gibt 

ach  Uinui 

{-vvt-v: 

■w- 

Up-vd-t, 

also 

1  *       '  S,l  •  90 

■^ö^em 

ls,t>l~  11.5™ 

•^0' 
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Beispiel  24.  Der  Längsträger  eines  Laufkranes  von  der 
Spannweite  7  =»  6  m  und  der  Höchstlast  P^  «»  2000  kg  ist  zu  be- 
rechnen. Das  Gewicht  der  Laufkatze  betrage  P^  «»  200  kg .  Das 
Material  sei  gewalztes  Flußeisen  vom  C-Profil. 

Da  der  Kran  zwei  Längsträger  besitzt,  ist  die  auf  jeden 
kommende  Belastung  P  =  ^  {P^  +  P,)  =  1100  kg.  Die  un- 
günstigste Beanspruchung  findet  statt,  wenn  die  Laufkatze  in  der 
Mitte  steht,  so  daß  hier  Gleichung  (47)  in  Anwendung  kommt 
Die  Belastung  schwankt  zwischen  Null  und  ihrem  Höchstwert 
jedoch  liegt  keine  dauernde  Beanspruchung  Yor  und  femer  wird 
die  Höchstlast    nicht    immer    angebracht,    so    daß    der    Mittelwert 

900 -f  600  kg 

=  750 

2  cm- 


Ä^  =  —    -^ =  750       2    gewählt  werden   kann.     Es   ist  somit 


„^       PI        1100-600       ^^^       . 
W=^  -     =  -      -    —  =•  220  cm^ . 
•ik^  4  .  750 

Dem    entspricht    das    Profil    Nr.    22    mit   W«  245  cm^,    welches 

kff 
p  =  29,2  —  wiegt, 
m 

Nach  dem  Prinzip  der  Summierung  der  Wirkungen  hat  eine 
genauere  Rechnung  unter  Zuziehung  der  Gleichung  (48)  zu  er- 
folgen, worin  Pj  =  jj .  /  =  29,2  •  6  kg  ist: 

Hieraus  ergibt  sich  die  größte  Biegungsbeanspruchung 

_in  +  \P^l  _  1K)0  ■  600  +  ^  »  29,2  ■  6  •  600  _  .,^     kg 
^'  ~        4  ir"      ^  4~245~  ~  '^^  cm*' 

Der  Einfluß  des  Eigengewichtes  auf  die  Größe  der  Be- 
anspruchung ist  also  ein  ziemlich  geringer,  weshalb  es  häufig  ganz 
vernachlässigt  wird. 

Beispiel  25.  Eine  schwere  Meßlatte  von  der  Länge  l  ist 
an  zwei  Stellen  zu  unterstützen,  so  daß  die  Durchbiegung  die 
kleinste  wird.  Die  Entfernung  der  Stützpunkte  von  einander  ist 
anzugeben. 

Nach  dem  Hookeschen  Gesetz  sind  die  Dehnungen  den 
Spannungen  proportional:  es  ist  also  die  Unterstützung  zu  suchen, 
welche  die  kleinsten  Spannungen  ergibt.  Ein  Vergleich  der 
FoiTneln  (48 )  und  (50)  zeigt  nun,  daß  im  Falle  der  Unterstützung 
nach  Figur  40  l\  kleiner  ausfällt  als  bei  der  Auflagerung  an  den 
Enden,  denn  nach  der  zweiten  Gleichung  (50)  wird    W  •  Ä'^  um  so 


W  L  Abschnitt.     Die  einfachen  Beanspmchuiigsfälle, 

kleiner  gegenüber  Gleii'hung  (48),  je  größer  c  ist;  doch  wird  bei 
großem  c  die  Beanspruchung  der  außen  überhängenden  Teile  wieder 
eine  bedeutende.  Der  günstigste  Fall  ist  der,  daß  die  Spannungen 
und  demnach  auch  die  Momente  über  den  Stützen  absolut  ge- 
nommen gleich  dem  in  der  Mitte  auftretenden  sind:  5/",  =  M,  oder 

= c.    Diese  Bedingung  ergibt  c-  -[-  ei  —  —  =  0  und  daraus 

l 
c  =  -j±  (    ,        ,        ^ 

ie   S  tüteten  ent  fern  ung  wird  damit 

fl  =  /  —  2c  =  /  ( 1  -j-  1  —  l/ä)  =  0,.i86  (. 

In  diesem  Falle  erbält  man  mit  c  =  0,Ü07  / 

ir  ■/.•„  =  0,0214  P/ 

igenüber  dem  Belastungsfall  in   Figur  38: 

irt,  =  0,125  PI. 

ie  Tragfähigkeit  wird   also   durch   die    angegebene  Unterstützung 

1  Verhältnis  -(,^|.t  =  5,84  vergrößert. 

10.  Träger  gleicher  Biegnngsfestigkeit. 

Der  Querachnitt  [irismatischer  Träger  wird  aus  dem  größteo 

nftretenden   Biegungsmoment   berechnet,  ao   daß  das  Material 

anderen  Stelleu  nicht  voll  ausgenutzt  wird.    Die  beste  Form 

äße  ein  Träger,   für  den   iu  allen  Queracliiiitten  die  gerade 

:li  zulässige  Biegungsbeanspnichung  auftritt,  d.  h.  für  den 

Quotient  /.\  =    J'  überall  denselben  Wert  hat.    Nach  dieser 

gäbe    (geformte    Körper    heißen    Träger    gleicher    Biegungs- 

igkeit.    In  den  meisten  Fällen  verlangen  andere  Rücksichten 

besondere  Sonstruktionsaoforderiuigen  und   bequeme  Her- 

ImigBTerf&hren  Abweichungen  von  der  genau  theoretischen 

lorm. 

Letztere  bietet  gegenüber  dem  prismatischen  Träger  außer 
BT  bisweilen  nicht  anerheblichen  Materialersparnis  noch  den 
'orteil,  daß  die  Dehnungen   entsprechend  den  Spannungen  in 
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allen  Querschuitten  gleich  sind,  während  ein  prismatischer 
Stab  in  den  schwächer  beanspruchten  Querschnitten  sich  weniger 
dehnt  und  deshalb  starrer  ist.  Dadurch  wird  der  Träger 
gleicher  Festigkeit  stoßweise  wirkenden  Kräften  gegenüber 
widerstandsfähiger,  weil  er  sich  mehr  verbiß  und  so  eine 
größere  Deformationsarbeit  leistet  als  ein  prismatischer  Ton 
gleicher  absoluter  Festigkeit  (vgl.  Absatz  11,  S.  60). 

Einige  häufiger  vorkommende  Einzelfälle  sind  die  folgenden: 
Ein  Freiträger  von  der  Länge  l  werde  am  Ende  durch  die 
Einzellast  P  belastet.     Der  Querschnitt  an  der  Einspannungs- 
stelle  B  ergibt  sich  dann  nach  Gleichung  (44)  aus 

ebenso  der  im  Abstand  x  vom  freien  Ende  ans 

Durch  Division  beider  Gleichungen  erhält  man 

vr^x 

W  ~  J ' 


(51) 


Ist  der  Querschnitt  ein  Rechteck  von  überall  gleicher 
Höhe  //  und  der  veränderlichen  Breite  y,  deren  Höchstwert  h 
ißt  (Fig.  44),  so  geht  Gleichung  (51)  über  in 


( 52 ) 


iyf^ 


2 


X 


y 


X 


=  T    oder     ^-  =  t5 


Ihh^       l  h        l 


y  ändert  sich  proportional  mit  x:  die  Aufsicht  auf  den  Träger 
ist  ein  Dreieck.     Naturgemäß  ist  die   scharfe   Spitze    im  An- 


Fig.  45.  Fig.  46. 

^rrit!'s|>iinkt  -1   der   Kraft  P  nicht  ausführbar,  man  muß  dort 
von  der  tlioorctisehen  Form  abweichen. 


I.  Abschnitt.     Die  einfachen  Beanspnii'hungBftllle. 
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Ist  der  Querschnitt  ein  Recht-eck  von  überall  gleicher 
Breite  b  und  der  veränderlichen  Höhe  y,  deren  Höchstwert  h 
ist  (Fig.  45),  so  geht  Gleichung  (51)  Über  in 


(53) 


•=  -f     oder     ,  -  =  ■ 


1/*  ändert  sich  proportional   mit  x;   die  Begrenzungsknrve  der 
Seitenaneicht  ist  eine  gemeine  Parabel. 

Wenn  Heratellunga Schwierigkeiten  die  Ausführung  dieser 
Forna  nicht  zulassen,  sondern  eine  geradlinige  Begrenzung  for- 
dern, so  wird  am  besten  die  Tangente  im  tiefsten  Punkt  der 
Parabel   als   Begrenzungslinie  genommen,   welche   im   Scheitel 

die  Höhe  ^  abschneidet,  wie  die  punktierten  Linien  zeigen. 

Ist  der  Querschnitt  ein  Kreis  vom  veränderlichen  Durch- 
messer y,  dessen  Höchstwert  ei  i8t(Fig.4(:'i),  so  geht  Gleichung  (51) 
aber  in 


(54) 


32 


,P 


ij^  ändert  sich  proportional   mit  ar:    die   Begrenzungalinie    des 
Längsschnittes  ist  eine  kubische  Parabel. 

Die  geradlinige  Begrenzung,  welche  sich  dieser  Kurve  am 
besten  anschtießt,  wird  von  den  Taugenten  in  B  gebildet,  die 
am  Scheitel  A  den  Äbstaud  ^il  haben. 

Wird  der  Freiträger  von  der  Länge  l  durch  die  gleich- 
mäßig verteilte  Last  P  beansprucht,  von  der  auf  die  Längen- 

p 
einheit  also  j)  =  y  kg  kommen,  so  ist  der  Querschnitt  an  der 

Ein spannungs stelle  B  nach  Gleichung  (45)   zu   berechnen  aus 

und  ebenso  der  im  Abstand  x  vom  freien  Ende  befindliche  aus 
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Die  DiTision  beider  Gleichungen  ergibt 
...  W' _x' 

Ist  nun  der  Querschnitt  ein  Rechteck  von  überall  gleicher 
Höhe  h  und  der  veränderlichen  Breite  y,  deren  Höchstwert  b 
ist  1  Fig.  4T\  so  geht  Gleichung  (55)  über  in 


V 


.vn 


X 


2 


=  ^    oder     ,   =  T, 


y 

h 


x'- 


P 


V  ändert  sich  proportional  mit  x^:  die  Aufsicht  auf  den  Trager 

wir\l    begrt»nzt   von    zwei    gemeinen   Parabeln,    deren    Scheitel 

^  ^    ^^  in  Ä  liegt  und  welche 


h  \ 


Fig.  48. 


die     Mittellinie     dort 
tangieren. 

Ist  der  Querschnitt 
ein  Rechteck  von  über- 
all   gleicher   Breite  // 

utul  der  veränderlichen  Höhe  y,  deren  Höchstwert  /*  ist  (Fig.  48), 

»v^    kivKt    iJloichung  (po)   über   in 

Atidort    sich    proportional    mit  x:    die   Begrenzungslinie  der 

Seitenansicht  ist  eine 
Gerade,  von  der  bei  A 
allerdings  aus  prakti- 
schen Rücksichten  ab- 


\;^ 


=  ,      oder     ;  =  - 


y 

h 


X 

_  • 


^'^ 


»«; 


^d  gewichen  werden  muß. 

— — ^  

Wird  ein  auf  zwei 

Stützen  an  den  Enden 

gelagerter  Träger  durch 

eine  Einzellast  P  derart 

belastet,  daß  die  Länge/ 

..u  vl^^   \l»Nrlmitli»  i\   und  r,  geteilt  wird  (Fig.  49),  so  berechnet 

voS  viel    i,»uorN»'l»iiitt   in  T  nach  Gleichung  (46)  aus 


ir.//,= 


l 


I.  Abschnitt,     Die  einfachen  Beauspruchnn)^ falle, 
md  der  im  Abstand  .c,  von  der  Stütze  A  befindliche  aua 


iDareh  Diii.io« 

beider  Gleichungen  erhält  man                      fl 

^«) 

11"        X.                                                       1 

Ibenso  erhält  w 

an  fiii-  eiuen  Querschnitt  im  Abstand  x,  Ton  B 

iSb) 

W      X, 

Ist  der  Querschnitt  ein  Kreis  vom  veränderlichen  Durch- 
messer (/,   bzw.  (/j,    dessen   Höchstwert  d   ist,    ao    gehen    die 
Gleichungen  (58)  über  in 

1     bzw.     ^,-  = 


(P        c,     """"     rf»  '    Ct 
BegrenzangsUnie   des   Liingsschnittes    setzt   sich   aus  zwei 
ibiBchen  Parabeln  zusammen.    Wird  statt  dessen  eine  gerad- 
ige Begrenzung  vorgezogen,  so  schneiden  die  Tangenten  an 
in  A  und  B  den  Durehmesser  ^<t  ab. 

Erfolgt  die  Belastung  durch   mehrere  Einzelkräfte,  so    be- 

ihnet    mau    die    Querschnitte    an    den   Angriffspunkten    der 

;e  auB   den  zugehörigen  Momenten   und  verbindet  die   im 

.gsBchnitt     er-  ^^ 

le  inen  den  End- 
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hebeis  a-us  Schmiedeiaen  sind  zu  berechnt-a.    Oegeben  ist  die 
P^  =  2lX)  kg,  ferner  i,  =  45  om,  /^  =  30  cm,  Z>=  10  cm. 

Nach   der  Fignr   tangieren    die  BegrenzangslLnien    der  I 
arme    die    Nabe ,    wodurch    die   Höhe    im    gefilhrlichen  Quenchultt 
festgelegt    ist.     Die    Breite    folgt    tlann    nach   Gleichung 

hf,^  i  ■  900  ^^,  aus 


f.p.=  ^'. 


6 ■ 200  .  45 
100  ■  3ÖÖ~  ~~ 


Denselben  Wert  erhält  mau  naturgemäß  für  die  Breite  des  zweit« 
Hebels,  da  das  Ängriffsuiomeut  dasselbe  ist. 

Es  liegt  hier  der  Fall  der  Figur  45  vcr:  nach  Gleiuhung  (53| 
Ißten   die    Hebel   als   Träger    gleicher  Festigkeit   durch    gemein« 


rabeln    begrenzt 


Der    Einfachheit    halber 

geradlinige  Begrenzuog, 
so  daß  ihre  HGben  in  dn 
Augenmitte  ft,  =  Ä,=  lP 


eitta 

»531 
Dein« 


rerdet 


■ispi 


e\-2 


tim 


Fig.  51. 


gußeiserne  Wandton wl» 
für  ein  Stehlager  nn* 
Figur  51  habe  die  LS:^ 
/  =  56  cm  bis  JW 
Wandplatte,  der  Dnitl 
P=  2500  bg  werde  durtll 
die  Lagerplatte  <w 
der  Breite  /j,  =  19  cm 
gleichförmig  auf  die  Kon- 
,5  cni  angenommen  wird    '" 


Bole  verteilt,  deren  Wandstürke  b^  = 
bestimmen  ist  die  Form  der  Bippe. 

Nach  Gleichung  (45)  ist   das  WiderstAndsmoment  des  T-Pi^ 
migcn  Quersobnittes  an  der  Waudplatte,  wenu    mit  Rücksichl  «■'_ 

kg 
Erschütterungen  ii.  dgl.  A,,  =  300      -j  eingesetzt  wird, 

«_  2600^56  ^, 

2Ä-;,         2  ■  300 
Zur  Vereinfachung  der  Rechnung  wird  die  Konsolplatte  v 


nitt  (fe, 


AbBcliiiitt.     Die  eiuiatbea  Beanspruciiungefülle. 
—  fc,)  ■  fc,   vernachlässigt,    wodurch    mau    ein« 


größer 


h  + 


_-l/6ir  _t/6"-234 


folgiich  h  —  21,5  oHi. 

Nach  Gleichung  {öi)  wird  die  Form  des  Trägers  gleicher 
Festigkeit  durch  die  gestrichelte  Linie  dargestellt,  die  praktische 
Ausführungsl'onn  weicht  hiervon  etwas  alt,  um  zu  berücksichtige q, 
daß  sich  der  Druck  F  möglicherweise  nach  der  punktierten  Linie 
verteilen  kann.  . 

Beispiel  '28.  Eine  FluBeisenacbse  von  der  Lituge  t  ^  1,3  m 
werde  durch  die  Einzelkraft  I'  =  5000  kg  belastet,  welche  die  Ent- 
fernung q  =  0,5  m  von  dem  einen  Auflager  hat.  Die  Abmessungen 
der  Achse  sind  anzugehen. 

Die  Zapfendrücke  ergeben  sich  zu 

c,  0,5 

A  -  P-i  =  5000  -  -^  =  3080  kg, 


irchmesser    ün    Angriffspunkt    v 
heiehung  (46)  mit  k^^i  ■  1200  ~ 


2920  kg. 
F    berechnet    sieb 


_  t7Pc,c,    32       -iVsOOO  ■  5 
'    I  ■  k' ~7t   ^  '^        1-20  ■ 


50  -  70  ■  32 


120- 400 -JT 

!  Zapfen  werden  wie  in  Beispiel  17  "ermitt-elt. 

kg 
Es  wird  mit  dem  Auflagerdruck  fc  =>  40  —  ,: 
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Man  wird  jedoch  beide  Zapfen  gleich  stark  ausf&hren,  um  die- 
selben Modelle  für  die  Lagerschalen  benutzen  zu  können. 

Der  Längsschnitt  der  Achse  wird  nach  Gleichung  (69)  durch 
zwei  kubische  Parabeln  begrenzt,  deren  Ordinaten  sich  aus  der 
folgenden  Übersicht  ergeben: 


^1 

.=^f- 

•»•» 

5  cm 

lo,o 

•  ^0,1  -    7,2  cm 

7  cm 

15,5 -Vo,!       =    7,2  cm 

l(t    „      15,5 

•1/0,2=    9,05,, 

14    „ 

15,5.VÖ,2      =    9,05  „ 

20    „   '  15,5 

•V0,4  =  ll,4     „ 

28    „ 

15,5. V0,4      -11,4   „ 

30    „   1  15,5 

•i/0,6-13,l     „ 

42    „ 

15,5-^'^      =13,1   „ 

35    „ 

:  15,5 

•V'0,7  =  13,7     „ 

55    „ 

15,5.VÖ,786  =  14,3   „ 

Dabei  ist  die  Länge  der  Nabe,  welche  die  Belastung   bewirkt,  zu 
30  cm  angenommen  worden. 


Fig.  52. 


I)i«-  wirkliche  Ausführung  wird  die  in  Figur  52  dargestellte 
\  1,1  in   /''i^en. 

11.  Durchbiegung  des  Preiträgers. 

i;iii  belasteter  Träger  biegt  sich  derart  durch,  daß  die  ur- 
tT|,/iinjrli<:h  gerade  Achse  in  eine  Kurve  übergeht,  welche  die 
j'Iii.^t  JKc  he  Linie  des  Trägers  heißt. 

|)«r  wiigerecht  eingespannte,  prismatische  Freitrager  von 
ilif  Liin^^e  /,  dessen  Achse  AB  ist,  habe  unter  dem  Einfluß 
|„rp|i/jd<-r   Kräfte   die   elastische  Linie  AC  erhalten  (Fig.  53). 
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An  zwei   dicht  benachbarten  Punkten  D  und  E  der   letzteren,          ^| 

die  vom  freien  Ende  die  Entfernungen  x\  bzw.  x^  haben,  sind           ^| 

die   Tangenten    gezogen    worden,      wa                                                   ^^| 

die  miteinander  den  sehr  kleinen      0 
Winkel  ip  bilden;  denselben  Win-    -^ 

m 

"d                R        H 

kel    BciilieBen    die   Normalen    der      J 
Kurve   in  D  und  E  ein,  weiche      ^ 
sieh  im  Krümm ungsmittelpunkt  0      % 

~T>^%^^  ■ 

r^c  1 

schneiden.    Die  Senkung  BC  des      ^                A  l                               ^M 

freien   Trägerendea    werde    mit  /'                         1/                                 ^H 

bezeichnet,    das    von     den    Tan-                         IL                               ^H 

genten  in  D  und  E  eingoachlossene                         U                                  ^^| 

Stück  des  Senkungsbogens  sei  f.                        Iq                                ^^M 

Die   Lauge    des    Bogens    ist                      y^g  53                   ^^^^^^B 

gleich   dem  Produkt  aas  Radius                                                ^^^^^H 

and  dem  eingeschlossenen  Winkel;  dies  ergibt                      ^^^^^^| 

/"  =  JV  ■  9'     und     «g  —  iTj  =  e  ■  9 ,                      ^^^^^H 

folglich                                                                                                      ^H 

^M 

Nun  ist  nach  Gleichung  1^13)  p  =    -=-,  ferner  nach  Gleichung  (14)          ^^M 

|^-=    j  e,  sc.   daß   man  erhalt  p  =          und  somit                              ^^M 

r='jMx,{x,-r,).                                            H 

Wird  für  jeden  Abstand  x.   vom    freien   Ende  senkrecht          ^M 

afgezeichnet,  so  erhält  man  die  Momeutenkurve.     jM(a-,  —  a;,)          ^| 

it  ein  schmales  Flächeuteilchen  dieser  Kurve  und  3I(x^  —  Xi)Xf          ^^M 

in   etatisches   Moment    in    bezng    auf    das    freie    Ende    des          ^| 

rtgers,                                                                                                          ^H 
Die  Oesamtdurchbiegung  dea  Trägers  ist  nach  Figur  53:          ^^| 

..  £f\  also                                                                                              ^H 

m                /■=  Jzji/u,-x,jx,.                         ^M 
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Mit  dem  Satze:  das  statische  Moment  der  einzelnen  Flachen- 
teile in  bezug  auf  eine  Achse  ist  gleich  dem  Produkt  ans  der 
ganzen  Fläche  F  und  dem  Abstand  x^  ihres  Schwerpunktes 
von  der  Achse  [Bd.  I,  Seite  55^  Gleichung  (33)],  erhält  man 
für  prismatische  Träger,  wo  J  überall  denselben  Wert  hat: 

(60a)  f-jFx,, 

Wird  jetzt  als  Belastung  eine  am  freien  Ende  angreifende 
Einzellast  P  angenommen,  so  ist  nach  Figur  33  die  Momenten- 
fläche ein  Dreieck  von  der  Länge  /  und  der  Höhe  PI.  Man 
hat  demnach  F=^^Pl'  und  x^  =  ^^  damit  geht  Gleichung  (60a) 
über  in 

(61)  f=\-j^^"- 

Ist  die  Belastung  P  gleichförmig  über  die  ganze  Trager- 
länge verteilt,  so  ist  die  Momentenfläche  nach  Figur  34  ein 
Parabelsegment  von  der  Länge  /  und  der  Höhe  ^P/,  dessen 
Flächeninhalt  F  =  ^  -  ^Pl  l  beträgt  und  dessen  Schwerpunkts- 
abstand vom  freien  Ende  |  /  ist  (Bd.  I,  S.  66  u.  67). 

Damit  ergibt  Gleichung  (60a) 

(62.  r-\^jpp. 

Der  in  Figur  53  übertrieben  groß  gezeichnete  Bogen 
BC  =  f  weicht  iu  Wirklichkeit  von  einer  Geraden  nur  unmerk- 
lich ab,  so  daß  /'  den  senkrechten  Durchhang  des  Freiträgers 
angibt. 

ist  der  Frei  träger  nicht  prismatisch,  sondern  als  Träger 
gleicher  Festigkeit  ausgebildet,  so  kann  in  die  obige  Gleichung 

X 

f  =    ^  (.r.  —  a\)     nach     Gleichung     (13)     eingesetzt     werden 

s 

Q^  ;  damit  wird  /"  =     ,  *Ü'2  ~ -^O^s-     Hat    der   Tiiger 

Überall  dieselbe  Höhe,  so  daß  c  konstant  ist,  so  wird  die  Ge- 

samtdurehbiegung 

._  ccL\  ^,  _    .  ^ 

/     —  ^-  wC  .■»  '  X^  »t  I  /  • 

'  p  -  \     -  X     / 
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Iroria  die  Summe  über  alte  x  von  i  =  0  bis  x  =  /  zu  nehmen 
Sie  wird  nai^h  Figur  54  dargestellt  als  Fläche  eines  Drei- 
Mks  von  der  Grundlinie  /  und  der  Höhe  1,  dem  Höchstwert 
von  X,  folglich  wird 


(63) 


/■  = 


Bei  Belastung  durch  eine  am  Ende  wirkende  EinzeUast  P 
erhält  man 

»,       M      P! 


also 
(64) 

worin  J 


f= : 


1 


pp. 


Triigheitsuiomect    des   End-  j,-,     ^^ 

querschnittea  ist. 

Es   werde   noch  der  Neigungswinkel  %•  der  Taugente   im 
Punkte  C  der  elastischen  Linie   gegen   die  wagerechte  AB  er- 


mittelt  (Fig.  53).     Aus   dei 
J 


beiden   Gleichungen   • 


tmd  I 


folgt 


tj)  = -j M[Xi~ x^)   also  li' =-  jEM{x^  —  2\). 

Nun  ist  2^M{Xi  —  x^  der  luhalt  F  der  Momentenfiäche,  eomit 

(651  «.  =  j  ■  F. 

Wird  das  Moment  durch  eine  am  Ende  angreifende  Einzel- 
ist P  hervorgebracht,  so   ist  nach  Figur  33  F—  i^PV.  also- 

[st  sich  der  Träger  unter  dem  Einfluß  der  um  treien  Ende 
recht  zur  Achse  wirkenden  Kraft  P  bg  um  die  Strecke  /'  cm 
irchgebogeu,  so  besteht  dann  Gleichgewicht  zwischen  P  und 
>  Gegenwirkung  des  Trägers,  während  in  den  Zwischenlagen 


60 


Exfte  Abteilung.    Mechanik  elafftiaclier  üerter  Köiper. 


Fig.  55 


die  Gegenwirkmig  proportioiud  mit  der  Große  der  Darchbiegong 
Ton  Nnll  bis  zu  diesem  Höchstwert  wichst     Trigt  man  die 

Darchbiegongen  anf  einer  Achse  anf  and 
senkrecht  dazn  die  zagehörigen  Gegen- 
kräfte (Fig.  55)y  so  ergibt  der  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks  die  bei  der  Dnrch- 
biegnng  geleistete  Arbeit,  die  Fede 
rungsarbeit 
(67)  A  ^\Pf  cmkg. 

Die  Federangsarbeit  soll  möglichst  groß  ausfallen  bei  den 

TragfederU;  damit  sie  fähig  sind,  die  bei  Stößen  entwickelte 

Arbeit  aufzunehmen  (vgL  Bd.  I,  Absatz  88,  Seite  329),  es  muß 

also   bei  gegebenem  Druck  P  die  Durchbiegung  einen  großen 

Wert  annehmen.     Dies  wird    erzielt,  wie   die  Gleichung  (63) 

z.  B.  zeigt,    indem   die  Höhe  h  =  2e  sehr   klein   angenommen 

wird  und  femer  l\  sehr  groß.     Federn  aus  gehärtetem  Stahl 

kc 
werden  bei  dauernder  konstanter  Belastung  mit  A-^  =  6500    -  ^ 

cm 

beansprucht  und  in  anderen  Fallen  entsprechend  dem  Wöhler- 
schen  Gesetz. 

Beispiel  29.  Für  eine  Blattfeder  von  der  Länge  /  =  47,5  cm 
und  (\f^r  Stärke  //  =  1,3  cm,  die  an  dem  freien  Ende  durch  die 
ständig  wirkende  Kraft  /'=  3750  kg  belastet  wird,  ist  die  günstigste 
Form  anzugeben. 

Das  an  der  Einspannungsstelle  erforderliche  Widerstands- 
moment berechnet  sich  aus  Gleichung  (44): 

woraus  folgt 


f/  = 


6FI       6 -3750 -47,5 


Irh 


1,3-  •  6500 


=  97,2  cm , 


was  auf  1/  '^  DO  cm  abgerundet  werde.  Wird  die  Feder  prismatisch 
in  diesfr  J^reite  ausgeführt,  dann  ist  die  Durchbiegung  am  freien 
Ende  mit  /=  ^j/h^  nach  Gleichung  (61) 


/i 


1     cc 


r  :i3 


>73 


•  > 


J 


PI 


12  •  3750  •  47,5 


3  •  2  200  000  •  Ol»  •  1,3 


r"o3  '^  ^»^^  ^^^ 


I.  Äbicbttitt.     Die  einfacben  BeaiiapruchungafUlle. 
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nnd  daa  Arbeitsvermügea  Dach  GleicliUDg  (67) 

A,  —  -iP/i  =  i  ■  3750  ■  3,45  -^  6470  cmkg. 
Das  Gewicht  der  Feder  Ijeträgt 

G,  —  h'Hy  =  99  -  1,3  ■  47,5  ■  0,0078  ~  48  kg. 

Wesentlich  vorteilLafter  in  hezug  auf  Materialverbrauch  und 
Arbeits vermt) gen  ist  die  Dreieckfeder,  die  aus  dem  entsprechenden 
"rUger   gleicher  Festigkeit    hervorgeht  (Fig.  56).     Ihr  Gewicht  ist 

!  Durchbiegung  nach  Gleichung  (64) 


^i^"-lr. 


■romit  man   das  Ärbeitsvenuägen  erhält 
A  =  iFf=  {■  3750-  5,2  - 


9740  cmkg. 


Die   große    preite    ist   praktisch    nicht    ausführbar,    oian    zer- 

t  die  Feder  deshalb  nach  Figur  56  in  eine  Anzahl  gleich  breiter 

reifen,    die    zu    je    zwei    vereinigt    nnd    dann    übereinander    ge- 

bichtet    werden.     Im    vorliegenden    Falle  ^  ^ 

Irden    sich    n  =  11     Schichten    von    je 

1  Breite  ergeben.    Da  die  Reibung 

r  einzelnen  BlQtter  aneinander  durch  ein 

gebrachtes  Sthniiemiittel   (Gra- 

hit)   auf    ein    geringes    Maß    herabgesetzt 

ird,    so    verhält    sich    diese    geschichtete 

■  praktisch   genau  wie    die  Blattfeder,    . 

der  sie  entstanden  ist. 

Von    der     geschichteten     Feder    wird 

b    verlangt,    daß    sie    bei    der    Durch- 

iegong  nicht  klafft;  es  muß  also  die  Krümmung  der  entsprechen- 

i  Blattfeder  überall  dieselbe  sein.     Dem  entspricht  die  Dreieck- 

t  der  aus  Gleichung  (13J  folgende  Krilmmungs- 

-  konstant:  die  elastische  Linie  ist  ein  Kreisbogen. 

Guterwagen  von   10  t  Eigengewicht 

d    die    Tragfedern    zu    berechnen.      Die 

kteu    Zustand     eine    Gesamtlänge    von 

so    aufgebogen,   daß    die  Pfeilhßhe   bei 

jlbelastung  ^  ==  10  cm  beträgt, 

Es    sind    hier    Kwei   der    in   Figur  56   gegebenen   Federwerke 


Fig.  66, 
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vereinigt,  für  welche  trotz  der  Krümmung  die  obigen  Formeln  an- 
wendbar sind;  die  Belastung  beträgt  P  =  |  •  -^§^  =-  3125  kg.  Ans 
der  gegebenen  Kreisbogenlänge  und  Pfeilhöhe  wird  die  Sehnenlänge 

mit  Hilfe   der  Annäherungsformel  2/q  =  )/(25)*  +  ^^p^  bestimmt: 


2s  =  1/(2 g'  -  ^^P^  =  yiÖO«  -  ^3^  .  10*  «  97,2  cm. 

Damit  erhält  man  nach  Gleichung  (44)  die  Breite  der  entsprechen- 

hV       P .  s 

den  Blattfeder   bei  h  =  1,3  cm  aus  — r-  —  — — ^  zu  «. 


h 


6Fs        6  •  3125  •  48,6 


l)  s=      —  =3  — —  -  • SB  33  cm. 

h^ '  \  1,32 .  6500 

Dies  ergibt  mit  der  feststehenden  Blattbreite  ft  =  9  cm 
w  =  10  Lagen. 

Die  Durchbiegung  folgt  hieraus  nach  Gleichung  (64)  mit 
J  =  ^^nhh^  zu 

^   ^   «  p.8_  3125  ■  48,6«  >  12 

'        2  J  2  .  2  200  000  .  10  •  9  •  1,3»  '^     ^™' 

Die  Pfeilhöhe  der  unbelasteten  Feder  ist  demnach 

i)o=i>  +  /"=  15  cm. 

Der  Kreisbogen,    nach   dem   sie   gekrümmt  werden   muß,    hat  die 

Sehne 


2^0  =  >^(2l,)«  -  fV  =  yiOO'  -'1 .  15»"=  93,8  cm, 

so   daß    das  Verhältnis  -^  =  --—  =0,16    ist.     Aus    der    Kreis- 

2s^       93,8 

tabelle  erhält  man  hiermit  den  Krümmungsradius  r «« <^  80  cm. 

^  1,239 

Das  Arbeitsvermögen  ist  nach  Gleichung  (67) 
^  «  1.  P/-  =  J. .  3125  •  5  ~  7810  cmkg. 

12.  Durchbiegung  des  auf  zwei  Stützen  liegenden  Tragers. 

Wird  der  auf  zwei  Stützen  liegende  prismatische  Träger 
von  der  Länge  l  in  der  Mitte  durch  die  Einzellast  P  beansprucht, 
HO  kann  man  ihn  zusammengesetzt  denken  aus  zwei  im  An- 
griffspunkt von  P  eingespannten  Freiträgem,  die  durch  den 
Auf  lagerwiderstand  \P  nach  oben  durchgebogen  werden  und 
y,  i\\i'.  Länge  ^l  haben  (Fig.  57).    Für  die  Durchbiegung /" gilt 


I.  Abschnitt,     Die  einfacben  BeanspmcbungBfiille. 
[emnach  Gleit-hnug  (61): 


[>der 

t  Greift  F  nicht  in  der  Mitte  des  Trägers  au,  wie  Figur  58 
,  so  ist  der  Auflagerdruck  N^  =  P^  "nd  N^  =  P^- 
Sleichung  (61)  ergibt  da- 
mit 


-i- 


•r 


I 


man  erhält  also  für  das- 
selbe /'  zwei  verschiedene 
Werte.  Dies  liegt  daran, 
iaß  die  in  Absatz  1 1  ge- 
gebenen Formeln  nur 
Eur  Berechnung  des 
Höchstwertes  der 
Durchbiegung  dienen,  der 
[lier  nicht  mit  dem  An- 
^iffspunkt  von  P  zusammenfällt. 
Durchbiegung  bei  P  zu 

an,  r=i}pÄ', 

iie  vpn  /"mm  in  den  meisten  Fällen  nur  wenig  abweicht. 

Wird  der  Träger  durch  P  gleichförmig  belastet,  so  kann 
■r  wieder  aus  zwei  Freitriigem  von  der  Länge  i-Z  zusiimmeu- 
fesetzt  gedacht  werden.  Jeder  dieser  Freiträger  wird  um  /', 
lach  oben  durchgebogen  von  dem  Auflagerdruck  i-P  und  am 
',    nach    unten    durch   die    gleiehfÖnnige   Belastung  ^P;    die 


Tatsächlich  ergibt  sich  die 
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Gesamtdurchbiegung  ist  demgemäß  mit  den  Gleichnngeo  (61) 
und  (02) 

'      '^      '-       3  J  2  \2  '        S  J  2  \2/  ' 

folglich 

Für  einen  Trager  gleicher  Festigkeit  lassen  sich  ans 
Gleichung  (t>ii  Absatz  11  entsprechende  Formeln  herleiten. 

Beispiel  31.  Die  durchgehende  Kolbenstange  einer  Hegen- 
den Dampfmaschine  von  D  =  50  cm  Zylinderdurchmesser  und 
5  =  90  cm  Hub  hat  vom  Kreuzkopf  bis  zum  hinteren  FOhmogs- 
schlitten  die  Länge  /  =  2,7  m,  ihr  Dim^hmesser  ist  rf  =  7  cm.  Der 
Kolben  hat  ein  Gewicht  P^  =  220  kg.  Zu  berechnen  ist  die  Durch- 
biegung der  Stange  in  der  Mitte. 

Die  Führung  der  Stange  in  den  Stopfbüchsen  wird  außer 
acht  gelassen,  da  diese  größere  Lasten  nicht  aufnehmen  können. 
Das  Gewicht  der  Stange  ermittelt  sich  zu 

Pg  =  "^  tf*  .  /  •  >'  ==  '^-  •  7- .  270  •  0,0078  ~  80  kg. 
4  4 

Die  Durchbiegung   ist   dann   nach  den  Gleichungen  (68)  und  (70) 

1  TT 

dies  ersribt  mit      -  =  2  1 50  000  und  /  =  -'    rf* 

«  64 

64  •  2  70»  (8  •  220  4-  5  -  80) 
^'=      384.:r.  7^.  2  150  000      '^  ^'^  ^°^' 

die  unzulässig  hoch  ist. 

Läßt  man  nicht   m*^hr   als   1,5  mm  Durchbiegung  zu,  so  wini 
der  Durohniosser  ])e>timmt  aus 

:Td*  _al^    8Pi+  5Po 
'    ~    64  ""    /'   '         384" " 

al.No 

n-f?*         270^V  (S  .  220 -f  5  .  80) 

=  '  ~  343  cm* 

i\\  IM 5  •  :>84  .  2  150  000 

und   (/  ^  !^2  rn\. 


I.  Abschnitt.     Die  eiufaelien  Beanspruchnugsilllle 


eispiel  32.  Die  beiden  eisernen  Träger  eines  1  m  breiten 
.ufsteges  (im  BtthneDranm  eines  Theaters)  liegen  I  ^  12  m  frei, 
Abmessungen  sind  zu  liereehnen,  wenn  die  Belastung  beträgt: 
in  der  Mitte  eine  Beleuchtungsvon'icbtmig  mit  3  Mann  zur  Be- 
dienung, zusammen  2  i",  ^^  450  kg,  femer  gleichmäßig  verteilt  über 
die  gHnxe  LSnge  das  Eigengewicht  der  Träger,  die  schätzungsweise 
als  I  Nr.  26    angenonunan    werden,    zu  2  ■  12  -  41,6  '--'  1000  kg, 


.  Bohlenbelag   ' 


1  StSrhe 


('~''.-:^.) 


10  .  120  .  0,4  ■  0,65  -^ 
i  Gewicht  der  Geländer  etc.  za  12  ■  8  '^ 


310  kg, 

100  kg, 


zusammen  2Pj  -^  1410  kg. 
Vrlangt  wird  in  solchen  Fallen,  dafi  die  größte  Durchbiegung  in 
ar  Mitte  nicht  mehr  als  ^  der  Lange  betragt:  /"  =  /i  +  /j  <  jJä  ^, 
)lglich  nach  den  Gleichungen  (68)  und  (70)  höchstens 

^  "  P  it  j^  A .  ".  p  [i  ^  J_  t 


48  J 


384  J 


384  J 

I  ergibt  mit  -  ~  2000000  - 

a  cui- 

(4  ■  450  +  2,5  ■  1410)-  1200^- 


j.  l\6P,  +  6P,)  = 


384  ■  2000000 
entspricht  der  Träger  I  Nrr  27    mit  J  =  6623 


5980  cm*. 


Ä  =  J^^'-  = 


dem  entspricht  der  Träger  I  Nrr  27  mit  J=  6623  cm*,  Beine 
dauernde  Durchbiegung  unter  dem  Eigengewicht  ist  nach  Einsetzung 
des  richtigen  Gewichtes 

1480  -  1200^  ^ 

"  8  ^  '*■    ~  2  ■  8  ■  aOOOÖW-6623  ^  ^•-  *™  ■ 

Würde   die  Berechnung  allein    mit    ROcksicht   auf  die  grOBte 
olKsaige  Beansiiruchung  durchgeführt  werden,  so  erhielte  man  mit 
kff 
=  1000-^  aus  den  Gleichungen  (47)  und   (^48) 

1    entspräche    das   Profil    I    Nr.    19    mit    TT—  185  cm*    und 
r=  1759  cm*.       Die    Durchbiegung     dieses    Trägers     wäre     mit 

Sltphsn.  McliDlioli«  Usobinlk.   II.  6 
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korrigiertem  Gewicht 

,_  14  ■  iöO  +  2,5  ■  1210)  ■  1300' 
'~    384~  17n9  .  200000Ö 


'4,9  e. 


13.  Auf  Bwel  stützen  gelagerter,  eingespannter  Träger. 
Figur  Ö9  zeigt  die  elastische  Linie  eines  beliebig  belastet« 
Trägere,  der  auf  zwei  Stützen  frei  aufliegt;  wird  jetzt  das  | 


Fig.  69. 


Fig.  öo. 


ß  überbiiogende,  nach  oben  geneigte  Ende  durch  eine  Kraft  / 
heruntergedrückt,  ao  wirkt  auf  die  Auflagerstelle  ein  Biegungs- 
momeDt  J/j  =  P  ■  x,  welt^hes  mit  zunehmender  Kraft  P'  das 
überhängende  Stück  so  weit  herunterbiegt,  bis  es  auf  der  wage- 
recht  verlaufenden  Stütze  anliegt.  Man  hat  hierdurch  einen 
bei  B  wngerecbt  eingespannten  Träger  erhalten  (Fig-  60)  mit 
den  in  gleicher  Höhe  liegenden  Auflagerstellen  A  und  S, 
dessen  Durchbiegung  naturgemäß  eine  geringere  ist.  als  die  des 
frei  aufliegenden  Balkens.  Die  Kraft  P',  dureh  die  dus  Ein- 
spannungsmoment  hervorgebracht  wurde,  vei^ößert  liwi 
Druck  bei  B,  so  daß  der  Au flagerwid erstand  JT,  größer 
wird  als  J\'j. 

Auf  den  Träger  wirken  demnach  außer  den  bekannten 
Lasten  P  die  unbekannten  Auflager  drücke  N^  und  A'j,  sowie 
das  Ei n spann ungsraomewt  il/j.  Während  in  den  bisher  be- 
triichteten  Fällen  die  Auflagerreaktionen  aus  den  üleichungefl 
ermittelt  wurden,  welche  die  Gleich gew ich tsbedingungeu  M 
einem  starren  Köi-per  ergeben,  Hegen  hier  zur  Bestimmung 
der  drei  Unbekannten  nur  zwei  derartige  von  einauder  unnb- 
hängigB  Gleichgewicbtsgleichungen  vor,  die  bei  einer  gleich- 
fiinnig  über  die  Trägerlänge  l  verteilten  Belastung  P  lauten; 
-V,  +  Jf,  =  P 


I.  Abechnitt.    Die  einlafheu  Beanspruch ungBÜltle. 


nd  ferner  für  den  Drehpunkt  B 
.1 


'(.). 


I  System   ist  also  statiBch  uubeatimiut  (vgl.  Bd.  I   Äb- 

latz  36  S.  103).    Die  dritte  Gleichang  liefert  die  Betraclitang 

'  elastischeii  Formänderung:   Die   La^t  P  biegt   den   bei  S 

Iige8pannt«n,   prismatiacben  Freiträger  nach  unt«n  durch  um 


f, - 


Fl', 


■  der  Auflagerdnick  .V,   bei   --1  nach  oben  um 

Ida  A   und   li  in  gleicher  Höhe  liegen,   so    heben    sich    beide 
■Durchbiegoiigen  vollständig  auf  und  es  ist 


-     .     -    J-'- 

Diese  Worte  sind  nur  dann  zutreffend,  wenn  die  Ein- 
BpBnnung  eine  ganz  vollkommene  ist,  so  daß  die  in  B  &n  die 
elastische  Linie  gezogene  Tangente  durcli  den  Auf  lagerp unkt  A 
des  prismatischen  Trügers  geht.  Strhon  geringe  AbweiL-huugen 
I  bewirken  eine  Verringerung  von  A',  und  entsprechende 
Vergrößerungen  von  N,,  so  daß  die  Zahlen  sich  denen  des  frei 
Jifliegenden   Trägers  iiühern. 

Das   Biegnngsmoment   an    einer   beliebigen   Stelle   in  der 
[ntfemuDg  x  von  A  ergibt  sieh  nach  Figur  61.  vrenn  die  Be- 


dio 

8J              3J 

11«) 

UgUch 

X,  -  f  P, 

C71b) 

Snd  hiermit 

\-iP 

ps) 

M. 

1-  I'i-X,l- 

utung  der  Liingeneiubtit  p  =    -  ist,  zu  jV^ 
■  nach  Einsetzung  von  Gleichung  (Tliil 


=  -\ 


'PU  ■ 
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i  rper. 


Wird  hinzugetiifjt 

Das  erste  Glied  ist 
beiden  Stützen  fr«  i 


.1- 


^--.annten  Träger 


r 


•  •     ergeben  die 


—    '  I 


K 


-  > 


>'.-  M.  =  .1/^,  was  di*=* 

■•::.:.-?:rir-  ebenfalls  oh»." 

"     "Vriieres     erkeüneX^ 

J  :r  Evrstimmunsf  dc^  ^ 
'.  .i.>Ciizniinvrsiuonient*2? 
-r .  iir  Bemerkung  be?  - 
:-:r-  ioi  der  Träger  be^  i 

■-:i'i  B  dieselbe  wage*  - 
-i.i-  I  hat  für  ,r  =  / 
■^    ^  j:  'Tleichuntr  'i\?y  .' 


■»"*     1» 


nnttemung 


ö"  ■  't  -  ^\)\  = 


(< 


di. 
Kr 


.^i-fvkes  von  der  firiind- 
v^UiT    auf    die   Spitze 


V  .-.- 


l 


I.  Abschnitt.     Die  einfachen  BeanspruchongsfäUe.  71 

11  PI 

ts  Moment  in  der  Mitte  ist  mit  x  '^  \l 

spann ungsmoment  ist  das  größte,  die  Tragfähigkeit  wird 
)er  dem  frei  aufliegenden  Balken,  wo  M  =  \  PI  ist,  im 
nis  3  :  2  vergrößert. 

3  abgeleiteten  Gleichungen  gelten,  da  zur  Herleitung 
rchbiegungsformeln   des  prismatischen  Tragers    benutzt 

nur  für  diesen.    Sie  haben  auch  noch  Gültigkeit,  wenn 
jpannungsrichtung  von  der  wagerechten  um  einen  klemen 

abweicht  (vgl.  Absatz  14). 

ispiel  33.  Der  Kreuzkopfzapfen  einer  Dampfmaschine 
venn  keine  Herstellungsfehler  gemacht  werden,  als  ein- 
.   gelten,    da    er    fest    angezogen   wird.      Die    bei    dem    in 

23    berechneten   Zapfen   unter   diesem   Gesichtspunkt    auf- 

Spannung  ist  festzustellen. 

1  TT 

5    Gleichung    (76)     erhält     man        .  PI  =  -  -   d^k^ ,    also 

_  32  PI 

ie  Einspannungsstelle  um  0,6  cm  von  der  Laufstelle  ent- 
genommen wird,  so  ist  Z  =  13  cm,  ferner  ist  P  ==  5000  kg 

32  ■  5000  ■  13  kg 

12- 7t -5,4^  cm^ 


=  5,4  cm,   folglich   A-^  =  -^  ^    ^     ^  ^3    ^  350  ^    g,   gegen- 


kg 
=  500       o    bei   der  üblichen   Berechnungs weise,    die   eine 

ems- 
ige  Sicherheit    bietet    für   den   Fall,    daß   bei   abgenutzten 
lalen    Stöße   auftreten,    durch   welche   der  Zapfen   eine   er- 
Zusatzbeanspruchung  erfährt. 

14.  Prismatischer  Träger  auf  drei  Stützen. 

Jgt   der  Träger    auf  drei  gleich  hohen   Stützen,    deren 
le  dieselben   sind,    und   ist  die  Belastung   symmetrisch 
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zur  Mitte,  so  ist  die  elastische  Linie  ebenfalls  symmetriscli 
gestaltet,  d.  h.  ihre  Tangente  über  der  Mittelstütze  yeilaafi 
wagerecht.  Der  durchlaufende  Träger  kann  dann  angesehen 
werden  als  eine  Verdopplung  der  Figuren  61  bzw.  62,  so  daß 
man  ohne  weiteres  die  Stützendrücke  und  Biegungsmomente 
aus  Absatz  13  entnehmen  kann. 


Fig.  64. 

Im  Falle  einer  gleichmäßig  verteilten  Last  2  P  ist  dem- 
nach (Fig.  64)  aus  den  Gleichungen  (71)  und  (72) 

(77)  y,  =  .V,  =  |P  und  2\r,  «  |P, 
femer 

(78)  M.^-iPl, 

Senkt  sich  die  Mittelstütze  um  einen  bestimmten  Betrag/*, 
so  erfährt  sie  eine  Entlastimg  und  die  äußeren  Stützen  werden 
entsprechend  stärker  belastet.  Die  Gleichgewichtsbedingungen 
liefern  die  Kräftegleichimg 

um!  lue  Monientengleichung  für  den  Paukt  B 

oiKr  JN'i  =  JN'j ,    was  aus  Symmetriegründen  von  vorne  herein 
ijesohli>vsson  worden  konnte. 

l>ie  Hilastnuir  P  drückt  den  Pimkt  A  der  linken  Träger- 

1  a 

soito    iroironüber  />*   nach    unten    durch    um   /i="Q-^Pi',  der 

1    ff 

Aut'lavivnlruok    .V^    nach   oben   um  /j  «  ^    j  ^i^^y    damit  wird 


1 

kr  Höhenucterschied  von  A  und  li 

r 

^='-'-.  =  }"(1'-^) 

folgUcli 

(79) 

'^->^'i-'- 

und 

N,  =.  2 r  -  -2^  ^  2P  -  ^P  -  2-  C. 

'                       '                  4              «  ?» 

oder 

(80) 

^^'>~'U- 

Hieraus  ergibt  sich  das  Bieguiigamoment  über  der  Mittel- 
stütze  ZQ 


oder 

(ei) 


es  wird   also   absolut  genommen  kleiner  sXa   bei  gleich  I 
^tUtisen,  so  daß  der  Träger  heaser  ausgenutzt  wird. 


Sind  die   Stützeuabstände  von   einander  verschieden   oder 

Belastungen    auf    beiden    Trägerseiten    ungleich    verteilt 

Pig.  65),  80  schließt  die  Tangente  der  elftstischen  Linie  aber 

■  Mittelstütze  mit  der  die  Stützpunkte  verbindenden  Wage- 

ihten  den  Winkel   y  ein,     Man    erhält   dann  wie  oben  die 

flgleiohung 

8)  iv,  +  y\  +  y^  =  /•.  +  ?, 
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und  die  Momentengleichung  in  bezug  auf  B 

(83)  NJ,  -  P^b,  =  N^l^  -  Pgftg, 
ferner 

und  ebenso 

Ans  der  letzten  Gleichung  folgt 

1     ff 

womit  die   vorletzte  Gleichung  nach  Hebung   von   ^  j  über- 
geht  in 

P,  V  !*  (h  +  l,öaj)  -  2^,  Vii  +  P,fe,«  (6,  +  1,5a,)- JVV,»-0. 
Die  Gleichung  (83)  ergibt 

folglich  wird  nach  Einsetzung  hiervon 

(84)  ,       Prb,{h,'+l,ba,b,-lr)+F,bJi'^ilJ,  +  h,''+l^a,k 

Aus  den  Gleichungen  (83)  und  (82)  erhält  man  hiermit 
y^  und  ^2  und  kann  dann  die  Biegungsmomente  berechnen- 
Sind  mehrere  Lasten  P  vorhanden,  so  gilt  dieselbe  Gleichung 
für  JN'g,  wenn  alle  P  mit  ihren  entsprechenden  a  und  h  ein- 
ffesetzt  werden. 

Da  die  Zahlenrechnuug  umständlich  ausfällt,  so  benutzt 
mau  in  der  Praxis  gewöhnlich  die  Gleichungen  (71)  bis  (14'? 
welche  wagerechte  Einspannung  voraussetzen  und  niur  den 
Einfluß  der  über  dem  betreffenden  Trägerteil  befindlichen 
Lasten  berücksichtigen.  Diese  Vereinfachung  ist  aber  nur 
dann  zulässig,  wenn  die  elastische  Linie  über  der  Mittelstütze 
von   der   wagerechten   nur   wenig  abweicht  (vgl.  Beispiel 


*  l.  Abtichnitt.     Die  eiiifaeben  BeaiisprucliungafUlfi,'' 


=  -  -  42Ö0  ■  Yl  +  M  =  10840  kg 


nd*        10840 
4    ~    900 '  ' 


12,0 


also  die  Zugstangen  starke  f(  -"  4  cm . 

1d  den  meisten  FSlIen  ist  demDach  die  einfachere  Berechnungs- 
weise  voranzielien,  die  der  zusätzlichen  Beanspruchung  durch  das 
Anziehen  der  Zugstangen  etwas   Rechnung  trägt. 

Beispiel  Sü.  Die  dreilach  gelagerte  Welle  eines  Elektro* 
motors,  der  eine  nahezu  senkrecht  darüber  befindliche  Transmission 
antreibt,  wird  belastet  auf  der  Strecke  AB  (Fig.  65)  durch  das 
Gewicht  der  Kiemenscheibe  P,'  —  70  kg  und  durch  den  nach  oben 
wirkenden  Riemenzug  P\  =  TnO  kg;  die  Belastung  auf  der  Streeke 
BC  wird  bewirkt  durch  das  Ankergewicht  P'^  =  600  kg  und  den 
magnetischen  Zug,  der  von  den  unteren  Polen  auf  den  wegen  der 
Wellend urchbiegung  ihnen  etwas  genäherten  Anker  ausgeübt  wird, 
Pj"=  300  kg.  Zu  berechnen  sind  die  auftretenden  Lagerdrücke 
und  die  Biegungsmomeate,  wenn  die  Längen  a^  —  33  cm,  b,  =  35  cm. 
6j  —  46  cm,  ttj  =  81  cm  betragen. 
Man  erhslt  die  Belastungen 

P,  =-  P,'  —  Pj" G80  kg  und  Pj  =  Pj'  +  P,"  =  +  900  kg. 

Aus  Gleichung  (84)  folgt  dann  der  Lagerdruck  bei   C: 
-  680-30  (3:)'  + 1.5 -BS- 33— GB')  + Ö00-46-,^(68- 127+46'+ 1,5-46-fil) 
127 -68.(127 +  68)  ' 

+  39G00Ü00  +  361900000 
^-^ r^3000  "    =238  kg. 

Hiermit  ergibt  Gleichung  l*<3)  den  Lagerdruck  bei  A: 
„        238  ■  127  —  900  ■  46  —  680  ■  35  , 


30200— 4140Q—  23800 

'^  68 

1  Gleichung  (82)  den  Lagerdruck  bei  B: 

JV, 680  +  ■ 

I  Biegungsmoment  über  der  Mitt«Utütze  ist 


15  —  238  =-  497  kg. 


.  =  J^»'. 


P.b. 


■  238  ■  127  —  900  ■  46  -  —  11200  cmkg, 
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das  im  Angriffspunkt  der  Kraft  P^ 

M^  =  ^\  •  aj  =  —  515  .  33  =  —  17000  cmkg 
und  das  im  Angriffspunkt  der  Kraft  Pg 

-^^3  =  iVg  .  a2  =  +  238 ..  81  =  +  19300  cmkg. 

Beide    sind    größer   als   das  über   der  Mittelstütze,    da  diese  dem 
Wendepunkt  der  elastischen  Linie  nahe  liegt. 

15.  Biegung  aus  verscMedenen  Stoffen  zusammengesetzter 

Träger. 

In  einer  Betonplatte  von  der  Starke  h  und  der  Breite  b 
befinden  sich  im  Abstände  d  von  der  äußersten  gedrückten 
Faser  Eisenstangen  vom  Gesamtquerschnitt  F  (F^.  67).  Ob- 
wohl Beton  nicht  wie  Schmiedeeisen   dem  Hookeschen  Gesetz 


Fig.  67. 

folgt,  so  daß  die  Dehnungen  etwa  nach  der  gezeichneten  Kurve 
verlaufen,  wird  doch  zur  Vereinfachung  der  Rechnimg  ange- 
nommen (ähnlich  wie  bei  Gußeisen),  daß  die  Spannungen  ent- 
sprechend dem  Abstände  von  der  Nullachse  zunehmen,  uni 
zwar  wird  das  Spannungsdreieck  gewählt,  dessen  Inhalt  der 
ans  Versuchen  hergeleiteten  Spaunungsfläche  gleich  ist.  Ferner 
wird  der  Sicherheit  halber  vorausgesetzt,  daß  die  Eisenstangen 
die  gesjimte  Zugbeanspruchung  aufnehmen  und  der  Beton  nnr 
die  Druckbeanspruchung. 

Dem  Biegungsmoment  M  der  äußeren  Kräfte  hält  dann 
zu  einem  Teil  die  Zugkraft  Fl\  in  den  Eisenstangen  das 
Gleichgewicht,  die  im  Abstände  d  —  x  von  der  neutralen  Faser 
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fhicbt  ai^j^-eift,  zum  anderen  Teil  die  Summe  der  Siiuunkräfte 

a  gedrückten   Querschnitt  \-bx  ■  /.*,    die   im   Schwerpunkt    des 

'mckdreiecks,  also   in  der  Entfernung  ^x  von  der  Nullachse 

irkt.     Dies  ergibt 

'5)  31  =  F{d  -^  £)  fc,  -H  ^  bx*  ■  k . 

a  nun  im  gedrückten  Teil  des  Querschnittes  der  Größe  nach 

.eselbe  Kraft  wirkt  wie   im   gezogenen,  denn  das  Kräftepaar 

f  der  äußeren  Krüfte  kann  nur  aufgehoben  werden  durch  ein 

aar  innerer  Kräfte  vom  gleichen  Moment,  so   mügeen   die  in 

ig.  67  dargestellten  Spannkräfte  einander  gleich  sein: 

16)  Fl.,  =  ibz!,-. 

Qt«r  Vorauseetznng  des  Hookeschen  Gesetzes  verhalten   sich 

e  Dehnungen   in   den   einzelnen   Faserschichten    wie   die  Ab- 

ände  Ton  der  NuUat^^hse,   also    gilt   fQr  die  äußerste  Beton- 

:hicht  und  die  Elseneinlage : 


lao 

:e  DeboangBziffer  ron  Beton  hängt  tob  MiiMr  Zuammea- 
sn&g  ab,  f&r  die  gewöhnlich  beoatzten  Miscbongen  unter- 
u-eitet  sie  bei  der  gebräuchlichen  Beaa^mchitag  Dinlit  doi 

1^,       240000        1 
..~2iöO00(j~9' 
L'Winl   »u  nieielmii«  (87)  t  in  (86) 


Fi -;»it. 


Mie  Lag«  der  Snlleehiclit  beaünuBt  dank 


^)  Erste  Abteilang.    Mechanik  elastischer  fester  KOrper. 


Wird   ebenso  k   aus   Gleichung  (87)   in   (85)   eingesetzt, 
so  folgt 

oder  mit  Benutzung  von  Gleichung  (88) 

Jtf  =  F(d  -  x)  Je,  +  iFxk,, 
und  daraus  die  Beanspruchung  des  Eisens 

(^^)  '      FÜ 


(-1) 


Durch   Einsetzen   dieser   Gleichung    in   (86)    erhält  man 
sofort  die  größte  Beanspruchung  des  Betons  zu 

_        2M 

(91) 


bx 


{"-D 


Beispiel  36.     Die  Belastung  einer  Eisenbetonzwisohendecke 

kg 
von  Z  ==  4  m  Spannweite  beträgt  einschließlich  Eigenlast  q  «  800—^» 

zu  bestimmen  sind  ihre  Abmessungen. 

Man  erhält  als  größtes  Biegungsmoment  nach  Gleichung  (4B    ^ 

M  =  iiql)  Z  =  i  .  800  •  4  .  400  =  160000  cmkg 

imd,   wenn  überschlagig  nur  mit  dem  Betonkörper  gerechnet 

kff  1  '^ 

unter  Annahme   von  Ä*  =  30  -       ,   aus  der  Gleichung  zrbh^=^i 

qcm'  ^  6  * 

mit  h  =  100  cm: 


l/6M      l/6  •  160000 
//  =  1/  =  y  -^^^-  -^—  ~  18  cm. 


bk        '      100  •  30 


Die   Eiseneinlagen    werden    gewöhnlich  im  Abstände  ^"f^ 
vom    llußersten    gedrückten   Rande    angebracht,     so    daß   hier   ^ 
r.^  <i  .  18  ^^  15,5  cm  gewählt  wird.    Ferner  werden  auf  1  m  Brö*"^ 
12   Hmideisüii  von  der  Stärke  d  =  1,6  cm  angenommen. 


I.  Abschnitt.    Die 
Dies  ergibt 


in  fachen  BeaiiaprU('himgii1'ü.l)e. 


F=  12  ■       1,6*=  24,1  cm. 
it  folgt  der  Abstand  der  NuUschicht  aus  Gleichung  ('8! 
100  ■  15;5  \ 

24,1-9 lj  =  Mcn., 

nach  den  Oleicbtingen  (90)  and  (91) 

160000  .„„    kg 


■^■»fy 

100        \' 


1  +  - 


"  24,1(15,5-  2,1) 
2 ■ 160000 

letztere  Wert  ist  noch  eben  zulÄssig,  während  das  Eisen  nicht 

ausgenutzt  ist,   weil  sonst  die  Dehnung   und  ilatoit  die  Ver- 

iibuitg    gegenüber    dem   umgebenden    Beton    zu    groß    aasfalleu 

.  Verdrehungsbeanspriichaiig. 
Iß  deo  beiden  Benkrccht  zur  Achse  stehenden  Endflächen 
WelleustückeB    von    kreisförmigem    Querschnitt    wirken 
in&nder  gleiche  aber  entgegen- 
isetzten      Drehsinn       habende 
fäflcpaare.     Wäre   die   Welle 
',  so  würden  sie  sich  gegen- 
;  aufbeben.     Dassellie    gut 
k  für  eine  hinreichend  starke 
I  elastischem  Material, 
t  findet  eine  gewisse  Form- 

atatt,    die    darin    be-  ^'«-  **'' 

daß  die  einzelnen  Querscbjiitte  sich  gegeneinander  ver- 

(Fig.  68).     Die  gerade  Manteüinie  AB  geht   dabei   in 

Schranbenlinie  AC  über,  so  6aä  der  EndqoerBcknitt 

den  bei  .-l  nm  den  Winkel  9  verdreht  hat.    In  jedem 

itt  treten  demnach  Schnbspannungen  auf,  die  dem  an- 

Kräftepaar  das  Gleichgewicht  halt«iu 

I  Keck.  Jlecfaanik.  Bd_  11     (HuDorer.  Hdwtne.) 


S2  Ente  Abteilung.     Mechanik  elastischer  fester  KGiper. 

Da  die  Stabachse  keine  Andenmg  erföhrt^  so  sind  die 
Verschiebungen  nnd  infolgedessen  auch  die  Schnbspannongen 
in  der  Achse  XnlL  Es  ist  von  Tomherein  anzunehmen^  daß 
innerhalb  jedes  kreisförmigen  Querschnittes  die  einzelnen  Teil- 
chen kerne  gegenseitige  Verschiebung  aus- 
führen, daß  also  die  Querschnitte  eben 
bleiben  und  die  Halbmesser  ihre  gerad- 
linige Gestalt  beibehalten,  was  auch  alle 
Versuche  bestätigen. 

In  Figur  69  steUt  OÄ  den  Halbmesser 
eines  Querschnittes  dar  und  OA'  den  Um 
^'  im  spannungslosen  Zustand  deckenden  des 

1  cm  entfernten  Querschnittes:  AA'  ist  dann  nach  Ab- 
satz o,  Fig.  9  die  Schiebung  y  der  Randteilchen  und  JBB'  die- 
jenige y'  der  im  Abstand  r'  Tom  Mittelpunkt  befindlicben 
Teilchen.     Nach  Figur  69  ist 

y' :  y  ^  r' :  r 

oder  da  nach  Gleichung  ( 9 »  die  Schubbeanspruchung  der  Schie- 
bung proportional  ist 

Ä/  :  k\  =  r:  r . 

Die  Sebuhbeanspruchung  ist  proportional  der  Entfernung  von 
der  Achse. 

Die  im  Flächenteilchen  /'  auftretende  Spannkraft  ist  fK 
und  ihr  Drehmoment  in  bezug  auf  die  Achse  f-l'^'f'.    NoQ 
muß   die   Summe   der  Momente   aller  Spannkräfte  in   den  ein- 
zelnen Flächenteilchen  jedes  (Juersehnittes  dem  Moment  M  des 
äußeren  Kräftepaares  das  Gleichgewicht  halten: 


o  ier   mit  /./  =  l 


r 


'  r 


.17=  2.77.-  '"=    '-T/V'-. 
'  r         r 

Der   Au>druck  21  fr'-  ist    das    pohire   Tnigheitsmoment  J^  ^^ 
nuersohuittes  in  bezuff  auf  die  Stabachse  (Absatz  7),  somit  wiiü 


ait  Berück  sich  tigung  der  Gleichung  (19)   W'  "»    -: 

dae   polaiB  Widerstandsmoment   W^  für  den  Kreiaqiier- 
itt  nach  Grleichuug  (37)  zu,  '    d'  einzusetzen  ist,  und  Ic^  die 

zulässige  Verdrehungsbeanaprachung  bedeutet. 
Zwei  im  Abstand  1  cm  befindliche  Querschnitte  verschieben 
Raadteilcben    nach    Figur  C!t    um    die   Schiebung  j-,  die 
ea  Endijuer schnitte    der  Welle   von    der   Länge  /  cm   als» 
fy.    Dies  gibt  nach  Figur  ti8  den  Verdrehungswinke!  fr 
die  Verschiebung  der  Uandteücbcn  r9,  woliei  #  im  Bogen- 
gemessen  wird.     Daraus  folgt  die  (ileit^hung 
ly  =  r» 
r  mit  Y  =  ß  ■  1-^  nach  Gleichung  (9) 
Ißhj  =  r». 
noch  aus  Gleichung  lf<2)  eingesetzt 

.  =  -. 

I  ist  d  in  Bogenmaß  gegeben,  in  dem  dblicheren  WinkelntaB 
die  Gleichung  nach  dem  Zusammenhang  ^:9  ^ii&*:2x 

gegebene   Ableitung    triSl   nur   für   den    Kreis-    hikI 

[qaerschnitt  zu.     Wird  um  den  Kreis  ein  Quailrat  be- 

iTig.  70l,   Bo    ist    leicht   einzusehen,   daß   das   Ter- 

I  Moment  hauptsächlich  von  dem  Kreis'|ueTBChnitt  aaf- 

I  wird,  während  die  aufgesetzten  Stücke  nur  geringe 

:  bekommen.     Die  größten  äpaonnngm  treten  abo 

'  Stabat^hse  am   nächsteii   kommcmleD  PunktMi  dcf 


t'ijt.  7". 


tt'l  Kx4%«  Abteiluag.     Mechanik  elaatischer  fester  EOrper. 

l'iiifaii^od  uuf.  Dn  hiernach  die  Spannungen  aaf  einem  be- 
AB  nicht  proportional  der  Entfemmig 
vom  Mittelpunkt  sind,  so  sind  es  aadi 
nicht  die  ihnen  entsprechenden  Schie- 
bungen, d.  h.  bei  anderen  als  dem  Ereis- 
querschnitt  bleiben  die  dorch  die  Achse 
gezogenen  Geraden  nach  der  Verdrehmig 
nicht  geradlinig. 

Wie  Figur  68  zeigt,  geht  eine  vor 
der  Verdrehung  gerade  Maatellinie  des 
KreiszjUnders  in  eine  Schraubenlinie  toq 
großer  Steigung  über,  so  daß  der  Zylinder 
will«  ^i'fiuKe  YerkQrzung  erfährt.  Da  alle  Punkte  des  Umfongea 
lütt  gleiche  Beanspruchung  erhalten,  so  ist  die  VerkfirzDng 
fUiontll  in  einem  Querschnitt  dieselbe,  der  Querschnitt  bleibt, 
ttiK  iiben  angenommen  wurde,  eben.  Dagegen  ist  bei  einer 
iiuili^rtiti  Querscbnittsform  die  Spannung  an  jeder  Stelle  de« 
lliul'iiiiges  eine  andere,  also  auch  die  Verkürzung  der  zugehörifieii 
Miiiiliillinien  des  Prismas,  so  daß  die  Querschnitt«  nicht  eben 
lilnilxui,  sondern  sich  verziehen. 

Kiiie    Hechnuiig,    welche    diese    Umstände    berücksichtig, 
liiU  ein  Quadrat,  da  ja  die  aufgesetzten  Zwickel  immer- 
ili'U   Krfisijuer-schnitt  unterstützen,  ein  Moment   übertrijit 
li.'i  jflcicher  Höchst  beanspruch  ung  11%  größer  ist  Hb  ä»s 
I  ditrii  eingeschriebenen  Kreis  übertragene. 

Khonso    erhält    man    für    den    Hechteckquerschnitt:    D\f 
ULi'  Verdreh ungsbeiuispruchung  tritt  in  der  Mitte  der  ISngf 
Si-ite  auf.     Ist   11'=  },hb'  das  Widerstandsmoment  in  be- 
;  auf  die  tänjrore  Achse,  so  bestellt  die  Gleichung 

,,  .1/,=  nr./-,,. 

dt'ii  Ecken   ist   die  Beanspruchung  Null   und   in  der  Mitte 
kürzeren  Seite 

rill    W  ^ll.h-  ist. 
Mit  verschiedenen  Eisensorteu  angestellte  Versuche  wig*"' 


,.,„,M, 


I.  Abaohnitt.     Die  einfachen  Beanaptiioiiungalillle. 
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die  Verdrebnngsfestigkeit  gleich  der  Zugfeatigkeit  ist. 
Htm^egen  wird  ilie  Streckgrenze,  je  nachdem  das  jMateriul 
ireicher  oder  härter  ist,  bereite  bei  einer  Verdreboiigs 
beanspriichung  erreicht,  die  nur  J  bis  J  der  entsprechenden 
Zngbeaiispruchung  ist.  Mit  Rdcksicht  hierauf  aiud  die  Zublen 
der  größten  zulässigen  Verdrehungsbeanspruchunf^  in  Tabelle  II 
angegeben  worden. 

Wird  aus  dem  auf  YerdrebuDg  beanspruchten  Körper  ein 
Wörfel  derart  heransgeschnitten,  daß  die  Fachen  AB  bzw.  CD 
den  beiden  im  Abstand  1  cm  beünd- 
liehen,  zur  Verdrehuugsachse  senkrecht 
stehenden  Querschnitten  angehören,  so 
wirken  an  ihm  in  diesen  Flächen  die 
Schubkräfte  A-j(  Fig.  Tl),  die  ein  Kräfte- 


paar 


bilden.     Damit   der  Würfel,   an 


,    c p 

K 


fig-  ■ 


dem  keine  äußeren  Kräfte  angreifen, 
im  Gleichgewicht  bleibt,  sind  noch 
die  beiden  Kräfte  /.,,'  in  den  Flächen 
AC  und  BlJ  nötig,  die  ein  das  erste 
aufhebendes  Kräftepaar  ergeben.  Schubspannungen  treten 
immer  paarweise  auf  derart,  daß  für  zwei  sich  recht- 
winklig schneidende  Ebenen  (AC,  CD)  in  jedem  Punkte 
die  senkrecht  zur  Durchschnittalinie  (C)  gerichteten 
Schubspannungen  einander  gleich  sind. 

Die  parallel  zur  Verdreh ungsacbse  verlaufenden  Schub- 
Spannungen  suchen  die  Verschiebung  der  einzelnen  Län|[t- 
fasern  gegeneinander  zu  verhindern,  die  dadurch  entsteht,  daß 
die  äußeren  Fasern  infolge  der  größeren  Verdrehung  sich  mehr 
Terlängem  als  die  inneren. 

Beispiel  37.     Zu    berechnen    ixt    der    Dm-dunesser  d    täaet 
"nRcren    Fl nßeisen welle,    die    bei  n  =  150  Cmdrebnsf^    in    der 
-    ÜiuaUf   y  =-  20  PS  •  zu    abertrs^en    bat.     Die   Belastung   wecbiele 
f^ttfig  zwischen  'liesem  Höchstwert  und  XuIL 

E*    liegt  der  Belastun^»^!  H  des  Wcblerachen  GesetZM  vor. 


»  daß  aus  TabeUe  U  *^  =  -^  -  600  =  400 
Sach  Gleichung  1,139)  Bd.  I.  S.  256  wt 


.  emtoommen  wird. 


1 

J 
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ilfrf=  71620  ^cmkg, 

womit  die  Festigkeitsgleichimg  (93)  übergeht  in 

71620^«:^^».*.. 
w        16  ** 

Daraus  folgt 

^.       71620.  20.  16       ^^^       . 

^   =     .    -  — — r^  122  cm», 

150  .  400  .  ;r  ' 

also  d  f^  b  cm. 

Nun  wird  gewöhnlich  gefordert,  daß  der  Verdrehungswinkel  9 
für  100  cm  Wellenlänge  nicht  mehr  als  \^  beträgt.  Die  Gleichung  (95) 
ergibt  dann 

^^^..^0^360  ^2    i^^ 

32  27t  ^  w    ' 

folglich 

.      32    4- 360- 71620.  20- 100       __       , 

^  = 71 oorv^^^     .rr. ^  1343  cm*, 

;r.  2 TT  •  830000.  150  ' 

also  d  '^  6  cm. 

Im  vorliegenden  Fall  ist  die  Welle  mit  d  «=«  6  cm  Stärke  aus- 
zuführen. 

Beispiel  38.  Da  bei  schwächeren  Wellen  für  die  Berech- 
nung die  Formänderung  maßgebend  ist,  bei  stärkeren  die  größte 
Beanspruchung  des  Materials,  so  ist  der  Grenzwert  anzugeben,  in 
welchem  beide  Rechnungen  übereinstimmen. 

Aus  Gleichung  (92)  folgt 

^       M     d 

aus  Gleichung  (95) 

_  360  ^M] 

Durch  Gleichsetzen  erhält  man  also  die  Bedingung 

360  ßl 

Wird   hierin    wie    üblich   -^^  :  7  =  ^®  :  100  cm    eingesetzt    imd   für 
Fluß-  und  Schweißeisen  im  Mittel  /3  =  1  :  800  000,  so  ergibt  sich 

,       ,         2  •  360  •  100  ^-,,^,, 

d  =  Ä-;  •  =  0,0573  Ä.. 

''    27r.  1  .800  000         '  ^ 


I.  ÄbBchnitt.     Die 
Aus   Gleichung  (93)  folgt 


D  fache  u  Beansprucliuiii^xfäUe, 


I 


71  1120 


.  ^ 


.rf^'v 


16 


,fiao  mit  dem  obigen  Wert  für  '/ 

y  _,  0^573.  /A,y 

H        16   7IC20    ''  VlOo' 

lu  erliiilt  äü  diu  folgende  Zusanimenstellung  der  (Irenzwerte: 


» 


k^^GOO      4110 

300 

200      120  -^, 

d  =  34,4     22,9 

17,2 

11,5      6,9  cm 

*^.  =  66,H     13,2 

4,2 

PS  ■  Min 

piel  39.  Zu  berechnea  ist  die  Tragkraft  P  einer  zylindri- 
schen Schraubeufeder  vom  Halbmesser  r  ='  10  cm  und  kreisförmigen 
Querschnitt  vom  Üurchmcaaer  d  =■  2  cm,  femer 
ihre  Verlängerung  /",  wenn  sie  «  =  10  Windungen 
besitzt  (Fig.  72). 

Auf  jeden  Querschnitt  der  Feder  wirkt  das 
Uoment  der  äußeren  Kraft  M  '^  P  ■  r  verdrehend 
H  ein.  dem  die  inneren  Spannkräfte  nach  fi!eichung(  93 ) 
^kariderstehen  müssen.      Dies  ergibt 

1"° 


•Ä ''-*„. 


Ibo  die  Tragkraft 


Für  gut-en  gehtlrteteu  Federstahl  kanu  bei  u 
wesentlich  veränderlicher  Belastung /r,,  =  4500 
eingesetzt  werden,  damit  erhiilt  man 


16     10 


■  4500  - 


700  kg. 


Wird  aus  einer  Windung  ein  so  kurzes  Stückehen  AB  =  l' 
herausgeschnitten,  dafi  es  als  <.'erade  angesehen  werden  kann,  so 
verdrehen    sich    die    beiden    Eudquerschnitte    nach  Gleichung   (94) 


\ 
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ßPrV 
um  den  Bogen  -ö*  =   -~ —     Ein    mit    der  Achse    der   Feder  ver- 

bnndener  Punkt   des   Querschnittes  B  senkt   sich   dann    gegenüber 
einem  gleichen  Pimkt  des  Querschnittes  A  um  den  Betrag 

Die  Gesamtverlängerung  der  Feder  ist  somit  f^=^Zf'i 

Nim  ist  ZV  die  ganze  Drahtlänge,  also 

folglich 

f=^P2nr^n 
oder  mit 

J  ^—-d^     und     P  =.  —  —  ^• 
^32  16   r    ** 

Wird  aus  Tabelle  I  für  Federstahl  /3  =  1  :  850  000  eingesetzt,  so 

erhält  man 

.       47r  .  10  •  10^  •  4500       ., ,  ^ 

/  = --~  33,2  cm. 

'  2  •  850  000 


17.  Zerknickungsbeansprachimg. 

Wird  ein  gerader  prismatischer  Stab,  dessen  Länge  iiD 
Verhältnis  zu  seinem  Querschnitt  hinreichend  groß  ist,  in  der 
Achsenrichtung  auf  Druck  beansprucht,  so  biegt  er  seitlich 
aus.  Dies  rührt  davon  her,  daß  der  Stab  vor  der  Belastung 
im  allgemeinen  weder  genau  gerade  noch  auch  ganzlich  homogen 
war;  besonders  dieser  letzte  Umstand  ruft  infolge  ungleicher 
Verkürzung  einzelner  Teile  ein  Krummziehen  hervor.  DieAns- 
biegung  wächst  mit  der  Belastung,  zuerst  langsam,  dann  stärker, 
bis  der  Stab  pl()tzlich  zerknickt. 

Der    an    einem    Ende    horizontal    eingespannte    Stab  Ad 


I.  Äbichnitt.     Die  einfachen  Beanspnichungnfälle.  89 

^  sich  tmter  der  kleinen  Last  P^,  die  in  Richtung  der  ur- 
pglicli  geraden  Stabachee  wirkt,  infolge  von  Zufälligkeiten 


I' 


niTITiTmTTgTTTTTmT..,-^^!  >' "  y. 


Fig   ' 


\ßn  kleinen  Betrag  /„  durchgebogen  (Fig.  73).  Daa  Biegungs- 
l«nt  an  einer  beliebigen  Stelle  iat  dann,  wenn  die  Dnick- 
1  auf  P  erhöht  wird,  3/  =  Pi/,  welches  auf  eine  Vergröße- 
I  der  Durchbiegung  hinarbeitet.  Die  schraffierte  Momenten- 
e  kann  man,  da  die  Pfeilhöhe  nur  eine  geringe  i.st,  von 
•  Parabel  begrenzt  annehmen,  die  den  Scheitel  im  Punkt  .4 
lihr  Inhalt  ist  dann  F^^  ^  Pf'cl  imd  ihr  Schwerpunkta- 
Itid  vom  freien  Ende  Xg  —  ^il.  Die  neue  Durchbiegung, 
ieh  zu  /g  addiert,  wird  dann  nach  Gleichung  (60a) 


f,- 


;w- 


5   » 
'12  J 


«Y.- 


I)ie  so  entstandene  neue  Biegungslinie  (Fig.  74)  kann 
^s  annSheningBweise  durch  eine  Parabel  ersetzt  werden, 
le  immer  noch  sehr  flach  und  wie  die  Parabel  im  Punkt  Ä 


Irksten  gekrümmt  ist.    Die  FKche  der  Biegungsmomente 
ich   gegenüber  Figur  73  um   die   schraffierte  Fläche  F,, 
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die  von  zwei  Parabeln  eingeschlossen  ist,  vergrößert,  so  daß 
die  Durchbiegung  wieder  zunehmen  muß  um  f^.     Man  eASXi 

und,  da  der  Schwerpunktsabstand  Xq='  ^l  derselbe  bleibt, 

Wird  hierin  der  obige  Wert  von  /j^  eingesetzt,  so  folgt 

Hierdurch  wächst  die  Durchbiegung  weiter  um  einen  Be- 
trag f^,  der  sich  ebenso  ergibt  zu 


^^^\i2  J^V^«' 


bis  die  Gleichgewichtslage  erreicht  ist.   Die  Gesamtdurchbiegung 
ist  dann 

oder 

Diese  geometrische  Reihe  kann  nur  dann  einen  endlichen 

Wert    für  /'  geben,   wenn   der  Ausdruck  ^   j  PP   ein    echter 

Bruch  ist,  sonst  wird  /*=  3c,  d.  h.  die  Durchbiegung  wächst 
solange,  bis  der  Stab  zusammenbricht,  wie  klein  auch  die  ur- 
sprüngliche Durchbiegung  f^  war.  Die  kleinste  Kraft,  die  ein 
Zerknicken  hervorruft,  folgt  aus  der  Gleichung 

V2  J 


zu 


P=24   ^  . 

Der  Ziihlenfaktor  ist  nicht  ganz  genau,  da  die  Biegungs- 
linie tiitsäehlieh   keine  Parabel  ist.     Das  Biegungsmoment  des 


I.  AbBchnitt,     Die  eini'acben 


lapriicIiiiDgefUlle, 
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durchgebogenen  Stabea  ist  am  größten  bei  ^-1,  wo  es  den  Wert 
M  ^  P  •  f  hat,  dagegen  ist  es  bei  B  gleieli  Null.  Da  nun 
nacb  der  Ableitung  von  Gleichung  (GO)  der  Krilmmungaradius 

^  c=  —  -^  ist,  80  folgt:    Die  Krümmung  der  elastischen  Linie 

des  auf  Knickung  beanspruchten  Stabes  ist  am  freien  Ende 
Null,  da  sich  p  =  ?o  ergibt,  der  Stab  verläuft  dort  also  gerade; 
die  Krümmung  wächst  allmählich  und  wird  am  größten  an  der 
Einspannungsstelle. 

Eine   Kurve,  die  diesen   Bedingungen  entspricht,    ist  die 
Siuuslinie,   die   dadurch   entsteht,   daß   man   auf  einer  geraden 


Achse  die  Länge  des  Kreisbogens  aufträgt  und  senkrecht  dazu 
im  Endpunkt  die  zugehörige  Kreisordinate  y  ^  rsind  (Fig,  75a 
nnd  b).  Der  Krümmungsradius  der  so  erhaltenen  Kurve  ist  am 
kleinsten  in  der  Mitte  bei  f ,  da  das  Bogenstückcben  an  dieser 
Stelle  gleich  dem  entsprechenden  des  Kreises  bei  €„  ist.  Von 
C  nimmt  die  Krümmung  beiderseits  ab.  da  die  Abstände  der 
einzelnen  Ordinaten  größer  sind  als  die  entsprechenden  des 
Kreises,  wodurch  sich  ein  größerer  Krümmungsradius  ergibt. 
An  den  Enden  verläuft  die  Kurve  geradlinig,  da  dort  die  Ordi- 
natcn  y'  gleich   dtu  Bogenlängen  b',  den  Abszissen,  sind;    der 
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Neigungswinkel  der  Tangente  am  Endpunkt  ist  demnach  45®, 
also  tg  ^  =  1  =  —  • 

Der  Flächeninhalt  F'  =  O'C'B'  ist  F  =  2:(6i  —  6,)y,  wo- 
rin  i/  =  ^(^1  +  Vf)  gesetzt  worden  ist.  Nun  ist  y  =«  r  sind, 
also  F'  =  Zr  sin  d  (6,  —  ij).  Aus  Figur  75  a  ergibt  sich 
(//g  —  6j)  sin  d  =  Xg  —  Xj,  damit  wird  ^  ==  ^^Q^  —  ^i)  ^^^ 
da   die  Summe   aller  Abschnitte  x^  —  x^   gleich  OqBq  =  r  ist, 

TT»'  9 

Werden  nun  sämtliche  Ordinaten  im  gleichen  Verhältnis 
verkleinert,  so  entsteht  die  allgemeine  Sinuslinie  von  der  Pfeil- 
höhe f,  deren  Erümmungsverhältnisse   denen   der   ersten  ent- 

f 
sprechen  und  deren  Neigungswinkel  am  Endpunkt  aus  tg^^^  — 

sich  ergibt  (Fig.  75  c).     Ebenso  wird  der  Flacheninhalt  OCB: 

f  fr* 

r  r 

Nach  Gleichung  (65)  ist  die  Neigung  am  freien  Ende  des 

durchgebogenen  Stabes  (Fig.  73)  tg  ^  =  -y  i^,  worin  der  Inhalt 

der  Moment^nfläche  zu  F=  Pfr  einzusetzen  ist.    Die  allgemeine 

f 
Sinuslinie   hat  am   Ende   die  Neigung  tg  ^  =  — ,   so   daß  man 

wegen  der  Übereinstimmung  beider  Kurven  'erhält 

''Ffr=f- 
J^'         r' 

worin  aus  Figur  75 c  r  =  —  zu  setzen  ist.    Hieraus  folgt 


(98)  P  = 


:i 


2 


j7 

4  cd- 


als  genaue  Gleichung  für  die  Knickkraft  eines  an  einem  Ende 
p  p  eingespannten  und  am  an- 

"  ■"■""*  deren  freien,  geraden  pris- 
matischen Stabes. 

Ist  der  Stab  von  der 
^^'^'  ^^  Länge  l  an  beiden  Enden 

frei  bewet]jlich,  so  biegt  er  in  der  Mitte  aus  (Fig.  76)  und  kann 
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'  zusamiuengesetKt  gedacht  werden  au»  zwei  gleicbeu  dort  ein- 
ao  daB  die  Anwendang 


i 


gespannten  Stäben  von   der  Länge  - 

der  Gleichung  (98)  ergibt 

(99)  ''-''i' 

Naturgemäß  ist  in  beide  Gleichungen  daa  kleinste  Trag- 
beitsmoment  des  Querschnittes  einzusetzen. 

Da  bei  technischen  Konstruktionen  das  Zerknicken  auch 
bei  einer  zufälligen  Überlastung  nicht  eintreten  darf,  so  ist 
nur  ein  Bruchteil  der  obigen  Kraft  als  Belastung  zulässig. 
Bezeichnet  S  den  Sicherheitsgrad,  so  gelten  demnach  die 
Gleichungen 

"     J 
SP 


(99  a) 


P  = 


uBr- 


Bei  Baukonstruktiont'n,  also  ruhender  Belastung,  ist,  wenn  die 
Kraft   P   genau    in    der    Stabachse    angreift,   anzuDehmen   fQr 

^^—  Schweißeiseu:  | 

^H  Flu&eisen  :     <£  ^  5 

W  Fluüstahl  :  I 

■  Gußeisen  :     S  =  8 

m  Holz  :     @  -  10. 

Erfolgt   der  Augriff  eines  Teiles   der  Last  exzentrisch, 
das    1,5  fache  dieser  Werte  einzusetzen. 

Bewegte  Maschinenteile,  wie  Kolbenstangen,  Eszenter- 
etangen  u.  dgl.  werden,  wenn  die  Belastung  zwischen  Null 
und  F  wechselt  mit  S  =  8  —  11  berechnet,  bei  Belastungs- 
schwankungen  zwischen  +  P  und  —  P  mit  ®  =  15  —  2^. 
Schubstangen  ffir  kleine  und  mittlere  Geschwindigkeiten  werden 
mit  S  =  i?5  —  15  berechnet,  solche  für  große  Geschwindig- 
keiten (Lokomotiven)  mit  S  =  ,',  wenn  sie  mit  rechteckigem 
Querschnitt  ausgeführt  werden.  Da  sich  bei  raschem  Wechsel 
von    Zug    und    Druck    die    Formänderungen    nicht    ausbilden 
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können,   so    genügt   diese  Annahme  Yon  ®,   die    den  Vorteil 
leichten  Gewichtes  der  schwingenden  Stangen  bietet. 

Die  Gleichungen  (98  a)  und  (99  a)  gelten  auch  för  Stabe, 
die  sich  nach  den  freien  Enden  yerjüngen,  da  die  Abnahme 
des  Querschnittes  nur  geringen  Einfluß  auf  die  Tragfähigkeit 

hat.     Nur    muß    der    Endquerschnitt   F   so    groß    sein,    daß 

P 

die   größte  zulässige  Druckbeanspruchung  Je  =  j^  nicht  über- 
schritten wird. 

Beispiel  40.  Die  Stärke  der  stählernen  Kolbenstange  einer 
liegenden  Dampfmaschine  vom  Zylinderdiu-chmesser  D  =  50  cm  mid 
der  höchsten  Dampfspannung  jp  =  8  atm  soll  ermittelt  werden.  Die 
Liln^e  der  Stange  ist  /  =  1,55  m. 

Da  Kolben  und  Kreuzkopf  eine  gewisse,  wenn  auch  kleine 
Beweglichkeit  besitzen,  so  liegt  der  Fall  der  Figiu:  76  vor.  Aus 
(ileichung  (99a) 

folgt  mit  ®  =  20  und  a  ==  1  :  2  200  000 

j__7td*  _  TtB^paSj^  _  502.  8 j  20  •  155* 
-  64  4^-        ~4~  TT- 2200000 

7t  d^ 

^^  352  ein*,  also  d  ^^  9,2  cm. 

Beispiel  41.  Die  flußeiseme  Schubstange  einer  Dampf- 
niasrhiiH'  von  der  Länge  1  =  125  cm,  die  als  größte  Druckkraft 
/'       r>()()()  kg  erhält,  ist  zu  berechnen. 

Wird  die  Stange  mit  kreisförmigem  Querschnitt  ausgeführt^ 
-n   folgt  aus  Gleichung  (99  a) 

j_7td^  _  Fa^l^ 
^■"64   ~       7t'~~ 

Mjit  2  -  2o  und  «  =  1:2  150  000 

TTd'       5000-25.  1252   ^^^   . 
=   0        -  =  92,2  cm* 
64    ;r2.  2  150  000     '    ' 

-njiiit  fl  ^'  0.6  (in  als  Durchmesser  in  der  Mitte.  Nach  dem  Kreuz- 
l-.opf  iiininit  die  Stärke  bis  auf  rfj  =  0,7 ^Z '^  4,6  cm  ab;  die  dort 
jiuftH'trnd«'   Druckbeanspruchung  ist  dann 
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Da  bei  FluSeisen  in   dem  hier  vorliegenden  Fall  III   des  WShler- 
kg 


sehen  Gesetzes  It  -=  400 
werden. 


,  zulässig    ist,   so    kann   rf, 


An  der  Kurbel  ist  dj  =  0,8  il  ~  5,3  cm. 
Bei  der  seltener  vorkommenden  Ausfiihrung  mit  rechteckigem 
Querschnitt  wird  ©=1.1  eingesetzt, 


12  ^   ~ 

12  ■  5000  ■  15 


erhalt  dann  aus 
mit  /(  =  1,8  h 
■  125* 


l,än 


-2  150  000 

=  7,! 


=  368,2  c 


m,     Die   geringste   Höhe    am 
0,8  h  --^  6,5  cm   angenommen. 


Höhe    auf    der 


somit  b  =  4,4  cm  und  h  = 
Kreuzkopf  wird    gewöhnlich 

Karhelseite  ist  meist  Aj  —  1,2 /j  '^  9,5  cm. 

Beispiel  42,  Eine  gußeiserne  Tragsäule  von  /  =  4  m  Länge 
hat  die  zentrisch  wirkende  Last  /'  =  40  ?  aufzunehmen.  Anzugehen 
ist    ihr  HuBerer  Durchmesser  und  die  Wandstärke. 

Aus   Gleichung   (H9aj    erhalt   man  ./ =         ,,— ,    folglich    mit 


1  :  1  OnOOOO: 
40  000-  K  -  160  000 


Überschlttgig    wii-d   die  Wandstarke 
sich  ergibt 


-  ,^,  d  angei 


64 
^^     5190     ^  ^„, 

-  2  CTO,     Auszufiilirei 
d  =  21  c 


rf*a  —  0,8'j  = 


'   folgt,  demnach  d  =  20,6  c 
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mit 


J^ 


'X 


--  (21*  —  17*)  =  5450  cm* 
64  ^  ^ 


Pio  Wandstärke  5  =  1,8  cm  würde  ergeben 


64 


(21*  -  17,4*)  '^  5050  cm* 


n.  Abschnitt. 
Zusammengesetzte  Beanspruchungen. 

IS.  Zug  oder  Druck  und  Biegung,  wenn  die  Form&ndenmgen 

klein  bleiben. 

Kill  l)08tiinmier  Querschnitt  eines  geraden  Stabes  yod  ge- 
rin tfi^r  1/ang*^  werde  durch  eine  in  der  Achse  wirkende  Kraft  P 

auf  Zug  oder  Druck  beansprucht 
und  gleichzeitig  auf  Biegung  durch 
ein  Biegungsmoment  M^  dessen 
Ebene  durch  die  Stabachse  geht. 
Die  Kraft  P  ruft  eine  im 
allgemeinen  gleichmäßig  über  den 

Querschnitt  F  verteilte  Zug-  bzw. 

p 
Druckspannung    i*.  =  ^    hervor 

(Fig.  77  a),  das  Biegungsmoment.V 

die      größte     Biegungsspaunung 

M 


'A; 


'  :. 

'■•1 1 1 1 1 U-. 


TT 


fiB 

V 


•AJj  1  1 


/.',,=  C^,    wenn    W    das    Wider- 

v-A'+Ä'  Standsmoment  des  Querschnittes 
in  bezug  auf  eine  zur  Ebene  des 
Kriiftepaares  M  senkrechte  Achse 
ist.  Die  Biegungsspannungen  ver- 
teileii  sich,  wenn  das  Hookesche 

W^^A^i   »•!"  /n*»*<**''«*"'l  angenommeu  wird,  nach  Figur  77b  über 

«Ion   ^)iir.Hrliiiiit. 


I  ,^/     I  I  II,   l>   mi<l  <*. 
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Da   die   einzelneu    ä|iaQnkräfte    dieselben   WirkungsHiiieii 
Üben,  eo  summieren  aie  sich  algebraisch:  k—  l-'.i:^^  (Fig.  77c) 


•0) 


w 


Das  gleiche  Ergebnis  wird  erbalten,  wenn  der  Stab  unter 

Rem  Einfluß   einer  um  die  Strecke  a  exzentrisch  angreifenden, 

urallel   zur  Achse   wirkenden  Zag-   oder   Druckkraft  F   steht, 

m   kann  P  parallel  zu   sich   selbst   in  die  Achse  ver- 

liieben  und  mnö  dann  ein  Kräftepaar  71/=  P  ■  ti  hinzufügen, 

daß    der    oben    angenommene    Bei astungs zustand    eintritt. 

Fird  noch  eingesetzt 


fprin  r  eine  Länge,   die 
leiehnng  (100)  über  in 

a02)  /.  = 


sogenannte   Kemweite 
P, 


ist, 


geht 


.('^°)- 


In  vielen  Fälleu  ist  die  Biegungsbeanapruchnng  l.\  größer 
a  die  Zug-  bzw.  Druckbeanspruchung  f.-^,  so  daß  die  Spannungs- 
jrteilung  über  den  Querschnitt 
licht  nach  Figur  7Tc,  sondern  nach 
Ö  erfolgt.  In  der  Glei- 
Jktmg  (102)  ist  dann      >  1. 


Wird  —  =  1 ,  so  ist  die  Span- 


^: 


;  auf  der  einen  Seite  des  Quer- 
^nittes  A'i  =  2      und  auf  der  an-  '" 

i  lt\  =0:    Sollen  im  Querschnitt  nur  nach  einer  Richtung 
irkende  Spannungen  auftreten  (Fig.  77c),  so  muß  der  Hebela- 
1  a  der  Kraft  P  kleiner  sein  als  die  Kernweite  r  des  Quer- 
littes  F. 

Diese  Forderung  wird  häufig   bei   den   Fundamenten   Ton 
Maschinen,  KraneTi,  Schornsteinen  usw.  gestellt  für  den  unter- 
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sten  Querschnitt,  mit  dem  sie  auf  dem  Erdboden  ruhen,  da 
hier  naturgemäß  Zugspannungen  nicht  auftreten  können.  Es 
findet  vielmehr,  wenn  die  Gleichung  (102)  für  i*,  eine  Zug- 
spannung ergibt,  an  dieser  Stelle  ein  Abheben  des  Mauerwerkes 

vom  Erdboden  statt.  Da  also  dieser 
Teil  des  Querschnittes  nicht  mittragt,  so 
steigern  sich  die  Druckspannungen  in 
dem  tragenden  Teil  über  l\.  Für  ge- 
wöhnlich kann  ein  geringes  Abheben 
zugelassen  werden,  solange  die  größte 
Druckspannung  nicht  unzulässig  hoch 
wird. 

Für  den  rechteckigen  Mauerpfeiler 
von  der  Länge  b  und  der  Breite  h  werde 
die  Druckverteilung  über  den  Quer- 
schnitt bx  berechnet  y  die  durch  die 
Kräfte  P  und  G  (Fig.  79)  hervorgerufen 
wird.  Man  verschiebt  beide  nach  dem 
IK,  Schwerpunkt  der  Druckfläche,  also  hier 
nach  der  Mitte  von  x  in  die  gestrichelte 
Achse  und  erhält  die  gleichmäßig  über 
(Ifii  (^uMsrhnitt  verteilt  gedachte  Druckspannung 

P+G 

bx     ' 


Fig.  70. 


-Ä-   = 


iiiiil   IrriHT  (las  Bie^ingsmoment 


M  =  P  (^a 


/(  —  X 


rh 


G 


h 


X 


iliih  <Ih-  Spiinnung  hervorbringt 

2a  —  h  +  X 
M 


i         '      ■=--  P 


^  h  —  X 


i  hx^ 


Miiii   liiil   iloiiimu'li  als  frrößte  Druckspannung 


/■, 


'•■  '  ''■'■"     Ox  ''^"      "  bx* 


—  X) 
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Die    Größe   von   .c   ergibt   die   Überlegung,   daß    in   der   Ent- 
fernimg X  von  der  rechten  Kante  A',  =  Ü  ist: 

P+G      äPi2a  -  h  +  x)  -  3G(k  -  x) 


A-, 


-  ÜV  =  0  = 


Hieraus  folgt  nach  Multiplikation  mit  bx' 

Px  +  Gx  -  GPa  +  iPh  —  3Px  +  3Gh  - 


l,b(P+0)f'-BPa 
P+G 


Die  Mittelkraft  P  +  G  greift   in   einer  Entfernung  y   von 
-  rechten  Kante  an,  die  aus  der  Motnentengleichung: 


(p+G)y-p(|-»)  +  e* 


.»- 


4(P+S)»-Po 


P+G 

uittelt  wirii.     Ein  Vergleicli  der  Werte  I  und  y  ergibt 
(105)  x  =  ätj: 

Die  Breite  der  Druekfläche  ist  gleich  dem  dreifachen  Abstand 
der  Mittelkraft  von  der  Druckkante. 

Die  Gleichung  filr  t,  kanu  umgeformt  werden  tu 
_  P+e      6P<i-3(P  +0)(*-l) 


bx 


-  + 


tl" 


_  (P  +  g)»  +  3(P  +  G)»  -  3(P  +  G}h  +  6Pa 


folglich 


-  3(P  +  G)»  +  6  Po 2a:(P  +  G), 

,.       „P+G 


Die  Kantenpressung  ist  doppelt  so  groß  als  die  gU'ichfönnig 
Ober  den  Qoerschnitt  bx  verteilte  Druckspannung  infolge  der 
pttelkTaft  P+G. 

£ine    entsprechende   liechnung    kann    für   den    Kreiaring- 
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querBchnitt  von  Schornsteinen  durchgeffllirt  werden,  da  bei 
gleichzeitigem  Auftreten  von  starken  Temperatarämderimgeu 
und  hohem  Winddruck  die  Beanspruchung  der  Fugen  ao  groß 
werden  kium,  daß  die  Zugfestifrkeit  des  Mörtels  üherwuiiden 
wird  lind  ein  Kluften  einzelner  Fugen  eintritt,  weshalb  mau 
von  vornherein  bei  der  Berechnung  anuinimt,  daß  das  Mauer- 
werk nur  Druckspannungen  überträgt.  Der  Winddmck  bewirkt, 
daß  das  Gewicht  G  der  über  dem  betreffenden  Querschoitt 
stehenden  Schorasteinsäule  nicht  in  der  Achse,  sondern  um  die 
Strecke  a  exzentrisch  angreift  (Bd.  I,  S.  38).  Ist  a  klein,  so 
erhält  der  ganze  Querschnitt  Drackspannungen  etwa  nach 
Figur  77  c  und  zur  Berechnung  der  BandBpannungen  J;^  und  h\ 
dient  Gleichung  (102j.     Wird 


32      D 


8       D      ' 


so  ist  /.■,  =  0  und  Ä-,  —  3  p- 

Meist  ist  o  >  r,  so  dafi 
die  NuUinie  in  den  Quer- 
schnitt fällt  (Fig.  80).  Die 
diesbezügliche  Rechnung  winl 
übersichtlicher  als  die  olii^ 
für  den  rechteckigen  Mmief- 
pfeiler  durch  folgende  Über- 
legung: 

Die  Druckkraft  G  wird 
aufgenommen  durchdieSiJMii- 
krilfte  2:fk\'.  Wenn  zur  Ver 
einfachung  der  RecUnuut;  •i"* 
nookesehe  Gesetz  als  ini- 
treifend  angenommen  fird, 
was  bei  Mauerwerk  nur  *"■ 
genähert  zutreffende  Resuittt* 


n.  Ab^cbaitt.     ZiiBammen^i?9etzte  BeanEpruuhuD^cii, 
)  ist  k^' :  /-,  =  x:{R  +  tt),  also 


-*.»-: 


G. 


R+ 


.^f 


E+u 


'      worin  S  das   statische   Moment  der  Drackflache  in  bezug  snf 
cJie   Xnllinie   ist     Die  MomeBtengleichung   in    bezug   auf   die 

►Uullinie  lautet 
fi„  =  r-fh ' .  ^  =    _*•_  Tf-ri  =  -  -*i  _ 
WO) 
Uni 


Ga=Zfh'x^ 


ü  + 


Zfx* 


r worin  J  da»  Trägheitsmoment  der  Druclcfläche  für  die  Noll- 
linie  tat. 

Dnrcb  Division  beider  Gleichnngen  folgt 
J 


(lOT- 


-S" 


nnd  wenn  dies  in  die  letztere  eingesetzt  wird, 


S108) 


5  (■«  +  «), 


worin  n  =  R  cos  y  =  »"j  cos  if  gesetzt  werden  kann. 

Als   kleinste  Druckfläche  wird  der  halbe  Ringquerachnitt 
zugelassen,  in  diesem  Falle  ist 

»  '  „,   iK       X         Ar,       2  2    V  -  df 

"^  -  2  ^     S.r  -  2  '■  ■  3 ;r  -  3  "'  "  '■  '  -  3  ■  ^8  ^  ■ 
u-O. 
Ais  Grenzwert  für  die  Lage  des  ÄagrifispunkteB   der  Druck- 
kraft G  gilt  folglieh  nach  Gleichung  (107) 


^ilf-if 


1 
-0,2950- 


-iff 


FOr  eine  beliebige  andere  L^e  der  Xullinie  ei^bt  6lei- 
C  (109)  eine  umständliche  Formel,  die  A',  abhängig  von  D, 
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dem  Verhältnis  y  und  den  Winkeln  ^  und  r  enthalt.  Eine 
Durchrechnung  für  eine  Anzahl  von  Winkeln  qp  und  ver- 
schiedene Höhlungsverhaltnisse  ^  ergibt   die  folgende  Tabelle, 

die  anzeigt,  wieviel  größer  l\  ist  als  die  bei  zentralem  Angriff 
von  G  über  den  Querschnitt  gleichförmig  verteilte  Druckspannung 

G 


i  = 


(D*-e/^) 


a 

d:2>  = 

D 

Ü 

0,5 

0,6 

",7 

0,8 

0,9 

1 

1 

0 

1,0<) 

1.00 

1,00 

1,00 

1,00 

1,00 

1,00 

0,025 

1,20 

1,16 

1,15 

1,13 

1,12 

1,11 

1,10 

0,05 

1,40 

1,32 

1,29 

1.27 

1,24 

1,22 

1,20 

0,075 

1,6U 

1,4^ 

1,44 

1,40 

1,37 

1,33 

1,30 

0,1 

1,80 

1,64 

1.59 

1,54 

1,49 

1,44 

1,40 

0,1*25 

2,IHJ 

l,8u 

1,73 

1.67 

1,61 

1,55 

1,50 

0,15 

2,23 

1,96 

1,88 

1,81 

1,73 

1,66 

1,60 

0,175 

2.4^ 

2.12 

2.04 

1,94 

1,85 

1,77 

IJO 

0,2 

2,7« 

2,29 

2.20 

2,07 

1,98 

1,88 

1,80 

0.225 

3.11 

2.51 

2.39 

2,23 

2.10 

1,99 

1,90 

0,25 

3.55 

2,80 

2.61 

2,42 

2,26 

2,10 

2,00 

0,275 

4.15 

3,14 

2.89 

2.67 

o  1  w> 

2,26 

2,17 

0,3 

4.V6 

3.58 

3,24 

2,92 

2,64 

2,42 

2,26 

0.325 

4,34 

3.80 

3.30 

2,92 

2,64 

™7 

0,35 

4.65 

3.86 

3,33 

2,95 

2,64 

0.375 

3,93 

3.33 

2,89 

0.4 

3,27 

Die  Spannungen  oberhalb  der  wagerechten  Striche  sind 
narh  TTleirliung  ■  1U2'  berechnet,  da  für  diese  Werte  a  <r  ist. 
Die  btztt'  Zeile  jeder  Spalte  überschreitet  bereits  das  zulässige 


Verhälriii> 


ii 


1) 


IIo:>pi'l  4o.  Der  Fiißzapfen  eines  Gießereikranes  (Bd.  I, 
S.  *J<»>  \vir«l  bei  Vollbelastung  in  achsialer  Richtung  beanspracht 
Jur-li  Iun  <m  wicht  G  =  4«H)0  kg  und  auf  Biegung  durch  die  Kraft 
P  =  2.")«Mi  kir.      Seine  Stärke   ist    zu  berechnen. 


U.  Abschnitt.     ZtMQmmeiig'eäetzte  Be&DapnichuDgeti. 


Nach  Gleichung  (lOü)  ist  die  größte  Dnii'kspai 
sten  Zapfenquerscbnitt 


W 


4 


32 


rf» 


oder  wenn  das  Verhältnis 


1,5  angenommen  wird, 
1.5  P 


Da     hier    Fall    I    des    Wöhlerst^lien     Gesetzes    vorliegt, 

kB 
ij  =  900  -^j  gesetrt  werden.     Dies  ergibt 


G  -J-  4  ■  1,5  P       iOOO  +  6  ■  2500 


=  21,1  em-, 


folglich  d  =-  5,2  cm. 

Beispiel  44.  Ein  Drehkran  für  die  Höchstbelastung 
Q  =  3000  kg  habe  die  Ausladung  n  =  4  m,  das  Gewicht  der  dreh- 
baren Teile  sei  ff  =  2800  kg,  das 
im  Abstände  ii  ^^  1  m  von  der 
Drehachse  angreift,  das  der  fest- 
stehen dwi  Teile  betrage  G|,=  600  kg. 
Das  Fundament  habe  eine  quadra- 
tische Grundfläche  von  der  Kauten- 
länge  Ä  -=  2,5  m  und  wiege 
^0  =  14  500  kg  (Fig.  81).  Zu  be- 
rechnen sind  die  aufti'etenden 
Kante  nspannuirgeu. 

Werden  alle  KrBfte  nach  dei 
Achse  verschoben,  si>  jat  die 
achsiale  Druckkraft 

=  3000  +  2800  +  «00  -f- 1 4  500 

=  20  900  kg 
imd    das    Biegungsmonieut    wird 

3l=-Qa  +  G-b'-  3000  ■  4IK)  -)-  2800  ■  100  =  1 4800<X)  cmkg. 
Hiennit  ergibt  Gleichung  (100)  mit 


J 


104  Erste  Abteilung.    Mechanik  elastischer  fester  Körper. 

1*' =  7,2  =  62  500  cm*     und     TT  =  ^  A«  -  2  604  000  cm», 

20900   ,    1480000       ^„«,    .   ^,^«       ^  ^   ki? 
*•  -  62500  +  2-604000  =  ^'^^^  +  ^'^««  ~  ^'«  cm*' 

^  =  0,335  -  0,568  ~  -  0,23  -  %  • 

cm* 

Da  Zugspannungen  zwischen  Fundament  und  Erdboden  nicht  mdg- 
lich  sind,  so  findet  ein  Abheben  statt.  Die  Länge  der  Dmek- 
fläche  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (105)  und  (104)  zu 

„  4^  •  20  900  •  250  —  1  480000 

"  =  '--       20  9oör ^^^'^ 

damit  wii-d  nach  Gleichung  (106)  die  Kantenpressung 

2  •  20  900  __  kg 

*^~250.163""^'^^cm"*' 

Steht  der  Kran  in  der  Diagonale  des  Fundamentqoadrates,  so 
ist  in  die  erste  Rechnung  einzusetzen 

7.8      __ 
W  =  V  2  V^  =  18  410  000  cm». 

Damit  orhttlt  man 

20900    ,     1480000        ^^^,    .    ^,.^,  kff 

^■«  =  G2500  +  r8410ÖÖÖ  =  ^'^-^^  +  ^'««^  -  ^'1*  7m«- 

/.-,  =-  0,335  —  0,804  ~  —  9,47     ^,. 
'  cm' 

Di«!    größte*    Druckspannung    wird    das    1,27  fache    der    zuersir  be- 

n-chiii'io.n.    Da  die  Rechnung  nach  den  Gleichungen  (104)  bis  (106) 

l«'i     (\i>r     Diagonalstcllung    sehr    langwierig    ist,    so    schätzt   man 

tili-    in    dit-'sem    Falle    auftretende    größte  Druckspannung   zu  etwa 

kir 
l,t>7  '  1,03  ~  1,3 


cm* 


Iti'i  spiel  45.  Zu  berechnen  ist  die  Säule  eines  Fabrik- 
f.«  h«»rnst«ini!s  von  der  Höhe  ^=26  m  und  der  oberen  lichten 
VV/ife  fl   -  0,8  m. 

\)\i'  Anzahl   der  einzelnen  Trommeln  von  verschiedener  Wand- 

.•♦../)'     wir«!    </<'\viihlt   zu 

TT 

n  ==d  -\ h  2~  5. 


^M 

(Bei   8i>iüeii    Über   35  m  HehB   wUd   nur   1   addiert.)     Die   obere           ^H 
Tronunel   wird   meist   1  m    büber  ausgeführt   als   die   übrigen,    die            ^^H 
möglichst  gleiche   Höbe    erhalten.     Die   obere    Wandstärke   ist  ge-            ^H 

die   Wandstärken    der    folgenden   Trommeln    werden    meist    ö    cm             ^^M 
stärker    gewBhlt    als     die    der    vorhergehen  den.       Damit     ergeben             ^H 
sich    die  Zahlen    der   ersten  Zeilen    der  vorteilhaft  tabeUariseh  an-             ^M 
znordnendeii  Rechnung.     Das  (gewicht  jeder  Trommel  G  wii'd  nach             ^^M 

Nummer  <ler  Trommel                     l              2 

H        1            4 

6 

(16) 
0.80 
1,20 
1,40 
1,10 
1.10 

A 

0,20 

(90) 
1.00 

I.« 

1,65 
1,36 
1,83 

B       1          5 
0.26            0.S1 

(25)     1    (16  +  16) 
1,16     1        1,88 
1,66     1       1.90 
1,90            3,15 
1,40     ;       1.63 
1,68            1,72 

6  m 
0,Km 
(15+90)  MB 
1,48  m 
2,15  m 
9,40  m 
1,08  m 
1,92  m 

re  lichte  Weite  ri„  =  ß„-2«.    . 
re  BuBere  Weite  D„  =  K'      .    . 
Bxe  iuüeie  Weile  n„=  D„  + ^h 
sre  innere  Weite  rf„-i?„-28   . 
JererDurchm.d„  =  li<f„+d^+» 

eugewicht  ^ö     .     . 
lenflache*'-U»„  +  ZJ„'irA.    . 

5290 
62B0 
7,25 

7700      10210        14250 
128110  '  32600  '      86760 
15,1     1    24,0     1       34.1 

184B0  kg 
66  210  kg 
45,6     m« 

„rpunktshöhefi.^^-^-^-^^,^ 

3,88 

5.18 

7,29            9.87 

10,24  m 

ddruckmoraent  3f  =  JFft„p    .    . 

17*0 

6470 

14580        26660 

38830  ml« 

-^'"^'«=Ä 

0,398 

0,628 

0,648  j       0.726 

0,708  m 

0,Slfl 

0,841 

0,381 

0,393 

^         ' 

o,7&a 

0,758 
0.880 

0,796 
0,278 

0,,„ 
0.957 

0,701 
0,943 

^ 

■  =  0,21t6— ^       

0,866 

0.849 

0.846 

0.848 

0,841 

MChllittf„='-(7)/-rf,')-    ■     ■ 

0.588 

O.öll   '    1,396  [       1,792 

2,807  m' 

£G 

0,90 
2,18 

1.86         1,74            9,06 
2.83     1    3,96     1       8,67 

10000  F„ 

ellenfaktor  C      

1,9 

8.8           C,4       1       7.8 

Einfachheit  halber  wnrde,  da  k,  weit 

nter  12      *,  bleibt,  von  eh 

net  doppelWB 

lutarpolation  abgesehen  und  C  nui 

für  «  =  0,8  b»w.  0,7  berec 

inet 
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d«r  GnldinGcheu  Begel  mit  }<  =  liUO     ,  für  Hohlsteine    }>estimiat. 

Daa  Moment  dea  Winddruckes  M  wird  aus  der  Flache  F  des 
Mlit«U<!linittos  der  Säule,  ihrem  Schwerpunktsabst&nd  h^  vom  aotar- 

•Hchteü  Querschnitt   und  dem  Winddruck  }>  —  125      j  füi-  mittlere 

Verhültnisse  herecbnet,  indem  als  Druckääcke  tvegen  der  Aiu- 
bsuchuug,  die  zum  Teil  ein  seitliches  Abweichen  des  Windes  be- 
wirkt, nur  -5  dea  Mittelschnittes  aingeaetrt  wird.  Hiermit  erhSli 
inun  die  Exzentrizität  a  des  SäulengewiL-htes  £G. 

Aus   dem    gegebenen  Verhältnis    der   Dorchmesscr    des   unler- 

«UfliU-u  Querschnittes  ~    wird    jetzt    Omia,    die    größte    zulssaig« 

Kiaentrizitat,  nach  Gleichung  (l07a)  ermittelt.  Überschreitet  a 
dlejitm  Wert,  so  sind  die  WandatSrlien  und  nötigenfalls  auch  die 
Trominelliöhen  zu  herichtiRen,  bis  sich  u  <  Om«  ergibt. 

Dünn  wird    der  Bingquerschnitt  i^^    bestimmt    und  d&raua  die 
I>nickbeB.aäprut;hung  k  bei  zentralem  AngrilT  von  SG. 

Der  Tobella  wird    darauf  für  das  Verhältnis       -    und    ---  dar 

Kkbleuwert  entnommen,  mit  dem  k  zu  multiplizieren  ist,  um  die 
KBiitrtiiinjssung  k^  zu  erhalten.     Letztere  soll   in    mittleren  Sehern- 

•leiueu  bei  Hartbrand  steinen  und  verlfingertem  Zementmörtel  12      , 

aur 
Nii'lit  Ul)erst«igen.  Bei  hohen  Schornsteinen  kann,  wenn  die  Biii- 
atotlf  vorher  geprüft  worden  sind,  ij  <  ,5  +  0,lö  H  zugekswn 
«rerdttn.  Das  Schema  der  Rechnung  enthält  die  umstehende 
Tubtlle.  Für  die  obersten  Trommeln  kann  die  Ausrechnung  oßler- 
k(ei)jKu,  wenn  die  folgenden  hinreichend  sichere  Werte  enreln-n. 

l'.i.  Zag;  oder  Druck  und  Biegang  bei  erhebli oberen 

Formänderungen. 
Ein  an  einem  Ende  A  eingespannter  Stab  werde  am 
wnderen  B  durch  eine  parallel  zur  Stabachse  verlaufende 
Hruft  P  belastet,  die  um  die  Strecke  a  exzentrisch  angreift 
und  zwar  ziehend  wirkt  (Fig.  82).  Das  Biegungsmoment  au 
futk-n  Eude  ist  dann  M  =  F  ■  a.  Infolge  der  Ausbiegung  ver- 
fingert  sich  das  Moment  von  B  bis  -4,  wo  es  den  kleinsten 
Wxrl  besitzt.  Die  größte  auftretende  Spannung  ergibt  sich  alse 
«IIB  (ileichung(lUO)  mit  M^ P-a  oder  aus  der  Gleichung  (liiSi 
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Wirkt  die  Kraft  P  drückend,  so  ist  die  BerechuuDg  der 
Spaimungen  unistüudlich,  weil  das  Biegungsmoment  eich  bis 
ziir  Einspann  HD  gMBtelie  infolge  der  Ausbiegniig  vergrößert. 
(Fig.  83).  Bei  kleiner  Exzentrizität  o  reclinet  man  meist  mit 
der  Kniekformel  Gleichung  (9Öa)  unter  ejitspreehender  Ver- 
größerung des  Sich'erheitsgradea  @. 
Wird    ein    dünner, 


in  der  Achse nrichtung 
durch  tlie  Kraft  P  auf 
Zug  beanspruchter  Stab 
mit  einer  senkrecht  ziu- 
Achse  wirkenden,gleich- 
mäßig  verteilten  Last 
(?=94belaatet(Fig.84), 
so  biegt  sich  der  au 
den  Enden  frei  auf- 
liegende Stab  nach  ei- 
oer  Parabel  vom  Para- 
P 


meter 


durch 


Bd.  I,  Seite  192).  Der 
Krümmungsradius  im 
Scheitel  der  Parabel, 
also  an  der  Stelle  des 
größten  Biegungamo- 
mentes,  ist  gleich  dem 

Parameter:     p  =    -  . 

Damit  erhält  man  i 


f-f"*. 


.  Gleichung  (13) 


folglich 


Die  Kraft  P  ruft  ferner  uoch  die  aber  den  Querschnitt  F 


e   q 
"k  P 
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P 
gleichförmig  verteilte  Beansfiruclmng  k.  —  ^  hervor.    Die  größte 

in  der  Mitte  auftretende  Gesamtepaoiiung  ist  demuaeh 

i-  ^  ^  +  i  -'- 


I 


(109) 

unabhängig  von  der  Spannweite, 

Beispiel  46.  Ad  einem  Schraub enbolzen  mit  einseitigem 
Kopf  greife  die  Kraft  P=  1000  kg  so  an,  daß  der  Hebelsarni 
a  =  ^  ä  ist.     Zu  berechnen  ist  die  StArke  des   Bolzens. 

Man  erh&lt  aus  Gleichung  (102) 


^(}^':)' 


w 


11  +  4)  = 


>' 


das  äfache  des  bei  zentraler  Belastung  aiiflreteuden  Wertes.    Mit 
P'  =  JP  und  l\^  l-  yOO  wird 

rf'=        ^  =  10,4  cm', 

4  ^-900 

^.slso  d  =  3,7  cm  '^  1^'. 

Der  notwendige  Kemdurchmesser  folgt  mit  fc,  =  0,8  ■  5  ■  3"0  »i» 
«d.«  ^    ^-1000     _  ,  , 

4  0  8--I-900       -''="' 

so  daß  die  Gewindestäxke  nur  d  =  \"  zu  st"" 


zn  .;,  =  1,! 

brauchte, 

Beispiel  47.  Auf  die  Dampfmaschinenkurbei  (Fig.  851  "i** 
in  den  Totlagen  die  Kolbenkraft  P=  4900kg  in  Richtung^ 
Kurbelarmes.  Gewählt  wird  nach  den  Abmessungen  d  =  *<  cm  ^^ 
Zapfens  (Beispiel  18)  und  Ds=l3cm  des  Weljenstumpfes  <B«' 
spiel  56)  di  =  -2d^  l&  cm  und  6  =  0,40,  +  1  =  6,2  cm,  ftlgÜr^ 
2>  =  D,  +  2d  =  25,4  cm.     Damit  ergibt  sich,  da  die  Seifeofliot»! 
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der   Kurbel    beide   Naben   tangieren,    die   Höhe  h    des   gefUhrlicben 
Querschnittes,  in  der  Entfernung  J^d,  =  8  cm  von  der  Zapfenniitte, 

X  irä. 

ans  den  (ileichungen  k  ^=  d^  -{■  x  und   — =  — -     zu 

Angenommen  wird  fer- 
ner b  ^  ti,5  cm,  womit 
man  erhalt 
«,  =  4(+  0,75-f  it 
^  9,25  em . 
Zu    berechnen    ist 
jetzt   die   größte    auf- 
tretende Biegungs- 
spannung.   Es  gilt  für 
du  Rechteck 


folglich       ist       nach 
Gleichung  (102)    mit 

I..   -    ''1,-^"')-     *""    fl  4-  "  ■  '■^''l        -471   '« 

Beispiel  48.  Zu  berechnen  ist  der  schräge  Teil  des  Kran- 
auBleger«  in  Figur  86  für  die  Höchfithetastung  (;»,  =  10000  kg. 
Das  Oewieht  des  Piaschenzuge 3,  der  Krankette  usw.  werde  zn 
Qf  =  2000  kg  angenummen.  Hie  Neigung  des  Auslegers  gegen 
die  Wagerechte  sei  tgip  =  2  :  3.     (Demnach  <p  =  S3°40'). 

Der  bequemste  Weg  ist  der,  den  Querschnitt  AB  probeweise 
anzunehmen,  etwa  nach  Figur  87.  Seine  Beansuruchunj;  wird  er- 
balten, indem  die  Belastung  Q  ^  Qi  +  Qi,  die  in  der  Entiernung 
6,  =  500  cm  von  seiner  Mittellinie  angreift,  dorthin  verschoben 
wird  und  ebenso  das  Gewicht  des  Süßeren  Kranteiles,  das  auf 
G,  f^  2500  kg  geschätzt  wird  und  etwa  im  Abstand  c^  ~  220  cm 
wirkt.     Dies  ergibt  das  Biegungsmoment 

M^={Q,  +  y,!  fc,  +  G,  •  c,  =  1200ft  ■  500  +  2500    220 
=  6550000  cmkg. 
Die  im  Querschnitt  angreifende  Kraft  Q  zerlegt  sich  nach  Fig.  88 
in  die  Druckkraft 
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iiQ+  G,)  Bingi  =  (lOOOO  +  2000  -|-  2500)  0,554  =  8040  kg 

pid  die  Schubkraft 

(Q-i-  Gi)cos<p  =  14500-0,832  =  12070  kg. 
Ilazu    kommt    noch,    der    dnrch    den    Zug    der   Krankette    auf  den 
(Juerscbnitt  ausgeübte  Druck,  der  bei  einem  n  —  2-rolligen  Flaschen- 
zug sich  nach  Bd.  I  S.   188  berechnet  zu 

wobei  das  Gewicht  der   oberen  Rollen   usw.   von   (J*  abgezogen  ist. 

Damit  erhält  man  die  Druckkraft 

P  =  (g  .f  G,)  siny  +  Ca  "  8040  -f  ^240  '^  1 1  300  kg . 

Zuerst  ist  nun  der  Flächeninhalt  und  die  Schwerpunktslage 
des  Querschnittes  zu  bestimmen,  was  mit  Hill'e  der  Winkeleiaen- 
tabelle  nach  der  folgenden  Zusammenstellung  geschieht,  wobei 
der  Einfachheit  halber  die  Nietlöcher  auQer  Acht  gelassen  werden. 


Teile 


SchwerpunktsabBtand 


Stegbteche  .... 
oberes  Gurtblech 
obere  Winkel  .  . 
imtere  Winkel  . 
anteres  Gurtblech 
antere  Flacheiaen 


Hiemach  ist 


ll  2- 135-  1  ==370 
(80  +  2)-O,7=  67,4  —(07,5  +  0,351==  — 67,8 
P  8-18,7  =  37,4— (67,6  — a,6ä)  =  — 64,8 
I  2-18,7  =  .17.4  +  67,5-3,62  =-1-64,8 
';s<l -1-91.  I  =  B^  -j-  67.5  +  0,5  =  +  68,0 
+67.5+l+0.5  =  +  89.0 


=  524,2) 


Das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  ergibt  nun  die  nach- 
stehende Tubell-i. 


Teile 

Flache 
f 

Schwerpunkt»- 
abstand  a 

/■«' 

J 

8legW«he 

oberes  Gurtblech  . 
obere  Winkel  .  .  - 
untere  Winkel    .  - 
nntere»  Gurtblech . 
antere  Flacbeisen  . 

270 
57,4 
37,4 
87,4 

82 
40 

8,5 
87,85  +  8,5  =  76,36 
64,88  +  8,6  =  73,38 
61,88  —  8,6  -  56,38 
68,0    —8.5  —  59.5 
69.0    —  8.5  =  60,0 

19610 

334600 
201  380 
1 18 880 

290300 
HISllO 

-,^l-186'-8037 

iVBS.OJ'-        8 

2  - 188  -  =    S7B 

2  - 188  -  =    276 

tV.82.1'=        7 
A    20-1-=        8 

1111080 

3600 
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Mit  üj  — 60,5+0,5  — 61cm  und  e^  —  76,35  +  0,35  = 
erbalt  man  somit  die  gräBte  Di-nckspaanung 


524,3  1114080 

und  die  größte  Zugspannung  im  oberen  Gurtblech 


11300       6550000-  76,7 
524,2  ^        1114680 

216  +  450 

-234 

i«. 

Der  Wert  von  l\  entspricht  dem  Fall  II  des  WShlerKbM 
Geseties,  den  mau  hier  annimmt,  um  die  Fonnilnderung  klein  lu 
halten. 

Man  erhillt  für  den  Querschnitt  CD  ungefähr  diesellie  Ad- 
strengung,   wenn  /*  =■  90  cm  und  fc  ■=  60  cm  gewühlt  wird. 

Die  Durchbiegung  des  geraden  Kranteiles,  der  demnach  sls 
Träger  gleicher  Festigkeit  zu  betrachten  ist,  ergibt  nach  Gleichung  i  li-t ' 
die  Senkung  am  Kopfe 


rW-., 


13000  ■  500* 


-  0,37 


wobei     Q 
worden  ist. 


2  J  ^    ^         2-2000000-1114680 

zur     Berfickaichtigung     des     TrElgergewichtes     erlilH 


Die  Scliuhkraft  ist  i 
man  annimmt,  daß  sie  a 
wird,  ergibt  sich 


geringem   EinÜuS;    selbst 

<D    den  Stegblechen    aufgenoinui^ 


12  070  kg 

270     ■"cm'' 


Um  ein  Ausbiegen  der  Stegbleche  durch  die  Schubkraft  in  Vif 
hindern,  werden  innen  Winkeleisen  und  außen  FlacheisenBtrnifc" 
aufgenietet. 

Beispiel  49.  Zu  berechnen  sind  die  beiden  Flaebeis""' 
schließen  eines  Drehkranes,  a«  eine  Zugkraft  J>=5OÜ01i|  W 
übertragen  haben. 

In  erster  Annäherung  reebnet  man  mit  reiner  Zngbeanspruchun? 


um   J 
vif    I 


Man  erhält  mit  Jt,  = 


600 


II.  Alisubnitt. 


[euptite  Bean  Spruch  u 
'500 


Gewählt  wird  ?*  =  1  cm  und  h  ^  i  cm. 

Die  größte  Spaanuug  folgt  dann  ans  Gleicliung  (109)  txl 
J/i     bky'  __  2500       2-2  1500i)0  ■  4  •  0,78 


fr.  = : 


bh 


1  -  4 


2500 


Dies  ergibt  k,  =-  625  +  54  -  Ö79 


kg 


Da  hier  mit  Hflcksiclit  auf  die  Art  der  Belastung,  die  zwischen 
Fall  I   und    n    des    Wöhlerschen   Gesetzes   liegt,    bei   FluQeisen  ifc, 

kg 
^  700  bis  7Ö0  — j    zulässig    ist,    so    genügen    die    obigen    Ab- 
messungen. 

2Ü.  Biegung  durch  Kräfte,  die  in  verscliiedenen  Ebenen 

wirken. 

Ein  auf   zwei   Stützen    kgemder,    gerader  Balken   werde 

darch   Ewei  senkrecht  zur  Achse  wirkende  Kräfte  P,   und  P, 

belastet,  die  iiielit  in  derselben  Ebeue  liegen.    Figur  S9a  zeigt 


^« 


Fig.  Ö!.« 


t'ip,   83 1> 


die  üliereinandei-gelegten  Moinentenliächeii.  Für  die  einzelnen 
Qner.'^chnitte  z. -B,  bei  A  sind  jetzt  die  beiden  Momente  itf, 
and  M^,  deren  Ebenen  den  Winkel  «  mit  einander  bÜden,  zu- 
sammenzu setzen,  wie  Figur  ^Öb  erkennen  läßt  (vgl.  Bd.  I 
S.  43).  Ffir  dos  resultierende  Moment  gilt  dann  die  Gleichung 
(110)  3/-  W-k,, 

worin  W  das  Wideratandamoment  des  Querschnittes  in  bezug 
aui'  eine  zur  Ebene  von  M  senkrechte  Schwerachse  ist. 

Bind   X   und    Y  (Fig.  ^)    die    beiden    Hauptachsen    des 
Qaerschnittes ,   in  bezug  auf  welche  das  Flachen  element  f  die 


1 14  Erste  Abteilang.    Mechanik  elastischer  fester  Körper. 

Koordinaten  x  und  y  hat,  und  sind  S  und  yj  die  Koordinaten 

desselben   Fiächeneleraents  in   bezug  auf  eine  Achse ,  die  mit 

der     X   achse    den    Winkel    <p    bildet,     so    besteht    der   Zn- 

HHUuneuhang 

j-  =  I  cos (f  —  r^  sinq) 

//  =  S  sin  9)  +  iy  cos  (p , 

Naeh  Multiplikation   der  ersten  Gleichung  mit   sin  qp  und  der 
^wt^iteu  mit  cos  9  erhält  man  durch  Subtraktion  beider 

asin 9  —  1/  cos 9>  =  —  rf{Bin^<p  +  cos*^), 


Fig.  90. 


Fig.  91. 


»J  .1..   du  roH-9)  +  sin^g?  =  1   ist, 

fj  =  ycosq)  —  xs'mq) . 
Ihnnnit  ergibt  sich 

J^  «  X/V;^  =  ^fy^co^^cp  -  :Lfx'sui^<p 

Hilrl 

I  i  I  h  '^1  =  ^x C0S-9?  —  Jy  sin- 9) . 

\liiili<*|j   «erhält  man 

I  M  • '  'A,  =  J^rSin  V  +  e/y  cos^qp  . 

|,.,  :    iiir  (ficichung  (^^110)   nötige  Widerstandsmoment  W 
,.,!,;, II    Miiiii    JuiH   J,  oder  J^    durch  Division  mit  dem  größten 

\l..  I.iihI    ''■ 


II.  Abt^ckuitl.     Zu enmmeii);? setzte  BeBusprQübuiigcii 
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M, 


Das  Verl'aliren  ist  demnach  ziemlich  iinistämllich.  Nur 
Tür  den  Kreis-  oder  Kreisringquerathnitt  vereinfacht  es  sich, 
da  hier  J^  für  alle  Schwerachsen  denselben  Wert  hat. 

Beim  Rechteekquerachnitt  geht  man  deshalb  in  anderer 
Weise  vor:  Alle  angreifenden  Kräfte  werden  nach  den  Haupt- 
achsen X  und  i'  des  Rechteckes  zerlegt  (Fig.  Hl).  Für  eine 
bestimmte  Stelle  des  Trägers  erhält  man  so  ein  Biegungs- 
monient  Jl/[,  das  von  den  Seitenkräfteu  F^  senkrecht  zur 
X-acbse  herrührt,  ond  ein  zweites  dazu  senkrecht  stehendes  M^ 
von   den  Seitenkräft«n  i'„.     In   den   Rechteck  Seiten  b    besteht 

id  iu  den  Seiten  h  die  Spannung 


ist  die  Summe  beider, 


Die  Gleichung  gilt  für  alle  Querschnitte,  um  welche  ein 
Rechteck  beschrieben  werden  kann,  also  auch  die  1-  und 
I-Pro61e. 

n  ,        .        w 

K     Fun  das  Quadrat  ist  das  Verhältnis  c  =  ,,/  ^ 

P  "■ 

Reclil 


dann  die  Spannung  /.'  =      '  and  in  den 

r  =  ^;.«. 

Spannung  in  den  Ecken 

folglich  ist 

(113) 

oder 

CU4,| 

ir,;;.  -  -Jf,  +  M,  ' 

-^  =  1 ,  für  das 


jcliteck  c  =  '-,  ,,=  ,  ■    Bei  den  üblichen  Holzbalken  ist  i.  M. 
iA'i'        b 

c=  1,3—1,4.     Für  die  mittleren  D -Eisen  ist  C'^l^,   für  die 

mittleren  X- Eisen  f^  8 . 

Beispiel  50.  Die  Binder  eines  eiserneu  Dathes,  das  unter 
30"  gegen  die  Wagerechte  geneigt  ist,  haben  den  Abstand  /  =  4  m. 
Die  Pfetten  aus  C-Eisen  sind  direkt  darüber  gelegt,  so  daä  ihr 
Steg  um  30^  gßgen  die  Senkrechte  geneigt  ist;  ihr  Abstand  be- 
trägt (I  =  3,1  m.  Zu  berechnen  iat  das  za  Terwendende  Profil 
der  Pfetten. 

Ein    Pappdach    auf  2ti    nun    starken    Bohlen   hat   ein    Eigen- 

gewicht  j>j  -^  35      ^,  dies  ergibt  die  senkrecht  nach  unten  gerichtete 
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Eigenlast 

Pi  =  a  •  / . i^i  =  3,1  •  4  •  35  ~  445  kg. 

kg 
Dazu  kann  eine  Schneelast  treten  von  p^  =  75  -  ,,  dies  ergibt  die 

m 

in  derselben  Richtung  wirkende  Last 

Pg  =  a  •  Z  -1?,  =  3,1  •  4  •  75  =  930  kg. 

Femer  ist  noch  zuzuschlagen  das  Eigengewicht  der  Pfette,  das  anf 

kg 
Pq  '^  30        geschätzt  wird : 

p^  =  / .  j>^  =  4  .  30  =  120  kg. 

Diese  Kräfte   werden    zerlegt   in   Richtung   des  C- Eisensteges 
und  senkrecht  dazu.     Damit  erhält  man  nach  Gleichung  (48) 

ilf,  =(Po  +  Pi  +  Pg)^cos30« 

3f,  =(Po  +  Pi  +  Pg)  ^  sin  30^ 

kg 
Mit  c  '^  7  und  Äv  =  1600  — «  ,    was   zulässig   ist,    wenn  die  Be- 

^  cm-  °        ' 

reehnung  Schnee-  und  Winddruck  berücksichtigt,  ergibt  Gleichung  (114) 
„-  _  (i»±  ^^'^  (0,,66  +  ,  .  0.5)  =  ^4  ».. 

Dem  entspricht  Profil  Nr.  1>1>  mit  Tri  =  ^-^^  cm*  und  \\\  =  33,6  cm', 
also  c  =  7,3  . 

ke 
Der  Winddruck  wird  in  wagerechter  Richtung  zu  »,  =  150-  * 

*  m" 

angenommen.  Auf  das  Dach  wirkt  nur  sein  dazu  senkrecht  stehender 
Seitendruck  j)^  •  sin  30®.  Hiermit  erhält  man  die  in  der  Steg- 
richtung auf  das   C -Eisen  wirkende  Kraft 

^3  =  ^'  •  ^  •  P^  sin  30®  =  3,1  •  4  •  150  •  0,5  =  930  kg. 

Es  ist  demnach,  wenn  Winddruck  und  Eigengewicht  gleichzeitig 
die  IM'ette  beanspruchen, 

^1^1    -^[(J'o  +  ^'OrosSOO+P,] 


'1^2  -    l  (J'o  +  A)  sin  30«, 


t'olLrli<-h 
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_  [(120  +  445j  ■  0,666  +  930  +(120  +  445)  ■  7,3  ■  0,5]  ■*00_ 


Die    Beanspruchung   durch    Sclineelast    und    Eigengewicht    ist 
also  die  größere. 


21.  Biegung  OBcl  Knickung. 

Wird  ein  gerader  Träger  gleichzeitig  durch  die  Kräfte  P^ 
zentral  auf  Knickung  beansprucht  und  beispiela  weise  durch  die 
Einzellast  P,  auf  Biegung  (Fig.  92),  so  erscheint  die  Berech- 
nung des  Querschnittes  dadurch  erschwert,  daß  im 
Oegeusatz  zu  allen  anderen  Belasturigs Füllen  in  den 
KiiickgleichuDgen  die  Beanspruchung  des  Materials 
nicht  vurkommt  sondern  nur  eine  bestinimte  Sicher- 
heit gegen  Bruch  steht.  Einen  Weg  zur  Lösung  der 
Aufgabe  bietet  die  t'berlegnng,  daß  in  vielen  Fällen 
weniger  die  jjfößte  Beanspruchung  als  die  größte  aU 
zulässig  era».^htete   Formänderung   von   Bedeutung   ist. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  die  Ausknickung  in- 
folge der  Kri'ifte  I\  durch  den  Sicherheitegrad  @  be- 
stimmt. Man  berechnet  demnach  aus  (ileichnug  (OHa)  ,._ 
das  Trägheitsmoment  J'  de«  Trägers  mit  dem  Sicher- 
heitsgrad S,  der  gewählt  wird,  wenn  nur  die  Kräfte  i*, 
wirken ; 

«@  flg.  ! 


Darauf  wird  eine  Hülfskraft  P'  ermittelt,  die  den  prismatischen 

Träger  vom  Widerstandsmoment  —  in  der  Mitte  und  nach  der 

Richtung  der  größten  Auskniokung  auf  Biegung  beausprucht 
und  zwar  mit  demselben  Sicherheitsgrad  ©  gegen  Bruch, 
worin  K^  der  Tabelle  I  entnommen  wird: 


Damit    ist    die    durch    die    Knickung   hervorgebrachte    Form- 
änderung eiaetzt  durch  die  gleiche  von  der  biegenden  Kraft  P 


U8 
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herrühreude,  da  nach  dem  Hookeschen  Gesetz  bei  gl^q 
Bruch  Sicherheit,  also  auch  Beanspruchung,  die  Dehnung  4 
■elhe  ist. 

Jetzt  wird  mit  der  für  den  fraglichen  Tielastungsfall  gel- 
tenden Beanapruchung  h,,  das  Widerstandsmoment  H'  d« 
Trägers  ermittelt,  der  auf  Biegung  beansprucht  ist  durch  dis 
beiden  Kräfte  i*g  und  P" ,  die  in  derselben  Ebene  liegen,  wenn 
die  Biegungskraft  P,  senkrecht  zur  Acbae  des  kleinsten  Träg- 
heitsmomentes des  Querschnittes  steht. 

Beispiel  51.  Die  durchgehende  Kolbenstange  einer  Dampf- 
mast'hinp  habe  die  Gesamtliinge  l  —  2,7  m,  in  der  Mitte  sitze  der 
Danipfkolhen  vom  Durchmesser  B  =  50  cm  und  dem  Oewiebt 
^,  =  ^20  kg.  Zu  ermitteln  ist  die  Stärke  rf  der  FluBstablstanpf 
filr  ilen  Dampfdruck  jj  ^  G  atm . 

Wird  geschätzt  *I  -^  9  cm ,  so  folgt  die  Kiiiekkraft 

Pi- j(D*-«i*)j)  =  J(50»-9^.  fi '-.  H4IK)  kg. 
Mit  dem  Sicherheitsgrad  £  =  Ja   wird  dann 


J'  =  -Tf,    . 


15  -  11400-  270* 


—  f—  =144cm*, 

0  ■  n'  ■  * 


dem  eatspricht  die  Starke 


■V\ 


J  =  7,3  cm . 


,r     ifj    *  _  U4     5000       4 
"   rf  '  ©  '  /"  ~  3,65  ■     15     ■  270  ~     '^    ^' 


Das  Stangenge wicht  ist  schätzungsweise 

G  =  ^  ■  0,9*  -  27  ■  7,K  "-  135  kg, 
■  damit  wird  das   Biegungsmoment 

^ -{'■■. +  P  +  '^)[-w-K. 


II.  Abachnitt.     ZusammKnge netzte  BeaiisprachuDgen. 

ir  wechseludeu  Zug-  und   Dmckbeansiimriiiinfr   wegen    i 


(220  +  135  +  135)-  270 


.spiel  E 


im  (vgl.  Beispiel  Sl). 
Die  Tragsäule  des  Dachbinders  einer  Maschinen- 


Höhe    wird    zentral    belastet    dvu-ch   das  Oe- 
e  zDgehorigea  Teiles  der  Dachkonatruktion 

(,  in  der  HShe  ?,  =  6  m  greift  eine  Kon- 

a  =•  0,6  m  Ausladung  an,  welche  die  Last 
mfkranes   P,  —  2U(    aufnimmt    (Fig.    93). 
rhnen  ist  das  Profil  der  Tragsäule. 
Stzungs weise    wird   die   Süule   angenommen 
.mmengesetzt    aus    2  X-Eisen  Nr.  '60    mit 

9785  cm*.      Dann    ist   der   Sicherheit sgrad    j 
ir  der  Knickkral't  i»,  +  P, 


2 ■ 9785    ff*'  2150 000 
30000-900*" 


=  17, 


sr  Einfachheit  halber  die  Last  P,  +  P,  als    *■  — i  - 
l^eifend   gedacht  wird.     Damit  ergibt   sich 
ikraft 


■  9785  ■  3700  ■ 
15  ■  17  ■  900 


=  1260  kg.  Fig.  93, 

Moment  der  Kraft  Pj  wird  nun  aufgenommen  durch  die 


Trägermitte  gilt  demgemäß  die  Biegungsgleichang 


900(2-  1330 -f  1360) 
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Mit  Berücksichtigung    der   Schwächung    der  Trägerflansche    durch 
Nietlöcher  entspricht  dem  das  I-Profil  Nr.  28  mit 

W=2  .541  cm*. 

Es  ist  noch   nachzurechnen,   ob   die   aus  Biegung  und  Druck 
folgende  Beanspruchung  nicht  zu  groß  ist    Gleichung  (100)  ergibt 

mit  dem  Querschnitt  F  =»  2  ••61  qcm  und  M  =^  P^  — 

Pi  +  P,        ilf  _  30000       ISSÖ".  90Ö  leg 

^i  -        p       +  TT  ~  2^61  +  2  .'541:72  ^  ®^  ^  " 

22.  Scliübspaimiiiigen  und  Normalspaimiuigen. 

Die  der  Gleichung  (8)  in  Absatz  5  zu  Grunde  li^enden 
Voraussetzungen y    daß    die  Schubspannungen    über   den  Quer- 
schnitt gleichmäßig  verteilt  sind  und 
parallel  zu  der  äußeren  Schubkraft  P 
verlaufen,  sind  unzutreffend. 

Nach  dieser  Vorstellung  würde  das 
Flächenteilchen /"des  Nietquerschnittes 
(Fig.  94)  die  Schubbeanspruchung  i, 
erhalten^  die  in  eine  radiale  und  eine 
tangentiale  Komponente  zerlegt  werden 
kann.  Nach  Absatz  15  Figur  71  tritt 
gleichzeitig  mit  der  radialen  Schub- 
spannung eine  ihr  gleiche  auf,  die  in 
der  Tangentialebene  parallel  zur  Niet- 
aehse  verläuft,  also  am  äußeren  Um- 
fang des  Nietes  wirkt.  Da  dort  keine 
äußere  Kraft  in  der  Achsenrichtung 
angreift,  so  kann  auch  keine  solche 
Schubspannung  entstehen,  weshalb  die 
Schubspannungen  am  Umfang  des 
Querschnittes  tangential  gerichtet  sein 
müssen,  da  dann  die  entsprechende 
senkrechte  Schubspannung  zwischen 
zwei  [jänij:sfasern  des  Nietes  wirkt.  Auf  der  Mittelachse,  wo  die 
Kraft  V  angreift,  werden  die  Schubspannungen  -entgegengesetzt 


Fig.  94. 


/,  . '/  /  y , 


Fi^r.  95. 


n.  Abscbnitt.     Zu  SArnm  BD  gesetzt«  BeBOBprucliiini^ea. 
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von  P  verlaofen  und  in  einem  zu  P  senkrechten  Ftächen- 
Btreifen  sich  eo  auagleichen,  daß  ein  allmählicher  Übergang 
von  der  ÄchBenrichtung  zur  Tangente  erfolgt,  indem  z.  B.  die 
im  Flilclieiiteilchen  f  auftretende  t,'  nach  demselben  Punkt  A 
gerichtet  ist,  den  die  Hand  tan  f^entu  in  der  Hchubachse  trifft. 
In  Wirklichkeit  findet  reine  Schubbeanspmchong  nie  statt, 
denn  wenn  die  Schneide  der  Scheere  (Fig.  f*,  Absatz  5)  etwas 
in  das  Material  eingedrungen  ist,  so  hat  sich  die  Kraft  P,  die 
sich   über  die  Schnei  den  fläche  Terteilt,   nach   oben   verschoben 


(Fig.  95)  und  der  Körper  wird  an  der  EinapannungssteDe 
durch  P  auf  Schub  und  durch  das  Moment  Px  auf  Biegung 
beansprucht.  Ebenso  ist  die  Biegungsbeanspruchung  infolge 
Ton  senkrecht  zur  Stabachse  wirkenden  Kräften  stets  mit  einer 
SchubbeanBpruchung  durch  die  Querkraft  verbunden. 

In  dem  Querschnitt  1  eines  auf  Biegung  beanspruchten 
prismatischen  Körpers  (Fig.  96"l  greift  das  Biegungsmoment  Jtf, 
an,   das   in  dem  Flächenstreifen  AB  nach  Gleichung  (14t  die 
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Spannung  k\'  =     J^  i/^   hervorruft,   so   daß  die   Spannkraft  in 

Richtung  der  jr- Achse 

üf  lif 

-^'L'/.  -  .Vi)  K  =  2H.V,  -  y,)  y,J  =  S'.  ^ 

ist,  worin  S'  das  statische  Moment  des  Flachenstreifens  AB 
in  bezug  auf  die  NuUinie  ist.  Das  im  benachbarten  Qaer- 
schnitt  2  wirkende  Biegungsmoment  ilf,  erzeugt  in  dem  ent- 
sprechenden Flachenstreifen  CD  die  Spannung  A:^'=--*yj, 
so  daß  die  achsiale  Spannkraft 

beträgt. 

Die  Differenz  beider  Ober  das  Flächenstück  von  der  Hohe 
r    -  //i  summierter  Spannkräfte 

muß  durch  Schubspannungen  /:/  übertragen  werden,  die  im 
(iuerschnitt  .IT  angreifen  und  dort  die  Schubkraft  2e(x^  —  x^)k^ 
htM'vorrufen,  wobei  A/  als  in  der  ganzen  Breite  2z  gleich  groß 
Hngeiu»nnneu  wird. 

Man  erhält  denmach 

'       2zJ     x^  —  x^ 
inU^r  iiiitrr  Zuhilfenahme  von  Gleichung  (16) 

V  o^ 

'■'  =  ^'  •  Ij 

nJM  arliHiale   Koiupouente  der  Schubspannung. 

ha  nun  senkrecht  hierzu  die  gleiche  Schubspannung  be- 
«(olhMt  n»nl3.  HO  erhält  man  die  infolge  der  Querkraft  Q^  im 
|/|,Mht'ih>l«»nMMit    ,1//  des   Querschnittes   1   auftretende   Kompo- 
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nente  der  Schubspannung  parallel  der  SyniiDetrieacliae  zu 

:■  .s"  _  (?,    s 


K'  =  < 


2jJ 


J    2  z' 


wenn  mit  S  das  atatiBclie  Moment  des  Fläch enBtückea  F^  von 
der  Höhe  e  —  y^  in  bezug  auf  die  Nullinie  ^gleich  Flächen- 
inhalt multipliziert  mit  dem  Schwerpunktsabstand)  bezeichnet 
wird.  Nach  dem  vorhergehenden  sind  alle  Schuh  Spannungen 
nach  dem  Schnittpunkt  E  der  Randtangente  mit  der  Achse 
gerichtet  and  die  Größe  der  am  Rande  auftretenden  k^  folgt 
ans  der  Nebenfigur  96  zu 

,  =  '■■■ 

cosg) 
oder 

(IIÖ)  k,  ^ 


9..     'S.. 
J    'Je  cos  ip  ' 

der  Randtangeute  und  der  Mittel- 


worin  <p  der  Winkel  zwischen 
actee  des  Querschnittes  ist. 

Hiemach   erhält  man   für  den  Reehteckquerschnitt  von 
der  Breite  b  und  der  Höhe  h  mit 


=  b,  <p  = 


,ÄA», 


1^ 


(llö) 


Die  Sehnbepannung  wird  am  größte 
Ünllinie  des  QuerachnitteB  F: 


i  für  »/,  =  0 ,  also  in  der 


(116»i 


'^9. 


also  das  I^fache  des  Wertes,  den  Gleichung  (8)   ergibt. 
y    -=  ^/t,  am  äußersten  Rande,  wird  &,  =0. 
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Beim  Kreiaciuerschnitt  ist  nach  Figur  97 
::  =  rcos<p ,    J  ^  -  r*,     e  =  r 
und  nach  Bil.  1,  Seite  1^4 


e-:-Hc< 


jr'-2,- 


Für  die  Mittelachse,  wo  t/,  =  0  ist,  wird 
3 ,  dies  ergibt 

(117.)  *..„-3f, 

für   die   ilußersteu    Fasern   ist   gi  =  äO°. 
also 
Fig.  97,  /,._  _  0 . 

Da  die  Querliraft  an  den  Auflagers  teilen  der  Träger  um 
größten  ist,  während  das  Biegungsmoment  dort  nur  sehr  Utk 
ist,  BO  sind  diese  unter  Umständen  nach  den  obigen  Fonnelu 
zu  berechnen,  besonders  bei  Trägern  gleicher  Festigkeit.  Zwiscliai 
dem  Auflager  und  der  Stelle  des  größten  BietrungsmomenH 
wo  die  Querkraft  den  Wert  Null  bat,  erfiihrt  der  Trä|^ 
gleichzeitig  senkrecht  zum  Querschnitt  gerichtete  Normsl- 
beansprucbniigen  und  Seliubspaonungen,  die  nach  der  folgeaiien 
Dai-legung  zusammengesetzt  werden  können. 

Figur  98  stelle  das  Köi-pert eilchen  ABCD  des  Tra^n 
in  Figur  96  durch  die  stark  ausgezogenen  Linien  vergröUert 
dar.  Infolge  der  Norm alspannun gen  h^  dehnt  es  sich  in  i^ 
Längsrichtung  um 

(a1  BF=  fiE  =  eBD; 

hiermit  ist  die  Qiierzusamnienziehuug  verbunden 
{h)  AG  =  SAB. 
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Die    Schabspaunimg  /;,'   bewirkt   ann   eine  Verschiebung   des 
Qnerschnittes  EF  gegen  Hß  am 

FJ-EK^Y(nG-\-  GE), 
worin    die   kleine   Verlängerung    GE    gegenüber    der    ganzen 
Länge  des  Teilchens  TeraachläsBigt  werden  kann : 
(c)  EK=yÄC. 

Dabei  bat  die  Di^onale  AD  die  größte  in  dem  Körper- 
teilchen  auftretende  Verlängerung    erfahren.     Sie   ist  in  KD 
D        B  T 


übergegangen   und   man  erhält,   weun  LAD  =  KD   gemacht 
wird,  ihre  Dehnung  zu 

AL       LM 

(d)  f  1  =  =      --, 
^  '                                 '      AD      AC 

wenn  LM  parallel  AC  gezogen  wird  bis  zum  Schnitt  mit  der 

Verlängerung  yon  BA . 

Nun  ist  EN  =  EG  -\-  GN  oder   da    die    Proportion   be- 

,  .  .  GN     BD     ..     ^  „      ~AG  ■  BD 
steht  ^.  -  =  ■---  ,  die  GA  =  — 

AG      AB  AB 

(e)  (;.V-  f^    BD, 
mit  EG  =  tBD  nach  la) 

(f)  EX=  tBD  -r- 1^  BD  ^ü  -i-  f^)  AC. 
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Wird  über  KN  ein  Halbkreis  geschlagen,  der  durch  E 
und  L  gehen  muß^  so  erkennt  man,  daß  LM  und  damit  b^ 
am  größten  ausfällt,  wenn  es  durch  den  Mittelpunkt  0  des 
Halbkreises  geht,  also  die  Lage  QOP  hat. 

Projiziert  man  jetzt  0  nach  B  auf  EG,  so  wird 

QP^  OP  +  m  -  fKN  +  (NR  -  GN) 
oder 


QP  =  iVEN'  +  EK^  +  }^EN  -  GN\ 
Werden  hierin   die  Ausdrücke  (f),  (c),  (e)  eingesetzt,  so  folgt 

QP  =  n/(£T^  +'? ' ÄC+  i(^  +  6,;)  jrc^s^'Äc 

oder  nach  (d) 


(118)         e, „..  =  ^^-  =•  K«  -^  +  V(*  +  ^y  +  y») . 

Unter  der  Annahme,  daß  die  Querzusammenziehung  nicht 
gehindert  wird,  erhält  man  hieraus,  wenn  nach  Gleichung  (3) 

€ 

B„  ^   -    eingesetzt  wird, 


m  —  1     j_  ^^  + 
2m     ^         2m 


^imax  —       f^ ._        f  + 


V.-+C-!^ir)' 


als  resultierende  größte  Dehnung  in  dem  untersuchten  Körper- 
stück, das  nach  allen  RichtuÄgen  hin  gleich  beschafiFen  (iso- 
trop) ist. 

Wird  jetzt  nach  dem  Hookeschen  Gesetz  eingesetzt 

B  =  a/i,  und  y  =  ßk\y 

ferner  nach  Gleichung  (12) 

ß  =  2,6  « 

und  nadi  Gleichung  (3) 

HO  folgt  scbließlich  für  isotrope  Stoffe 

( 1 1 9 ,  '!■""  =  Z-,  =  0,35/,-.  +  0,65  yi-p^TTk}, 

Cv 

wr>riri  /.',  nls  ideelle  Nonnalspannung  bezeichnet  wird.  Sie  ist 
nirlil.  di«  herrschende  Spannung,  sondern  gibt  nur  ein  Maß  für 
die,   Koriniinderung  der  betrachteten  Stelle. 
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Für  nicht  isotrope  Materialien,  für  die  also  die  größte 
zulässige  Sehubbeansprui.'.liung  h^  verscliieden  von  0,77  A',  -^  0,8  k^ 
angfuommen  werden  muß,  ist  /:,  noch  mit  einem  Faktor  k^  zu 
multiplizieren,  der  sich  ans  der  Üherlegnng,  diiß  wenn  keine 
Zugspannung  vorhanden  ist,  l\  gleich  dem  der  Schubspanuung  i, 
entsprechenden  Wert  von  A-,  sein  muß,  ergibt  zu 

*'  _    =  _*• 
(12U)  ""       jH-f  T  1,3  ft,' 


wenn  hierin  die  größten  für  den  jeweiligen  Fall  zulässigen  Be- 
anspruchungen eingesetzt  werden.     Damit  wird 
(121)  it(  =  0,35/;,  +  0,65>/ä», +  4(«„i(-;)'. 

Das  Austrengungsverhiiltnie  a^  ist  auch  dann  zu  be- 
achten, wenn  bei  isotropen  Stoffen  mit  Rücksicht  auf  das 
Wo  hiersehe  Gesetz  die  zulässigen  Normal-  und  Schubbean- 
spruchungen  verschieden  gewühlt  werden  müssen. 

Die  Gleichungen  (119)  bis  (121)  behalten  ihre  Gültigkeit, 
wenn  an  Stelle  der  Zugspannung  1;^  eine  Druckspannung  k, 
oder  für  die  Schubapannung  k^  die  Verdrehungsbeanspruchung  k^ 
vorliegt. 

Beispiel  53.     Ermittelt  werden  die  Schubspannuagen 
mit    P  ^=  5000  kg    belasteten    Krenzkopfzapfen    von    der    Stärke  d 
=  5,4  cm  (Beispiel  33J. 

I>te    Schubkraft    ist    am   grüßten    au   den   Einspannungssteilen 

Dia  gi-ößte  Sehubspanuunjr  tritt  auf  in  der  ku  P  aenki-echten 
Symmetrieachse,  wo  k\  ■=  0  ist: 

Man  erhält  aus  Gleichung  (IlTaJ 

,      -  ■  5000 


Am  äußersten  Kande 


ist  k,=  0  und  nach  Beispiel  32 
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Für  y^  =  y   (Fig.    97)    ist  9  ==  30®    und    da    die    Biegungs- 

gibt  Gleichung  (117) 

1 


cm' 


.  5000 


•  5,4^ 


cos  30^  =  145  .  0,866  =  126  -^^ 

cm' 


Beide  Spannungen  können  nach  Gleichung  (119)  zusammengesetzt 
werden  zu 

]c  =  0,35  .  175  +  0,65  1/17524^4^26*=  61  +  307  =  368  -^,- 

cm' 

Ebenso  erhält  man 

für  g>  =  45«:  L  =  303^^, 

•  cm* 

und  für  g>  ==  60**:  k.  =  324  — ^,  • 

•  cm' 

Beispiel  54  Die  stärkste  Beanspruchung  erf&hrt  die  Dampf- 
maschinenkurbel ,  wenn  sie  um  a  <^  10®  über  die  Mittelstellung 
hinaus  ist  (Fig.  99).  Wird  die  Schubstangenkraft  P  in  eine  Seiten- 
kraft in  Richtung  des  Kurbelarmes  V  und  eine  zweite  dazu  senk- 


Fig.  99. 

rochte  T  zerlegt,  so  wird,  da  bei  dieser  Stellung  y  '^  26®  ist,  mit 
den   Zahlen  des  Beispiels  47 

F=  Psin>'  =  5000  •  0,44  =  2200  kg, 
T=  P  C0S7  =  5000  .  0,90  =  4500  kg. 

Der   getlllirliche  Querschnitt    tangieii   die  Nabe   des  Kurbelzapfens, 
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also  um  -J(f,  =  8  cm  von  der  Zapfenmitte  eotfemt;  seine 
teite  ist  b  =  6,5  cm  und  seine  Höbe  nach  Beispiel  47  h  -"  19  cm. 
^ie  Kraft  V  ruft  eine  über  den  ganzen  Querschnitt  gieich- 
BäBij^  verteilte  Zugspannung  hervor: 


*-  =  , 


r  2200_ 

"  6,5-19  ~ 


kommt  das  Biegungsnioment    F- 
IrSßt«  Biegtingsspannung  bewirkt : 


17, 


kg 


1  der  Kant«  li  die 


i"' 


2200 -9,25  _ 

J.  19.  G,55 -'""•" 


e  Kraft  T  ergibt  das  Biegungsraoment  ?'■  -J-d,,  das  in  der  Kant«  5 
I  grSQte  Biegungsspannang  auftreten  läßt : 


45ÜO-  8 
1-6,5-19» 


bewirkt    sie    eine  Schubspanaung    im    Querschnitt,    deren 

lOBtwert    in    der    Mitte  der    Kante    h    auftritt    und    der    nach 
[  (116a)  ist: 

'       2     bh  2 -6,5    19       ^^'    cm' 


ihlieBIich  ruft  die  am  Hebelaarm  f  angreifende  Kraft  T  t 
rehangsspannung  hervor,  deren  Größtwert  in  der  Mitte  de; 
i  der  (iieichung  (96)  erhalten  wird: 


Ine  Ver- 
Kant e  h 


t-f-19-6,5* 


—  183,5  - 


An  den  Ecken  des  Rechteckes  sind  die  Scbnbspannungen  Null, 
I  dort  auftretende  Normal  spann  ong  ist 

-  *,  +  *')  +  V  =  282,0  ^j  ■ 

r  Mitte  der  Kante  h    ist  t^"  =  0,   die   Normal-   und  Schnb- 

ind  nach  Gleichung  (121)  zusammenzusetzen. 

Zur  Berechnung   des  AnstrengungsverhBltnisses  n„  ist   zu   be- 

«B,  dafl  die  Biegnngsbeanspruchungen  zwischen  Fall  11  und  m 

Vdlileracben   Gesetzes    liegen.      Für  Flnßeisen    kann   demnach 
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-iOO 


gewählt.     Dana  i 


fSOO 
1,3  -  5(>0  " 


=  0,92  . 

Hiermit  erhält  man 

.    k,  =  Ü,3ö(i,  +  fcO  +  0,65  Yik,  +  k,y  +[2k,  (*,  +  itj]»| 

—  0,35  -  170  +  0,65  l/l70'+(2  ■  0,92  ■  338)*  —  365 3 

Die  gröSte  ßeanspmchung  findet  sich  Id  der  Kante  h  etwa  3 

von  der  Mitte  entfernt,  weil  dort  Aj"  niit  dem  Wert  92,1 


hinzukommt  und   die   Schubspanniingen  k^  und  k^    i 


Da  der  Höchstwert   von  k^    i 

höher  ist  als  der  herechnete, 
erührigt-  sich  seine  genaue  Fest- 
stellung. 

Beispiel  55.  Ein  Dampf- 
xylinder  vom  inneren  Dnrch- 
messer  D  ^=  30,ö  om  mit  i« 
WandstSrke  s  =  3.1  bor, 
s,  =  2,4  cm  habe  den  L«"!i- 
kreisdurcbmesser  D'  =  40  «ii 
im  Decke! flansch.  Zu  <^ 
mittehi  ist  die  Flani^h.starkf  (,, 
wenn  der  höchste  Öampfdruct: 

p  =  7  -^j-  beträgt  (Fig.  100). 

Die  Berechnung  erfolgt  un 
Fig.  !Ofi.  beqneniBten,  indem  die  FlansA- 

stllrke  angenommen  «-ird,  nVni. 
zu  Sj  =  2,6  cm  und  die  Eindrehungstiefe  zu  s,  =  0,7  vm.  viond 
die  eintretende  Beanepruchnug  nach  Citeiehung  (121)  bestimmt 
wird.  Die  Neigung  des  in  Fig.  100  eingetragenen  gefährlich«! 
Querschnittes  gegen  die  Wagerechte  folgt  ans 


3,6  -  0,7 


'  3^0  20', 
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damit  ergibt  sich  seine  Höhe 

5j  —  s.       2,6  —  0,7 
sma  0,620  ' 

Die  durch  eine   der  m  =  8  Deckelschrauben   hervorgebrachte   Zug- 
kraft ist  P  =  -    •   -ly^p  •  - ,  die  im  Abstand  x  ^^  — (D'  —  D  —  s.) 

3     4//  2  ^  ^^ 

==  -  (40  — •  30,5  —  2,4)  '^  3,6  cm  vom  Schwerpunkt  des  Querschnittes 

7t  (D  +  5.) 

von  der  Länge  6  =    — angreift. 

Durch  Verschieben  von  P  nach  dem  Schwerpunkt  erhält  nfan 
das  Biegungsmoment  M  =  P  *  x  •  und  durch  die  angedeutete  Zer- 
legung die  senkrecht  zum  Querschnitt  stehende  Zugkraft  Pcos  a 
und  die  Schubkraft  Psina,  folglich 


P'X       P    6a; 
6Ä« 


^'^ i::~ f'  h 


p  p 

Ä;,  =    -  •  cos«     und     Ic,  =     -  •  sina* 
Jf  F 

Das  Anstrengungsverhältnis   wird  nach  Tabelle  11   für  Fall  H  des 
Wöhlerschen  Gesetzes  aus  Gleichung  (120)  bestimmt  zu 


200 
1,3  Ä,       1,3^00 


«o=.o\:=  ^77-1^  =  0,77. 


Nun  sind  die  'zulässigen  Werte  der  Normalspannungen  Ä^  und  k^ 
ebenfalls  verschieden,  demgemäß  ist  ein  zweites  Anstrengungs- 
verhältnis einzuführen  1^0  =  A-^ :  Ä;^  =  |^  =  0,667  .  Hiermit  ergibt 
Gleichung  (121) 


P  V         /  6aA 

*i  =  ^  [0,35  (^cos  a  +  i?o    ,J 


0,65  y  (^cos  a  +  i^o  Y)   +  (^  "o  »in  a)-]- 


+ 
Wird  die  für  a  >  6  gültige  Näherungsformel  benutzt 

y^^  -f  2>2  _  0,1)6«  4-  0,376 , 
so  erhält  man 

9^ 
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Mit  den  obigen  Werten  erhält  man  aus  Gleichong  (123) 


^'i-  F 


dies  ergibt 

oder 

^=^^  =  0,73^:..^: 

Befestigungsschrauben,  die  unter  Last  angezogen  werden,  können 
auf  Zug  nach  Gleichung  (4)  berechnet  werden  nüt  rund  f  der 
sonst  zulässigen  Beanspruchung. 

Beispiel  57.  Zu  berechnen  ist  die  Spindel  einer  Schrauben- 
winde aus  Flußstahl  für  eine  Höchstbelastung  von  P  =■  6000  kg, 
bei  der  Knickbeanspruchung  ausgeschlossen  ist. 

Nach  Tabelle  11  ist  für  den  Belastungsfall  I  des  Wöhlerschen 

Gesetzes  A;  «  1000    —  ,•    Überschlägig  wird  der  Querschnitt  nach 

cm 

Gleichung  (4)  mit  Aj,  =  --  •  1000  — ^  berechnet: 
^  ^  ^  '       A:  cm^ 


Ttd^^         6000 


=  8  cm^ 


4  f  .  1000 

folglich  ^ 

c\  =  3,2  cm. 

Gewählt   wird   nun  (f  =  4,2  cm   und  //  =  1  cm.     Dies   ergibt   den 
mittleren  Gewiuderadius 

(1  +  d, 
i\  =  -  =  1,85  cm 

4: 

und 

tg«  =      '      =      --      ^^  =  0,0865. 
"Inr^       2  TT.  1,85         ' 

Mit    (leii)    Reibungskoeffizienten   |u  ^  0,1    erhält    man    nach   Bd.  I, 
Seite    158: 

t^r«4-iu  0,0865  +  0,1  ^      ^ 

^  \  -iMci'  ^i         '       1  -  0,0865  -0,1         ' 


I>i«'   K«'rinveite  ist 


(L        3,2 

8  8      N    ' 


n.  AbHclinitt,     Zus 


i  An  streu  gungsverhaltnis  ist  mit  k.  =  1000 
nd  kj  =  800  -^,  fttr  Belastungstall  U 
1000 
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bunit  folgt  ans  ft!ek!iung  (123): 

eOOOf    .,    ,       .    l/     ,   / 0.348      Vi 
*<--^[0,35  +  0.C.[/l  +  (-^^.   .l)J, 

i-,^  910   ''^■ 


24.  Biegnngs-  und  Verdretmngsbeanspniotiüiig. 
Der  genule.  stabförmige  Körper   stebe  iiuter  dem  Einfluß 

eines  biegenden  und  eines  drehenden  Kmftepaares.    Das  erstere 
Jl/j  Bei    senkrecht    zu   dem    untersuchten  Querschnitt   gerichtet, 
das  andere  Mj  wirkt  in  der  Ebene  des  Querschnittes  !•'. 
Man  erhält  dann 


h),  =  -jj7     und    k^  = 
FQr  den  Ereisquerscbnttt  ist 


K 


somit  folgt  aus  ßleichuug  (121),  da  beide  Beanspruchungen  ihre 
Höchstwerte  am  Urnfsrnge  erreichen, 


(124)         Ä-(= -jj.  10,3514+ 0,65  l/JW,*-f{«oJt/^)']. 

Die  Gleichung  eutspricbt  der  fUr  einfache  Biegung  (lüa),  wenn 
der  Klamm eraua druck  gleich  ü/,  gesetzt  wird;  letzterer  heißt 
deshalb  das  ideelle  Biejjuugsmoraent, 

Zur  zahlenmäßigen  Berechnung  wird  mit  Vorteil  die  Nähe- 
rungaformet  gebraucht 

VVTfc*  =  0,96«  +  Ü.37fc, 
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wenn  a>h  ist.    Ist  M^>  «o^jj  ^^  ^'f^' 

W  ■  k\  =  0,5bM,  +  0,65  ■  0,96 Jf„  +  0,6.ö  -  0,37 «„Jf^ 
oder 

{124a)  W-l\^  0,975 .¥,  +  0,2-if<„M^, 

ist  3f^  <  tt^M^,  so  erhält  man  > 

{I24b)  Wk,  =  0,59  Jlf,  +.0,6i>5ko3/^. 

Die  einfacheren  Gleichungen  (124)  ei^eben  im  Mitt«!  { 
WelleniiurchmeaBer  (/  nur  um  1  t.  H.  falsch;  wenn  M^'^a^ 
ist,  wird  das  Heeultat  '2  v.  H.  zu  klein. 

Steht  beim  RechteckquerBchnitt  die  Ebene  des  Bieg 
momentes  M^  senkrecht   zur  längeren    Seite  h,   ao    treteu  i 
die   größten   ßiegungsapannun^en   auf.     In  ihrer  Mitte  fin<)| 
gleichzeitig    die    größten    Verdrehungabeanapruchungen    stal 
Nach  den  Gleichungen  (loa)  und  (96)  wird 

h--^     und     Ä-,=  j-^- 

Damit  ergibt  Gleichung  (124) 

(125)        W-k,^0,roM,-\-OßbyMp^(\pu~M^K 

Fallen  die  Punkte  der  größten  Beanspruchungen  nicht  vi- 
sammen;  so  muß  die  ideelle  Normal.spannung  für  mehrere 
Stellen  des  Quersclinittea  ermittelt  werden,  der  probeweise  an- 
genommen wird. 

Beispiel  68.  Zu  berechneu  ist  die  FluUstabl welle  ma 
liegendea  Dampfmaschiue,  die  bei  110  Umdrehungeu  in  der  Minnt* 
JVa„  =  60  PS  leistet  uad  dereu  Kolbenkraft  bei  ß  =  30  an 
ZjÜBderdurehnieBBer  P^  =  4900  kg  ist,  wähnind  die  größte  Schub- 
Btangenkraft  P,  =  50oO  kg  betrügt  (Fig.  IUI).  Das  Schwungwä 
vom  Gewicht  ff  =  20O0  kg  und  dem  Durchmesser  2B  =  270  m 
teilt  die  WeUe  zwischen  den  Lagern,  so  daß  n  =  55  cm  ubb 
t  =  90  cm  ist.  Die  LBnge  c  kann  mit  guter  Annäherung  glficll 
J3  =^  30  cm  angenommen  werden.     Der  Kurheiarm  ist  r  =  25  em. 

Für  den  Kurbellage  rzapf'en  i 


erbalt 


5000  .  30  =  1 50  000  cmkg, 
5000-  25  =  1'25  000 
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Fig.  101. 

Femer  liegt,  da  P^  nahezu  immer  in  demselben  Sinne  wirkt,  die 
Biegungsbeanspruchung  zwischen  Fall  IE  und  in,  folglich  ist  nach 
Tabelle  II 

800  +  400       ^^^  kg 

*  2  cm* ' 

fär  die  Drehungsbeanspruchung  trifft  Fall  11  zu,  doch  wird  mit 
Rücksicht  auf  etwa  vorkommende  Stöße 


A:  =  500  -  ^ 
cm 


gewählt.     Hiermit  wird 


600 


dt 


1,3  Ä;^       1,3  .  500 
Gleichung  (124a)  ergibt  dann 


rvj 


0,92. 


^Di^=  -".  (0,975- 150000  +  0,24.0,92- 125000)=291,4  cm», 
«52  bOO 

also  Dl  =  14,4  x;m. 

Dementsprechend  wird  T)^  =  13  cm  gewählt. 

Den  größten  Auflagerdruck  erfährt  das  Kurbellager,  wenn  die 
Kurbel  in  der  Totlage  liegt,  weil  dann  Kolbcndruck  und  Riemen- 
zug in  derselben  Richtung  wirken.  Die  am  Umfang  des  Schwung- 
rades angreifende  Kraft  ist 

M'       71620.GO       1 
^»=i?=^-      110 -•130  =  -'''^^'^^' 

also   der   vom   Riemen   auf   die   Arhse   ausgeübte    Zug  (vgl.  Bd.  I, 
Beispiel  96)  3Pg  =-  870  k^.     Damit  wird 


138         Erste  Abteilung.    Mechanik  elastischer  fester  Körper. 


^; 


a  +  b 
4900(55  +  90 +30) +  870 -55 


6240  kg, 


55  +  90 
dazu  kommt  die  vom  Schwungrad  herrührende  senkrechte  Belastung 


folglich 


^^.a_  2000.  55^ 
^         a+b        55  +  90  ^' 


Nj^  =  )/624Ö*+  760*  ~  6290  kg. 

Die  Länge  des  Zapfens  wird  dann 

K  6290 

'i  =  r^  =  ^^    .  .  -;  '^  22  cm, 
^      kD^       20  •  14,4  ' 

wobei   der  Flächendruck  k  mit  Bücksicht   auf  geringe   Abnutzung 

kg 
und  Erwärmung  zu  höchstens  20      -^  zugelassen  wird. 

Die  Belastung  des  Außenlagers  ergibt  sich  in  ähnlicher  Weise. 
Es  ist  die  wagerechtc  Komponente 

^,,      P^'C+SP,'b       4900  .  30  +  870  >  90       ^^^^^, 

V    =     —    =  _^ — r-rj: '^  1550  kg, 

*  a  +  h  55  +  90  ^' 

_,,       V'C+G'b       980-30+2000.90        __, 
^^^    =  -     a  +  ft-      = 55+-9Ö '  ^^^^  ^'^' 

worin  F=  980  kg  die  senkrechte  Seitenkraft  des  schräg  gerichteten 
Schubstangendruckes  P^=  5000  kg  ist  (vgl.  Bd.  I,  S.  12),  folglich 


K  =  }/l550-  +  1450^  =  2120  kg. 

Trotz    dieser    kleinen   Belastung    wird    der    Zapfen   in    der    Stärke 
7^  =  12  cm  ausgefülu-t,  seine  Länge  wird  zu  ?j  =  15  cm  gewählt. 
Das  Bieirungsmoment  für  die  Angriffsstelle  des  Schwimgrades 
ist   nun 

J[,  =  K.  •  II  =-  2120  .  55  =  116  600  cmkg 

und   (las  Drehmoment   wie  oben 

M,^  -=  12.5  000  cmkg. 

Hier  li".Lrt  tVu-  l)^  Fall  III  vor  und  für  k^  Fall  11: 


11.  Abeclinitt.     ZuBamwengesetit«  Beaiieiirucliuiigen. 

le  =  400     ^,  und  wie  oben  k.  =  ÄOO  -^,  ■ 
cm"  um' 

400 

Damit  erhält  man  aus  Qleichung  (134a) 
"  I)^  —    „  (0,970- HÜ  (501) +0,24  ■  0,62-  125  000)  -  331  t 


;  mit  Rücksicht  auf  die  Keiliiitte  i 


abgerundet  wird.      Gewühlt  wird  noch 

l^  =  40  cm      und     /j  =  Dj  =  13  cm, 
damit  ist  die  Form  der  Welle  vollständig  bestimmt. 

Beispiel  59.  7,^x  berechnen  ist  die  gekröpfte  Flußstahl  weite 
(Fig.  102)  einer  20pferdigeu  Gasmaschine  vom  ZylJnderdurch- 
messer  D  =  25  cm  und  dem  Kurbelhalbmesser  Jf  =  24  cm.  Das 
Schwvmgrad  vom  Gewicht  G  =  1300  kji  habe  den  Dui'chinesser 
JO,  —  1,2  m  und  mache  in  der  Minute  n  =  160  ümdrehunge». 

»Hiermit  ergibt  sich  die  Ümfangskraft  am  Schwungrad  zu 
,        716,2  A'        710,2-20 

SO  daä  der  Riemen  auf  die  Welle  den   Zug  ausübt 
P,  -^  31\'  -^  450  kg. 
Per  Zündungsdruck  im   Zvlindcr,  der  in  der  Totlage  i 


ist   etwa  p 


,-25 


.  daß  die  größte  Kolbenkraft 


jetrügt 


¥ 


Po-    ,i''-Po-  ,. 


'12  300  kg. 


Die  gröQte  Beanspruchung  der  Kurbel  und  der  Lager  tritt  in 
der  Totlage  ein.  Überscblägig  kann  mit  guter  Aanähenmg  an- 
genommen werden 

fl  =  2,4i)     und     c^l,3D. 
Infolge    der   Verbiegung    der    Welle    werden    die    Mittelkräfte    der 
LftgerdrUcke   nicht   in   der  Lagermitt«    angreifen,   sondern    weiter 
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zr 
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r 


Fig.  102. 


nach  der  Maschinenmitte   zu,   so   daß  für  die  Rechnung  eingesetzt 
werden  kann 

a'=  1,8  D     und     c' =  1,6  2). 

Mau  erhält  dann  im  La<^'er  I  den  wagerechten  Lagerdruck 


F,c' 


K--    -r = 


a 


12  300  •  0,9  —  450.  1,6 

1,8 


5750  kg 


und  den  senkrocht«  m 


,       a-c'       1300.1.6  , 

iVj    =        ,     =         ^  ^         '^  1160  kg. 


(i 


1,8 


Damit  wird 


.Vi  =  y57r>()-  +  11  CO''  ~  5870  kg 
und  das  auf  den  Kurh«'lzai)fcn   wirkc-nde  Biegungsmoment 


a 


Da  beim   Rücki/juifZ  der  Kurbel  der  gi-üßte  Kompressious<lnH'k 
im  Zylinder  höelistens  -i-/)^  ist.  so  liegt  /.-,,  zwischen  Fall  U  luid  lU; 


n.  AbtclmitL    ZaBammeagMetzta  Beanaptnchtuigeii. 

I  wählt  nach  Tabelle  II 

1000  +  500      „^^  kg 


jt  ^  ,      "^^  ■  2       5870  .  0,9  -25       , ,,       , 
-a> —  =  ^^^^^ 176  cm», 

folglich  ^1  -^  12  cm. 

Wird   als  größter  FUchendruck   im  Kurbellager  fc  —  75  —^ 
zngelassen,  so  erhKlt  man 

_  P,        12  300 
'^~ftd,°75-12'"^*™' 
Der  linke  Kurbelarm  wird  in  dem   gestrichelten  Querschnitt 
beansprucht  ^urch 

N^'  anf  exzentrischen  Druck  am  Hebelsarm  ^ ■ , 

-l^—h 


Nj"  auf  Verdrehung  am  Hebelsarm  - 

Ni"  auf  Schub, 

iVj"  auf  Biegung  am  Hebelsarm  S  —  ■  '  ■ 

Die   ersten    drei   Beanspruchungen    haben    ihren    Größtwert  in   der 
Hitte  der  Kante  h,  ihnen  gegenüber   kommt   die  rierte  nicht  in 
Betracht;   auch    die    dritte   liönnte  wegen   des    kleinen  Wertes   von 
A'j"  vernachlässigt  werden.     Wird  probeweise  gewählt 
A  —  14  cm     und     h  —  9  cm, 


so  folgt  a 


9  •  14  V 


,^.13^25- 


BUS  Gleichung  (96): 


lir.0  ■  (l,>*  ■  '25  - 
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und  aus  Gleichung  (116  a): 

Ä- =1^1-=  ^-iieo^  ^^  kg 

'       3    hh        3  •  9  .  14         "  cm- 
Hiermit  ergibt  Gleichung  (l2l)  mit  a^  =  1 

l\  =  0,35  .  380  +  0,65 1/380*  +  4(51  +  12)«  =-  395  -^,- 
'  ^  cur 

Für  die  Berechnung  der  Wellenstärke  d^  ist  die  Kurbelstellung 
maßgebend,  bei  welcher  das  größte  Drehmoment  auf  das  Sch¥nmg- 
rad    übertragen    wird.     Dies    tritt    ein,    wenn    der    Kurbel winkel 

H        1 
«  ~  40°  ist  (Fig.  103).     Bei  dem  Schubstangenverhaltnis  t  '^  T 

f         0 


Fig.  103. 

ist   dann  ß  ^^  1^20';  femer  ist   der  Gasdruck  Pi'^^J^oi  folglich 

p 
die  Kolbenkraft  P^  =  ^P^  =  8200  kg.    Die  Schubstangenkraft  -  -*- 

wird  zerlegt  in  eine  tangentiale  Seitenkraft 

P  0  735 

T  =    — ^-  sin («  +  ß)  =  8200    ''-^  '^  6100  kg 
cos^        •         ^  0,992  ^ 

und  in  eine  auf  die  Kiurbelarme  drückende 

V  -■=    ^'^ ,  cos  (a  +  ß)  =  8200  ^'^-  ~  6500  kg. 
cos/J        ^         '^  0,992  ^ 

Elitsprechend     der    geringeren    Verbiegung    durch     die    Kraft 
r-^  .VPq  greifen  die  Mittelkräfte  der  Ijagerdrucke  mehr  nach  der 

La«rt'rmitte  hin   au,   weshalb   treschätzt   wird 

a'  =  27)     und     c'=  1,5  D. 
Dw  Zai>tVn  II  wird  dann  beansprucht   durch  das  Biegungsmoment 

M,  =  yV;-  T  rj  •  /'=  yiaOO^-r  -l'^O--  1,5  .  25  =  51500  cmkg 
und  ilii^?   l>ri'liinoni('nt 

.1/^  =:  T'  R  =  6100  -21  =  146  400  cmkg. 
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Für  Ä:^  gut  FaU  m,  also 

kg 


*       ''"^  cm»' 


für  Äj  ein  Mittelwert  zwischen  II  und  HI,  also 

kg 


fc,=  600^^„ 


folglich 

^       1,3  •  600         ' 
Hiermit  ergibt  Gleichung  (124  b) 

^  d,»  =  -^^  (0,59  .  51  500  +  0,625  •  0,64  •  146  400)  -  180  cm* 

und  daraus  d^  ^^  12  cm. 

In  der  Totlage  erfährt  das  Lager  11  den  Druck 

^0  l  +  Pt  («'  +  0 

V '  = ■ ■ 


a 
12300  .  0,9  +  450(1,8  +  1,6) 


7000  kg 


and 

^,,  ^  ^oVfO  ^  1300(1  8  +  1,6)  ^  ^^^^  ^^^ 

a  l,o 

also 

iV,  -  )/7Ö0Ö^  +  2460"^  -  7420  kg. 

kg 
Wird  als  größte  Pressung  A;  =  30  — ^  zugelassen,    so  erhält  man 

iV,  7420 

L  =  -f  =  -     -    -  =  24  cm. 
*      M^       30  •  12 

Der  Zapfen  I  wird  in  gleicher  Stärke  und  Länge  ausgeführt. 

Nachzurechnen    ist    noch   die   Beanspruchung,    die   der  rechte 

Kurbelarm  bei  der  Stellung  a  «  40®  erfährt. 

Der  Auflagerdruck  im  Lager  I  ist  entgegengesetzt  T 
// 

T  —  +  (ö  cos  a  —  Pg  sin  a)c" 

*  a 

6100  .  1  +  (1300  •  0,766  -  450  •  0,643)1,5       ,.^^  , 
« ^ —  =  3o80  kg, 
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entjifejf engesetzt   V 
ff 

V  ^    —{G-  sin  a  +  -Pj  ^^^  ^)^" 


5G00  ♦  1  -  (1300  '  0,643  +  450  ♦  0,766)1,5  _  ^^^^  ^ 

Die   größte  Beanspruchung   des  Querschnittes   erfolgt  in  der  Mitte 
4lc*r  Kante  h  auf 

Druck  durch  die  Kraft  V—N^^ 

Biegung  durch  das  Moment  V  -— K^ ^ ,    ■ 

Schub  durch  die  Kraft  T  —  F^ 

Verdrehung  durch  das  Moment  T  ^— JV^ -^ 

Man   erhält 

y  _-  y;^      5600  -  3680  _  . .  kg 

^'^       hh      ^         9-14         ""        cm*' 

A/ft       3 -5600(14 +  9) -3- 3680 '(50+ 14  + 9)     _.^.^ 
^''  ^  H  hh^^  -    -      -         ^^  ;  ^,  -     431  ^^,, 

7'--.V,_  6100- 3580  _        kg 
^*  /.//      "         9.14"      ^^cm^' 

M^t     _6. 6100(14  +  9)— 3580. 9(50+ 14  +  9)__       kg 
^'''      \-lhh'~"  14-9»  ~~       cm*' 

liifiifiinli    wird  mit  a^  =  1 

L     .0.:*r>(  431  -  15)  +  0,65l/(43V-  15)*  +  4796— ~2ÖV  =  432  -^-v 

Iri  li^'zuj^'  auf  die  Berechnimg  mehrfach  gelagerter  Wellen  wird 
,Mif  'li«;  Ahharidlung  von  Berling  verwiesen  in  der  Zeitschrift  des 
V--f«/iH-s  deutscher  Ingenieure   1898,  S.  495 ff. 


III.  Abschnitt. 
Stuf» förmige  Körper  mit  gekrümmter  Mittellinie. 

L'r>.  Exzentrische  Zug  oder  Drnckbeanspmoliiuig. 

f'/ii'-rsucht  werde  ein  stabförmiger  Körper,  dessen  Mittel- 
jnii'     '  iiw    ^'infjich    gekrümmte    Kurve    ist.     Die    angreifenden 


Kriifte  wirken  nur  in  der  Ebene  dieser  Kurve,  und  zwar  sei  ilire 
Sichtung  derart,  daß  der  gefilhrliche  Querschnitt  nur  von  einer 
Normalkraft  F  und  einem  Biegungemoment  .1/^  beansprucht 
'Wird  (z.  B.  Lasthaken  |. 

Es   werden  zwei   benachbarte  Querschnitte  Ali  und  OD, 
deren   E))enen   den   kleinen  Winkel  if  einschließen  (Fig.  104), 


m,  Abschuitt    StabfCrmige  Körper 


t  gekrii 


mter  Mittellinie.  145 


JQ ^Ao 


iBrausgegriffen.     Die    über   den    gefühilicben  Querschnitt  CD 
gleichmüBig    verteilte   Zugknift  P    ruft    in    allen    Fasern    die 


gleiche  Dehnung  t  —  a/.-,  - 


.  hervor;  da  jedoch  die  Faser  liU 


Knger  ist  als  AC,  so  wird  ihre  Verlängerung  entfprechend 
größer.  Nun  ist  die  Länge  der  Faseni  proportional  dem  Ab- 
stand vom  Krümmungsmittelpuukt  0,  also  auch  ihre  Ver- 
längerung K  =  t  l:  Die  Normalkraft  P  verengert  (bzw.  ver- 
kürzt bei  Drnckbeansprucbung)  das  Stab  Stückchen  und  ver- 
jidert  die  Neigung  des  QuerschnitteSj  jedoch  derart,  daß  seine 
Ebene  durch  die  Krümm ungsachse  0  geht.  CD  geht  also 
■  in  C,fl,. 

Stvphau,  IscIiDlicbc  Nechnulk.   tl.  10 
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Kommt  jetzt  die  Wirkung  des  Biegungsmomentes  M^ 
hinzu,  so  erfährt  der  Querschnitt  C^D^  die  in  Figur  17  dar- 
gestellte Beanspruchung,  die  Faser  BD^  verlängert  sich  und 
ACi  verkürzt  sich  entsprechend,  so  daß  der  Querschnitt  die 
Lage  C2D2  annimmt:  Infolge  des  Biegungsmomentes  ü/^,  das 
als  positiv  angenommen  wird,  wenn  es  wie  im  Fall  der  Figur  104 
bestrebt  ist,  den  Stab  noch  mehr  zu  krümmen,  geht  der 
Knlmmungsradius  r  in  q  über  und  der  kleine  Winkel  9  in  (f\ 

SS 
Die  Dehnung  der  Mittellinie  ist  f q  =  -     ^-  imd  die  der 

S^S^ 

FF 
davon  um  y  entfernten,  beliebigen  Faser  «  =   -    *.    Wird  durch 

EF 

S^  die  Parallele  S^F^'  zu  SF  gezogen,  so  erhält  man 

FF^  =  ff;  +  F,'F^  =  SS,  +  F~% 
oder 

FF,  =  B,  .  ~S;S,  +  y  .  arc F/S,^V 
Ff\  =  £^  .  rg)  +  y  .  (9?'  —  g)) 


ebenso 

ich 

EJb  -{r  +  y)(p', 

c 

r 

r 

Setzt  man  zur  Abkürzung  ^  =  ß)    so  kann  man,  wie  die 

Probe  zeigt,  schreiben 

y 

r 

Damit  ergibt   sich,   solange  das  Hookesche  Gesetz  zutrifft,  die 
Spannung  jener  Faser  zu 


8  1 


(120)  A\  -      =-    ^0+  («-0     T  ■ 


y 


° 
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Werden  jetzt  wie   in  Absatz  6,   Seite  23   und  24  die  all- 
it-inen   Gleichgew  ich  tsbedinj^ungen   herangezogen,   so  erhält 


P-xl/vO-^J^  [«.  +  ('•- o- 


jM„-r(i/..,)-2'; 


'r  +  iii 


P-    "£/■+- 


ist  Ef  =  F  die  Fläche  des  Querachnittes,  üi/f^O  a\si 
tatiaches  Moment  des  Querschnittes  in  bezug  iiiif  die  Schweivl 
chse.     Wird  femer  gesetzt 


!7) 

2,l,-r-'^. 

■ 

nliält  mau 

■ 

Mr^' 

<«-%iy^»r 

-2, 

^/'         1 

2rf/— 

1 

armit  folgt 

w  -  *«  ,                  -f' 

■ 

F=^F  + 

^-^(''F)"  ^  [<•- 

-(oj- 

■ 

; 

■ 

Jtf,= 

5i^;3.,v  =  ^,.-. 

•)"■■ 

1 

Aus  der  letzten  Gletchimg  ergibt  sich 

■ 

„M, 

"-••-«Fr' 

^^1 

der  vorletzten 

^^1 

P                              P 

Bjf.» 

fo"« 

F  +  >" -'•"■-«?  + 

10 
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Werilen  beide  Werte  in  Gleichung  (126)  eingesetzt^  so  ist 

y 


[\2X\ 


'      F^Fr^xFr    r  +  y 


FUr  V  =^  (\  erhalt  man  als  größte  Randspannung 


(ll^Sa) 
nir  // 


^■i 


L  = 


F^  Fr'^  xFr'  r+ey' 


M.       M. 


F   '  Fr      xFr    r 


«i 


l>i«<Ht<lln>u  (ileichungen  gelten  mit  negativem  P,  wenn  dies  eint 
Driickkruft  ixt;  M^  muB  negativ  eingesetzt  werden,  wenn  es 
lit'Htritbt  int,  den  Stab  gerade  zu  richten. 


Fig.  105. 

/in    lliMliniiiMiiig  des   in  den  Gleichungen  stehenden  Aa$- 
■IiiiiIkm     *( /■'  /'werde  durch  den  Punkts  der  Achse  05 

•  j  ,j,    luji,  i'iiir  Ulli   ir)"  zur  Achse  geneigte  Grade  jBjB'  gezogen. 


Ill  Abschnitt.    StabPirmige  Köri>er  mit  (rehrQmnitM  Mittellinie.   149 

lon  ist  AS  =  SA  —  >/  und  OA  =  r  +  ij,  ü'so,  weru  OB  ge- 
I  wird, 

AB  y 

OA'r  +  r'"- 
Man   kann   diesen  Wert  tgi/'   in  zehnfacher  Vergrößerung   der 
Zeichnung  entnehmen,  wenn  zur  Krümuiungaachse  eine  Parallele 
im  Abstände  10  cm  gezogen  wird;  dann  ist 
DE^  AC^  10tg«^=a:. 
Wird    das    Verfahren   für    eine    Anzahl    Punkte   anf    der 
Höhe  k  des  Querschnittes  F  durchgeführt,  ao  liegen  die  End- 
punkte  aller  Tangenten  werte  x   auf   der    stark    alisgezogenen 
Kurve  CC".     Figar  105  bann   nun   anfgefaßt   werden  als  die 

Idie  Fläche  F  projiziert  und  in  der  dazu  senkrechten  als  die 
Flache  A'C'SC'A";  Figur  106  zeigt  ihn  in  perspektivischer 
Darstellung.     Sein  Rauminhalt  ist 


-'r=24/^:^^/-"'- 


Wie  die  Figuren  zeigen,  überwiegt  der  negative  der  beidon 
keilförmigen  Körper,  so  daß  x  stete  eine  positive  Größe,  die 
mittlere  Höhe  des  ganzen  Körpers  ist. 

Bezüglich  des  Verlaufes  der  Kurve  ist  noch  zu  beachten: 
Je  weiter  der  Flächen  streifen  f  von  der  Schwerpunkteachee  ab- 


L. 


^ 
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liegt,  desto  weiter  rückt  B  auf  der  unter  45^  geneigten  Geraden 
hinaus,  desto  größer  wird  also  der  Winkel  V-  Sein  Grenzwert 
ist  offeubar  ^max  =  45^,  da  dann  B  und  also  auch  A  in  der 
Entfernung  ymax  =  oo  liegen.  Der  Größtwert  von  a:  =*  lOtg^i? 
=  10tg45®  ist  demnach  10,  d.  h.  die  Kurve  hat  eine  Asymp- 
tote im  Abstand  10  cm  von  OS. 

Je  näher  andererseits  der  Flächenstreifen  f  der  Krümmung»- 
achse  rückt,  desto  näher  rückt  auch  Punkt  B'  an  letztere  heran, 
bis  für  y  =  —  r,  wenn  B'  also  auf  der  Krümmungsachse  hegt, 
(p' »  90®  und  demnach  x'«=  10-tg90®«=»  —  c»  wird.  Eine 
zweite  Asymptote  der  Kurve  ist  die  Krümmungsachse. 

Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  OABxmd  ODJ?  ist  zu  folgern 


DE       OD 


AB       OA 

oder 

X  10 

—    ^m  • 

y     r  +  y 

Hieraus  ergibt  sich  die  Gleichung  der  Kurve  in  bezug  auf  die 
durch  0  gehenden  Achsen 

(129)  lOy  -rx-xy^O. 

Mit  Bezug  auf  die  durch  0^  gehenden  Asymptoten  der  Kurve  gilt  nun 

x^  ==  10  —  X    und     t/i  =  r  +  y 

oder  ^  ^  - 

:i'  =  10  +  x^     bzw.     ?/  =  —  r  +  y^; 

damit  geht  die  Kurvengleichung  über  in 

1<^K-  r  +  y,)  -  r(10  +  x,)  -  (10  +  x,){^  r  +  y,). 
Wenn  alle  Klammern  ausmultipliziert  werden,  erhält  man  hieraus: 

x^-yi=  10. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  gleichseitigen  Hyperbel.    So- 
mit kann  die  Kurve  in  einfacher  Weise  gezeichnet  werden. 

Bei  der  Berechnung  eines  Maschinenteils  wird  der  Quer- 
schnitt schätzungsweise  angenommen  und  nach  Zeichnen  der 
II\  j)erlM'l  die  größte  Beanspruchung  aus  der  Gleichimg  (128) 
))fstiramt,  nötigenfalls  sind  die  (^uerschnittsabmessungen  dann 
entsprechend  zu  verbessern. 
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IM 


In  manoben  Fällen  geht  die  Zugkraft  F  durch  den  Krilra- 
mungsmittfllpiinkt  0  (Fig.  1041,  dann  ist  M^^  —  I'  ■  r  n<>^atlv, 
da  M^  den  Stab  mi  strecken  bestrebt  ist.  Hiermit  verfinfftcht 
sich  Gleichung  (128),  sie  gebt  über  in 


(130) 

Die  größte  Spannung  tritt 

(130  a) 


K- 


y    r+!l 


/•,= 


fdt 
'  xFr- 


■  Seite  der  KriliuniungHai.'hH(;  auf: 


Dasselbe    gilt   für   die   durch  0  gehtmde  Druckkraft  —  P,  da 
dann  J/,=  +  Fr  ist.     Wird  Gleichung  (I3t)i  in  der  Form 
F 

äntsp rieht  sie  in  der  Form  der  HyperbeU 
Die  Spannungen  Terteilen  ;ich  Ober  d«n 
einer  Hyperbel,  deren  ein«  A»jnipt'^te  die 
KrSmmungsachso  ist  und  deren  andere 
TOD    der   dazu    senkrechten    Schwerlinie 


gescb Heben ,  so 
gleichong  n29i: 
Querschnitt    nach 


In  der  zur  KrflmmitngBachM  paraileleQ 
Schwertinie  ist  die  Spannong  Xnll,  waa  in 
dem  allgemeioen  Fall  der  Gleiehtmg  ( 128^ 
nicht  zutrifft,  während  auch  dort  die 
Spaniran  gETerteilong  nach  dier  HTperfael 
erfolgt. 

Beiipiet  fiO. 
Ha*n>4alii  w  II  wgi  u 
LtfOaknu  ffir  1*=  420(»  kg  HJkMMMte^ 

{Fig.  \on 

Oewlfah     «inj     4er     Itodhan i 


ak   lUdrtcek  iMUdtfM  ni 
der  Kraft  f  n  bös; 


atf  «c  QHoAiiltoaak  «  -f  (* 
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igt     Mit  »■  =  jl  fi  unii  l\  =  650     ^,  ergibt  sich 


Fig.  108. 

Icl/,t  wird   ilcr  Quprsihnitt,   da    naturgemäß   die   stärkste  Be- 
ir'liiin^'   |jei  B   stikttlindet,    aU   ein    abgerundetes    Trapez   mit 

■ii'ili'iivürhilltnis  - '  -^  2,5  angcnoiiimen  (Fig.  108).      Aus  dem 


d.'ti 


I   und  //,  -^  7  cm. 

i>.st.iiiiitilH  guer.whnitt  wird  iu  10  Flächenstreifen  von 
.11,8  CHI  zerlegt.  Her  Inhalt  der  Streifen  2  bist* 
Icik  voll  der  mittleren  Länge  b'  und  der  Hßhe  I'' 
riti'ii  1  lind  !)  werden  Jurt-h  Trapeze  von  gleichem 
null  eliensii  l.ereelniet,  Streifen  10  als  Pambel- 
■i  ergibt  S|wlte  2  der  folgenden  Tabelle.  Dana  naä 
ikf.sliijriTi  iiq  der  Trape/streifen  1  und  9,  des  Trs- 
iikI  di-s  I'iirulx'lubscbiiittes  10  /.u  bestimmen.  Spalte  3 
Ijillrniiingen  ,Vu  von  der  Seite  (i,  anzugeben,  Spalte  4. 
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bt    Spalte  5   ist   das   Produkt  /'//g   angegeben   und    dui'ch    Division 
trhah  man  hieraus  den  Abstand  des  FlScIienscliwerpunktes  S 

^          F           37,-21 
.letzt   wird    durch  S  aus   dem    ABjmptoten Schnittpunkt  0   die 
gleichseitige  Hyijerbel  noch  der  angegebenen  Konstruktion  gezeichnet 
He  Lungen  */  werden  aufgemessen,  Spalte  5,  und  das  Produkt.  F  aus 
iBpalte  2  und  b  gebildet,  Spult«  6.     Durch  Addition  der  positiven 
bnd  negativen  Volumenteile,  Spalte  7  erhalt  man  dann  nF^  5,75  em*. 
Damit  ergibt  Gleichung  (ISOa)  die  größte  im  Punkte  B  anf- 
treteDde  Zugspannung 

^=^'-T =-::■■ 

Da  hier  BolastungsfaU  I  des  Wöhlerschen  Gesetzes  vorliegt,  so  ist 
Äieser  Wert  eben  iuläasig.    Im  Punkte  A  besteht  die  Druckspannung 
^,  _«00    -4,32            .,^^    kj. 
'        ö,75  *  3  +  «             "       cm^' 

r     I 

a             1        i 

.Vo'                            y, 

5 

6      1      7 

8 

#7  ■  0,8 

=  a,38  ■ 

»0,8    1 
-S,90 
B    0,8     i 
-  8,32 

-8,5* 

-8,8Ö 

-«0  ; 

i-i,M 
n.4,82    : 
0  0^ 

-a,OB 

0,8  3,12  +  ä  .  a,60 

"3"  *  ~ä,ii  +  ifiQ~ 
=  0,38 

5,6    6.20  + S-Mä 

s  *   ejao  +  a.iä 

=  2,53 

0,8    6.8  +  2-6,2 
8   ■    6,8  +  0,3 

=  0.10 
J  -  0,8  -  0,48 

7,20  +  0,88 
i=7,58 

1,«0  +  2,58 
=  4,18 

0,80  +  0,10 
=  1.20 

0,48 

18,02 

27,OG  '  4.18 

=  111,70 

1,13 

0.854 

0,802 

0.239 
0.167 
0,074 
0,043 
0,187 
0,871 

0.688 

1,018 

0,842 

0,S7S 
0,7118 
0,682 
0,285 
0,181 
0.849 
1,784 

3,066 

3,083 

-8,9 

-87,32  1 

■£/'y„  =  136.91 

£ 

154         Ente  Abteilung.    Mechanik  elastischer  fester  KOrper. 


Der  Kemdurchmesser  der  Befestigungsschraube  (Fig.  lOT")  folgt 
aus  der  Gleichung 

4  "*<>   "  k\  "  '600  ' 


also  c?0  >  2,99  cm.     Aus  der  Schraubentabelle  ergibt  sieb  damit 

d  -=  38,1  cm  =  ly. 

Man     setzt    mit    Rücksicht    auf    die    Herstellung    der    Sehrauben 

kg 
k^  nicht  höher  als  600  -    ,  ein.     Femer  wird  gewählt 

cm' 

rfj  =  rf  -f-  0,4  ~  4,2  cm. 

Beispiel  61.  Für  den  in  Beispiel  48,  Figur  86  berech- 
neten Kranträger  ist  die  Spannung  im  Querschnitt  CD  za  be- 
rechnen, dessen  Steghöhe  h  =  140  cm  betrage,  während  die  Breite 
Z>  =  80  cm  ist. 

Der  dem  gebogenen  Teil  angehörige  Querschnitt  wird  be- 
ansprucht durch  die  Nutzlast  (^^  =«  10000  kg,  das  Gewicht  des 
Flaschenzuges  usw.  (?2  ===  2000  kg,  die  im  Abstand  {»,  «»  620  cm 
von  seiner  Mitte  angreifen,  und  das  Gewicht  des  darüberliegenden 
Kranteiles  G^  -^  4500  kg,  dessen  Hebelsarm  etwa  Cj  '^  180  cm  ist. 

Der  Flächeninhalt  ergibt  sich  aus  dem  in  Beispiel  48  be- 
stimmten zu  2^3  =  -F^  -f  2  •  0  •  l  '^  534  cm*.  Als  Schwerpunkts- 
abstand werde  Xq  ^^  8,5   beibehalten. 

Als  Druckkraft  für  den  Querschnitt  erhält  man 

P=Qi  +  Qi  +  Gs  =  16  500  kg, 

als  Biei^untj^smoment 

M,,  =  12  000  •  611,5  +  4500  •  171,5  ~  8  110  000  cmkg. 

Wird  jotzt  der  im  Maßstab  1  :  10  aufgezeichnete  Querschnitt 
in  eine  Anzahl  Streiten  zerlegt,  die  alle  ihren  Schwerpunkt  in  der 
Mitte  der  Höhe  haben,  und  werden  durch  diese  auf  der  Symmetrie- 
achsf  d(^s  (Querschnittes  gelegenen  Schiverpunkte  Strahlen  aus  dem 
Punkt  ()  irezocreu,  der  auf  der  Ivrümmungsachse  10  cm  von  der 
da/n  senkivchtoii  Symmetrieachse  entfernt  ist,  so  schneiden  diese 
auf  d.r  um  x^  =  8,5  cm  von  der  Mittellinie  nach  der  Krümmungs- 
achse v(u-schohenen  Schwerlinie  die  Lilngen  y  ab.  Durch  Multi- 
l)likatioii  von  /'  und  //  erhält  man  die  Volumina  V,  deren  Differenz 
y.F  =  \My)   eriribt. 
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82  -  0,7  =  67,4 

38,1 

23,04        . 

2 

10 

1,1=  82 

28,0 

6.18 

2 

'.B 

3,1  =  83,2 

26.9 

6,93 

a 

10 

1     =  20 

24,4 

4,98 

2 
2 

10 

1     =  20 
1     =  20 

21,6 
18,8 

4,aa 
3,66 

+  67.98 

1     =  30 

14,8 

2,96 

3 

10 

1     =  20 

11,0 

2,ao 

2 

1     =  38 

8,1 

0,T4 

2 

8.6 

1     "-  n 

8.0 

0,3* 

2 

11,5 

I     =  83 

a,o 

0,69 

2 

10 

l     =  20 

e,9 

1,78 

B 

10 

1    =  ao 

16.9 

3,04 

2 

10 

1    ^  ao 

aa,8 

4.4i> 

2 

1     —22 

30.6 

6.71 

~  94,70 

2 

7,9 

a,l  =  33,2 

89,3 

ia,Oü 

2 

10 

1.1=  22 

48,7 

9.61 

es 

1      =  82 

44,9 

36.B-2 

2 

20 

I      =  411 

4r.,5 

i-.r.o 

Damit    erhSlt    mau    diu    irrölite    im    Querschuitt    auftretende 
rackapannuDg 

16500         BllOOÜÜ  8110000     70  +  2  —  Ö,5 


534 

9  +  75 


534  ■  201,5   37,5  ■  201,5   210  - 

kg 


72 


J^  — —  309  +  75  —  494  =  —  728 
pod  die  grOStc  Zu^spannaug 
L 309 


75  4.  JüÖOflO      70  +  0,7  +  Ö..j  ,    „„  t« 

'^  37,5-  201,5 '210  +  70  +  0,7  ~  cm*' 


um    die  Spannung   auf   ilei  Innenseite   zu   Terringem,   nietet 
i  vorteilhaft    ein    zweites  üurtblech  con  1  ein  Stärke   an  dieser 
teile  auf  und  dai*über  die  Flacheiseastreilen  von  20  cm  Breite. 


IV.  Abschnitt. 
Flatteii formiere  Körper  iiiid  OefSfie. 
2t).  Ebene  kreiBfdrmige  Platte. 
Die  homogene  Platte  vom  Halbmeaser  r  liege  im  Umfange 
'  und  werde  durch   den   gleichmäßig  über  der  Fläche  vei^ 
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teilten  Flüssigkeitsdruck  P  =  xr^p  belastet,  ihre  überall  gleiche 
Starke  sei  s  (Fig.  109).    Die  größte  Beansprachung  tritt  Datnr- 

gemäß  in  einem  Durchmesser 
auf.  Das  Biegongsmoment 
der  Belastung  in  bezug  auf 

den     Querschnitt     AB     ist 

p 
M^  =  ^-  •  x^y    worin   x^    der 

Schwerpunktsabstand  der 
Halbkreisfläche      ist.      Nach 

Bd.  I,    S.  64    ist   x^^^y 

also 
4r       2  , 

OK  6 


Fig.  109. 


M,  =  ^nr^p 


Dem  wirkt  entgegen  das  Moment  der  Auf  lagerdrücke  Jlf, 


9 '^0? 


wenn  mit  Xq   der  Schwerpunktsabstand  des  Halbkreisumfanges 

2r 

bezeichnet  wird.     Seine  Größe  ist  nach  Bd.  I  S.  59  a:/  =     > 

folglich 

1  "^r 

M^=^     Ttr^P'        =r^p. 

Aus  der  Biegiingsgleichung  J/=  W- 1\  erhält  man  hiermit 

r^p-lr^p^}r2r-s^'k, 


also 
(1;U 


'. =(:)'"• 


Die  Gleichung  ist  insofern  nicht  zutreffend,  als  bei 
ihrer  Herloitung  die  Spannung  im  Durchmesser  AB  überall 
gleieh  aiv^enouinieu  wird,  während  sie  tatsächlich  an  den 
Aui'hiirer.^t eilen  l)ei  .1  und  B  wesentlich  kleiner  sein  wird. 
Kerner  ist  veruaehlässiirt,  daß  in  jedem  anderen  Durch- 
messer /.  1>.  (J^  die  gleiche  Beanspruchung  auftritt;  die  im 
Mittelpunkt  nach  allen  Richtungen  verlaufenden  Normal- 
s])anuuntrcn    l>eein1hi.ssen   sich    gegenseitig,   wodurch   der   erste 
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Fehler  zum  Teil  aufgehoben  wird.  Scbließlieb  hän^^  die  Be- 
anflpnichung  noch  ab  von  der  Art  der  Atiflagernng.  Eine  am 
Rande  völlig  frei  aufliegende  Platte  entspricht  etwa  der  Figur  38 
in  Absatz  9,  die  grüßte  Beanspruchung  findet  in  der  Mitte 
Btatt.  Eine  um  Rande  fest  eingespannte  Platte  entspricht  etwa 
dem  Träger  In  Figur  63,  Absatz  13  und  zwar  verhalten  sich 
die  größten  Beanspruchungen  in  beiden  Fällen  nach  der  Be- 
merkung zu  üleichung  (76)  wie  3:2. 

Die  Berückaicbtigitng  dieser  Umstände  ergibt  verwickelte 
Rechnungen,  deren  Ergebnis  durch  Versuche  nachgeprüft 
werden  muß.  In  der  Praxis  rechnet  man  deshalb  mit  der 
Gleichung  (131),  die  durch  einen  Berichtigungsfaktor  q>  mit 
dtn  Versuchen  in  Übereinstimmung  gebracht  wird: 


<132i 


h='p{iyp. 


Für  Gußeisen  ist  zu  setzen 
bei  Einspannung  am  Rande 
bei  freier  Anfit^eruug 

für  zähes  Flußeiseu 
bei  Einspannnng  am  Rande 
bei  freier  Auflagerung 

bei  soweit  nachgiebiger  Einsponnung,  daß  die  Be- 
anspruchungen in  der  Plattenmitte  und  am  Um- 
fange annähernd  gleich  groß  ausfallen 

Erfolgt  die  Belastung  P  der  Platte  in  der  Mitte  dorcb 
einen  Stempel  vom  Halbmesser  r^,  so  ist  für  jeden  beliebigen 
Durchmesser  das  Belastungsmoment 


\ 


p  -  0,8 , 


p-0,76, 


-  0,38 . 


J",  ■ 


und  das  Moment  der  Anflagerkräfte 

P        .       P     2r 
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Hiermit  ergibt  die  Biegimgsgleichung  M  =  W  •  k^ 

noch     (ter     Berichtigungskoeä'izieiit    <p     bind 
P 


also,  wenii 
gefügt  wird, 
(133) 


'-M'-l?)^ 


Filr  Gußeisen  ist,  solange  r„  <  ^„r  ist,  einzusetzen  <p  ^  1,5, 
wenn  die  Platte  frei  aufliegt.     Mit  der  Vergrößerung    von  r, 
nimmt  cp  allmählich  ab,    seiu   kleiuster  Wert  ist  für  Tf,  =  r^ 
(f>  •- 1,2 .     Bei   einer  am   Rande   eingespannten   GnSeiaenplalifl 
ist  (jp  =  1  bis  0,:S .  fl 

Beispiel    6J.     Zu    berechnen    ist    die    Wandstärke    s    eines 
guBeisemeiv    Deckels    för    einen    Dampfzylinder    vom    Durcbmeaser 


"^LfeKLj/™  l 


-:^ 


Fig.  110.  Fi 

r  ^=  30,5  cm,  wenn  die  größte  Dampfspannung  p  =  7  ^^  bet 
Die  Befestigung  ergibt  eine  nahezu  vollkommene  Binspam 
II  Eande,  sodaB  <p  =  0,8  gesetzt  werden  kann     Jlit  \  = 


nachFallll  des  Wöhlerschen Gesetzes  erhält  man  aus  Gleichung (13SI 

'  '      k^  2     '      300    ~  ''    '  ™  * 

Im  allgemeinen  ist  der  Deckel  verstärkt  durch  die  AussparnnS 
für  die  Kolbenstangenmutter  (Fig.  110);  da  aber  bei  einem  Brucb 
der  Riß  um  die  Verstärkung  hemm  verläuft,  so  wird  sie  bei  dm 
Berechnung  außer  Acht  gelassen. 
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BeJBpie]  63.    Zu  berachnfin  ist  die  Starkes  eines  Scheiben- 
»ns  (Fig.  111)    vom    Diirclimesser    2r  =  30  cm,    desseu    Nuß 

kg 
Dnrchmesser  2rp  =  10  cm  bat,  für  den  Dampfdruck  p  =  7  —  ,- 

Die  Berechnung  kann  mit  guter  Annäherung  nach  Gleichung (l 3 3) 
Dlgeu,  wenn  wegen  der  nur  geringen  Einfipanming  der  Scheibe 
vh  den  Bordriug  der  Berichtiguiigsfakior  für  dag  meist,  übliche 


lliältnis   -S  =  - 

r       J 

hlguB  mit  frj  =  3Ö0  — ,-  nach  Fall  HI  des  ^Vßhlerscbea  Gesetzes 


1^=1   gesetzt  wird.    Es  ist  dann  für  zähen 


^(-3?):-^      3...(.-|.i°)..5.. 


■'  3,3  cm . 


- 10,5  cm*, 


27.  Ebene  elliptisclie  Platte. 
Da    die   Durchmesser   der    elliptischen  Platte    verschieden 
Bd,  flo   ist  zueret  zu  untersuchen,    welcher  Durchmesser   die 
bcBte  Beanspruchung  erfährt. 
IZn  dem  Zweck    werde 
■>  schmales  Streifenkreuz 
Sn  der  Breite   1  aus  der 
latte     herausgeschnitten 
''ig.  112),   das  durch  die 
leichfömiig  darüber  ver- 
lüte  Kraft  P  belastet  sei. 
ie  Belastung  erzeugt  dann 
fA  und  B  die  Änflager- 
N„    ebenso    in    C 
|2)  die  von  der  ersten  '^'^   "^' 

HB  A',.     Nach   Gleichung  (70)   ist  die  Durchbiegung 
I  Streifens  A  B 

'■'-384  1  ^*'.(-»)'~  6  J  •"■'■•• 
I  die  des  Streifens  CD 
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U-\j^\^' 

Da  nun  f^ 

—  f^  sein  muß,  bo  folgt 

iV,       V 

N,      fl» 

Die  von  N^  herrührende  Biegungsbeanspruchung  in  0  er- 
gibt sich  aus  der  Biegungsgleichung  zu 

itf  _     iS>     _  6iV> 
in  gleicher  Weise  die  im  Streifen  CD  auftretende 

Das  Verhältnis  beider  Anstrengungen  ist 

l\  __  N^a  _h^     a       b' 
Arg       N^b       a^     b       a^ 

Da  nun  a  >  6  ist,  so  fallt  die  Beanspruchung  1c^  in  Rich- 
tung GDj  also  senkrecht  zur  großen  Achse  a  erheblich  größer 
aus:  Der  Bruch  verläuft  in  Richtung  der  großen 
Achse. 

Die  weitere  Rechnung  entspricht  der  im  vorhergehenden 
Absatz,  nur  ist  zu  beachten,  daß  die  Auflagerdröcke  nicht 
gleiehmilßig  über  den  Umfang  verteilt  sind  sondern  bei  C  und 
I)  einen  wesentlich  höheren  Wert  haben  als  bei  A  und  B. 

Für  die  große  Achse  AB  ist  das  Biegungsmoment  des 
gleichmäßigen  Flüssigkeitsdruckes  ]} 

1  4  2 

M.  =  rt  Ttabp  •  .,    ^  =  o  ^^^1>  • 

2  Ö7t  o 

Der  Aiit  lugerdruck  auf  dem  halben  Ellipsenumfang  ACB  hat 
ebenfalls  dm  Wert    hnab])]    sein  Hebelsarm   wäre   bei  gleich- 

müßiger  \'erteilung  Xq  -=       ,  wegen  der  ungleichmäßigen  Ver- 

.   .,  ,  r       h  iMr  -f-  46- 

teilung  werde  er  zu  Xq  ^-      .,     •>   ,    lo    anirenommen  und  damit 

TT  öi(r  +  b-)      ° 


IV.  AbachniU.     Platteiiftinnige  KOrper  iiml  Gefäße. 


M, 


1 


ihp  - 


-4*' 


=  lai'p" 


-W 


^ab*p  =  ^2a5^/-, 


3((i'  +  b*)       6  "'  +  b* 

Man  erhält  dann  aus  der  BiegungBgleichtmg 
M,-  M,  -  Wk,: 
1    ,,      5a'  +  4&' 

nach    Einfilbrung    des    Bericht igungsfaktore    ip    die    einfache 
Gleichung,  die  in   ihrer  Form   der  für  eine  rechteckige  Platte 
geltenden  vollkommen  entspricht  (vgl.  Absatz  29), 
1  o*b^       p 

Ihre  Ergebnisse  BC.hließen  sieh  den  VerBUchen  sehr  gut  an,  wenn 
bei  freier  Auflagerung  (p  =  1,2^ 

bei  Einspaunuug  am  Rande  ^  =  0,75 

für  die  in  der  Praxis  Üblichen  Achsen  Verhältnisse  gußeiserner 

Platten 


(134) 


''-. 


h 


bia 


3 


eingesetzt  wird.    Für  zähes  Fhißeisen  sind  die  entsprechenden 
Werte 

bei  Einspannung  ip  ^  0,47, 

bei  freier  Auflagerung  7)  =  0,8 . 
Beispiel   64.     Die    lUtärke  s    des    SuBeiseroen  Deckels   eines 
Uannloches  von  der  Länge  2«  =  45  cm  und  der  Breite  3i>  =  35  cm 

kg 
ist   för   den   Resseldruck  p  =^  12       ,  ku  berechnen 
cm' 
Infolge   der   KusätiUchen  Bpanapruchung   durch   das  feste  An- 
ziehen der  beiden  Deck  ei  schrauben  wird  die  Belastung  schätzungs- 
i-.. 

^-fachen    angenommen; 

,8 .       Folglich    ist    mit 


weise   um  p 


-  4  — -j  erhöht, 


der     Berichtigimgataktor     betrügt     ly  =  (i 

._4    1  n'i'     p   _     4 -0.8  ■  •22,.')' ■  17,5- -12 

3  ■  2 '' '  a*  +  (»*  fc^  ~  3  ■  2  ■  (22,5'+  17,5')  -  050  " 
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Die  Schwächung  des  gefährlichen  Querschnittes  durch  die 
Deckeischrauhen  wird  durch  die  VergröÖening  um  die  Breit«  der 
Auflagerfl [leben  wieder  annähernd  aufgehoben. 

28.  EliBae  qnadratiBclie  Platte, 
Wird  die  quadratische  Platte  durch  senkrecht  aufeinander 
stehende  Linien  mit  einem  I^etz  versehen,  das  in  Figur  113 
gestrichelt  ist,  so  gehen  die  ^Tetzlinien  bei  Belastung  in  Kurven 
über,  die  in  der  Figur  übertrieben  gezeichnet  sind.  Man 
erkennt,  daß  die  größten  Längenänderungen  senkrecht  zu  den 
Diagonalen  des  Quadrates  auftreten;  letztere  erfahren  also  die 
größte  Beanspruchung. 


Fig.  113. 


Man  kann  hier  aus  Symmetriegründen  schließen,  daß  die 
Mittelkraft  der  Auflagerdrücke  in  der  Mitte  der  Seite  o  an- 
greift. Erfolgt  die  Belastung  P  durch  den  Flüssigkeitsdntcb ji, 
so  ergibt  sich  das  Biegungsmoment  der  Last  in  bezug  auf  die 
Diagonale  AB  (Fig.  114)  zu 

M,  =  iP.  -y.  =  i^'p  ■  iaVl  =  ha'pVi, 
da  /(  -  a  y%   ist. 

Ferner  iat  das  Moment  der  Auflagerdrücke 

.\r,  .  2 .  tp . )./,  _  2 .  io«j, .  i«  Vi  -  ia'pYi. 

DeiiiuHch  liLutet  die  Biegungsgleichung 


rV.  Abscliuitt.     Platte II iilrm ige  Körper  aiul  (ieluBe. 

woraus  nach  Einfühning  des  BerichtigungsfaktorB  ip 

(135; 

Hierin  ist 


folgt: 


1 


i'P  . 


11  Betzen  für  Gußpiaeu 
.  bei  Einspaunung  am  Räude  rp  ="  11,75, 

I  bei  freier  Auflagerung  q  =  1,12, 

äemgeiiiäß  für  FluBeisen  etwa 

bei  Einspanuuiig  <f  =  0,47 , 

bei  freier  Aufiagerung  p  =  0,70 , 
Wirkt  auf  die  Mitte  der  Platte  die  Einzellaat  P. 
3f,  =  0  uud  wie  oben 


-.-■1-1 

Damit  erhält  man  die  Bie- 

?nngsgleichuug 

ii'aVi^rJn\>iS%, 

ilao   nach    Einfübniog   des 
""sktorB  <p 

ierin  iat  für  Gußeisen 

9j=  1,75  bzw.  2. 

'l"Vl^>Vl- 


Beispiel  65.  Zu  be- 
selinen  ist  die  Stärke  s  des 
latten  gußeisernen  Versohlüö- 
^ckeU  eines  Stutzens  von 
1  •=  15  cm  lichter  Weite;  die 
HfbtuD^  habe  die  Breite 
'  *=  2,h  cm,  die  Entfernung 
'*r  Schraube nniittellinien  «ei 
",=  24  cm  (.Fig.  115),  der 
'iDfre    Flüs^igkeitsdruck    sei 

p  =  6^- 


-^- 


-^ 


O 


e 


4> 


o 


-0-- 


^ 


p^^ 
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Die  Platte  gilt  als  frei  in  der  Mitte  der  Dichtung  anfliegend, 
sie  erfährt  durch  das  feste  Anziehen  der  Schrauben  schon  eine 
Durchbiegung  nach  oben,    so   daß   der  Flüssigkeitsdruck   etwa  auf 

die  Fläche  a^^U^  +  2^)  =(15  +  2,5)*  drückt.  Der  Schrauben- 
druck werde  zu  Pj  =  -^P  angenommen.  Dann  ist  wie  bei  der 
Herleitung  von  Gleichung  (135) 

und 

folglich  lautet  die  Biegungsgleichung  mit  Berücksichtigung  des 
Umstandes,  daß  die  Ecken  nur  wenig  tragen 

i  p  V^W  -  »')  =  i«2  V^s%  • 

Daraus  ergibt  sich  mit  dem  Faktor  g>  =■  1,12 

2a,^-a^p                2 -24»- 17,5»    6 
'  =  "  -2^       ft,  =  '''2  —  2"T2i 45Ö  ~  ^'®  •''""' 

also  5  '^  2,7  cm ,   wenn  Fall  I   des  Wöhlerschen  Gesetzes  vorliegt. 

Wesentlich  günstiger  verhält  sich  ein  eingestülpter  Deckel 
etwa  nach  Figur  110,  der  wie  in  Beispiel  62  mit  Gleichung  (135) 
zu  berechnen  ist. 

Beispiel  66.     Zu  bestimmen  ist  die  Beanspruchung  in  einer 

5==  1,7  cm  starken  Feuerbuchsplatte,  wenn  die  Stehbolzen  a=  11cm 

kg 
von  einander  entfernt  stehen,  für  den  Kesseldruck  p  =  12  ---, • 

cm" 

Das  quadratische  Plattenstück  zwischen  vier  benachbarten 
Stehbolzen  verhält  sich  wie  eine  am  Rande  eingespannte  Platte. 
Man  rechnet  deshalb  mit  Gleichung  (135),  worin  zur  Sicherheit 
q>  =  1   gesetzt  wird.     Damit  wird 


1  11^  kg 

4  1,7-  cm 


9 


Die    Stehbolzenentfernung   wird   bedingt   durch   die   Gleichung 

kg 
foldich  mit  d  =  2,5  cm  und  k-  =  300       ^  für  Kupfer  wegen  der 

cm^ 
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nicht  beiüi-'ksichtigten  Bief^ungsbeanspruchung  durch  die  ÄusdehDung 
der  Platten,  deren  Gewicht  und  die  oft  erheblichen  Stoßkräfte  hei 
Bewegung  der  Lokomotive : 


also  c 


-'  1 1  cm  . 


:^9.  Ebene  rechteckige  Platte. 

Die  A'^ersuehe   ergeben,    daß    die   BrucMinie  etwa  den   in 

Figur  116  gezeichneten  Verlauf  hat.    Sie  liegt  in  der  Platten- 


V^ 


Bitte  auf  der  Läjjgaaehse  wie  bei  der  elliptischen  Platte  und 
biegt  dann  nach  den  Ecken  ab  entsprechend  der  Diagonale 
eines  Quadrates  von  der  Seitenlänge  b.  Der  Qoerschnitt 
grüßter  Beanspnichung  erscheint  demnach  als  eine  gebrochene 
Linie.  Zur  Vereinfachung  der  Rechnung  wird  er  durch  die 
Diagonale  AI)  =  f  ersetzt,  indem  der  Fehler  durch  den  Be- 
richtigungafaktor  q>,  der  diese  Ännäherungsrechnung  mit  den 

i  Verauohsergebnissen  in  Übereinstimmung  zu  bringen  hat,  aus- 

I  geglichen  wird. 
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Bei  Belastung  durch  den  Flüssigkeitsdruck  p  erhält  man 
das  Moment  der  Last  M^  =     P  •  — ,  woraus  mit  A  =  6  sin  y  und 


sin  y  = 


a 
tgy  h  a 


Vl  +  tg'y       ]/i+(«y     Va*  +  &' 

folgt 

,^       1    ^      1       afe  1      a>6» 

Die  Auflagerdrücke  verteilen  sich  sehr  ungleich  über  die  ein- 
zelnen Kanten  der  Platte,  doch  ist  aus  Gründen  der  Symmetrie 
anzunehmen,  daß  ihre  Mittelkräfte  je  durch  die  Mitte  der  ent- 
sprechenden  Kante   gehen.     Ihr  Hebelsarm   in  bezug   auf  die 

Diagonale  ist  derselbe  Xq  =  ^  sin  y  =  —  - ,  ihre  Summe 

ist  wieder  ^^P;   demnach 

^^       l    ^      1       ab  1      a*6« 


Die  Biegungsgleichung  lautet  also  mit  c  =  Ya^  +  b^ 

^  Ya-  +  62  V4      6  /       b  * ' 

folglich  nach  Einführung  des  Faktors  q> 

(137)  ^•^  =  2''.^M^6»s-^- 

Der  Berichtigungsfaktor  hat  denselben  Wert  wie  bei  der  qua- 
dratischen Platte,  für  welche  die  vorstehende  Gleichung  mit 
b  =  a  ebenfalls  gilt. 

Besitzt  die  Platte  im  Diagonalschnitt  Rippen  (Fig.  117), 
so  ist  das  Widerstandsmoment  W  des  Querschnittes  zu  er- 
mitteln und  in  die  Biegungsgleichung 

einzusetzen. 
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Für  die   in   der  Mitte  durch  die  Einzelkraft  /'   belustete 

ebene  Platte  ist  .If,  =  0  und  wie  oben 
1  „  1        ab 

Damit  erbalt  man  die  Gleichung 


Jtf,  =  . 


also 
(139) 


3         ab      P 


-Wa^+b^- 


^'l'\, 


Bei  Gußeisen  ist  hierin  einzusetzeii ,  je  nachdem  die 
Unterstützung  der  festen  Einspamiung  oder  freier  Auflagerung 
entspricht,  9  "  1,75  bis  2. 

Beispiel  67.  Die  Abmessmigen  des  Deckels  eines  Bchieber- 
k&st«n9  sind  xu  bestimmeu,  der  die  im  Lichten  gemessene  Länge 
^  75  cm  rind  die  Breite  6  =  52  cm  besitit.    Der  jfrüßto  Damjif- 


Der  große  Deckel  muß  Verstärkungsrippen  erhalten,    die  ihn 
kleinere  Flächen  teilen  (Fig.    117 1.     Wird  die  Bippenstärke  in 
=  2  cm  angesomnien,  .so   hat   eine  der  kleinen,   am  Bande  ein- 
^spannten  Platten  die  Länge 

<i-  4  s,       75-4-2 
"1 li—-  =  ü =  22,3  cm 


und  die  Breite 


b,  =  - 


-  3^  _ 


SUrke  s   wird  dann  überücblägig   aus  Gleichung  (137)  mit 
-0,75  und  *j-^120  -f^ 


-  G,fi7  c 


22,3*  ■  24*       J_ 
22>'+  ■2i'  '  120  ' 
iflO  s  >=  2,6  cm  . 

Gewählt   wird  jetzt  die  Stärke  der  Flanschen  s,  =  3  cm  nnd 
Ire  Breite  I,  ^  6  cm ,   sowie   die   Höhe    der  Rippen  b^  =•  4,6  cm 
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Der  gefährliche  Querschnitt  ist  die  eingezeichnete  Diagonale.  Die 
Entfernung  der  Nullschicht  vom  oberen  Deckelrande  wird  mit  den 
auf  der  Diagonale  gemessenen  Längen 

a  '  s  +  2^/  •  Sj  +  4  •  s,'  •  Ä,  +  5,"  •  Äj 

90  •  2,6  .  1,3  +  2     11-  3  '  4,1  +  4  '  2,5  •  4,6  •  4,9  +  3,5  -  4,6  ■  4,9 
90  •  2,6  4-2    "ll"  3^  4  •  2,5  .  4,6  +  3,5  •  4,6 

879      ^,„ 

^=^  «0^7  =  2,43  cm. 
362        ' 


0?  = 


x  = 


^^y.^<y///.:'y!yy/yyyyy^^^^ 


U, 


i 


#_ 


—  % 


a 


Fig.  117. 


Das  Trägheitsmoment  des  Diagonalschnittes  in  bezug  auf  die 
innere  Plattenkante  ist  nach  Gleichimg  (20) 

r  ^  -1  (a'  •  s^  +  2  .  //  •  5i»  4-  4  •  5/  •  Ä^-'  +  5^"  •  Ä,*) 
e/'-  -J[1)0    2,6^+  2  .  11  .  3»  +  (4  •  2,0  +  3,5)  •  4,6»] 
/'=  .1(1182  +  594  +  1314)  =  797  cra^ 


rV'.  ÄbBfhnitt,     Plattenfßrmige  Körper  und  Geläße, 

(blglicb    das    TrSgbeitsmütuent    in    bexug    auf    die    um    s 
^  —  2,43  =  0,17      entfernt      gelegene      Schwerachse 
■Gleichung  (17) 

J=J'-F(s-xy~797  -362 -0,17»=  693  cm*. 

/       693  , 

Biermit  erhält  man    Wi—      =  ^rrw  =  '^^6  "m"  und 


h; 


s  +  ft,- 


:        2,43 

693 

'  9,6  +  4.6  - 


»,43 


145c) 


Jetzt  er^ht  Gleichung  (138)  mit  91  =  1,  da  die  Unterstützung 
I  tnehi'  der  freien  Auflagerung  entspricht,  die  Zugspannung  im 
llaßereu  Platt«nrande 

'        12  V  75« -I- 52*  286  cm^' 

.  zulässig  ist,  da  hier  Fall  I  des  Wtfhlerschen  Gesetzes  vorliegt. 
Die  Druckspannung  im  innersten  Rippenrande  wird  ebenso 

13  yTb*+  52*     1^0  em* 

was  ebenfalls  zulässig  ist. 

Würde    dieselbe    Platte,    entsprechend    häufig    vorkommenden 
■Ausführungen,   mit  den  Hippen  nach  auBen  aufgeschraubt  werden, 
kg 
j  erhielten  letztere  7ti5  -■  ^  Zugbeanspruchung  1    Der  Deckel  mfiflte 

*Brheblich  verstärkt  werden. 

Für  die  Berechnung  der  Befestigungsschrauben  ist  zu  beachten, 
dafi  wie  in  Absatz  27  gezeigt  wui-de,  der  Auflagerdi-uck  in  der 
Mitte  der  großen  Rechteckseite  erheblich  gi-ößer  ist  als  an  deo 
anderen  Stellen.  Ware  es  möglich,  n  im  Abstand  (  von  einander 
Btehende  Schrauben  auf  dem  in  Figur  117  angedeuteten  Kreise 
Tom  Halbmesser  r  anzubringen,  so  würden  sie  alle  die  gleiche 
pZugkraft  P,  erhalten  und  zwar  wäre,  wenn  P  die  im  Mittelpunkt 
angreifende    Gesamtbelastuug    der    Platte     bedeutet: 


Wird   diese    Gleichung    multipliziert    mit   den 
2iir  -  nt, 
»'"'g'  .P.O p, 


Zusammenhang 
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Mit  f  =  15  cm  und  r  =  31,5  cm  wird 

75.  52.  8- 15        ^„^^^ 
P,  =  —.-.--  ~  2370  kg . 

^  2  .  ;r .  31,5  ^ 

Nimmt  man  bei  starken  Schrauben  die  zusatzliche  Belastung  durch 
das  Anziehen  zu  ^P^   an,  so  gilt 


folglich 


TCd^ 


5  .  2370 


4  4  .  0,8  .  600 

also  c?i  =  2,8  cm,  demnach  d  =  3,2  cm  = 


-  =  6,12  cm*, 


m    ff 

o 


30.  Ebene  Zylinderböden  mit  Krempling. 

Ein  mit  dem  inneren  Wölbungshalbmesser  g  der  Erempang 
versehener  Boden  (Fig.  118)  verhält  sich  ongefahr  wie  ein  an 


2r 


1 


^ 


^'■^     ■'  ■  ''  -^ ■  ^  '^^  ■■  ■'  ■■  I   ' 


^^ 


^^32^4^^^ 


Fig.  118. 


2r 


Fig.  119. 

beiden  Enden  eingespannter  Träger,   wenn  q   klein  ist.    XäcV 
Gleichung  (76j  (Fig.  63)   ist  das  Einspannungsmoment  dopp^^^ 
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eo  groß  als  das  Biegungsmonient  in  der  Mitte.  Die  <^ül 
Ben n Spruch aug  tritt  also  in  der  Krempung  auf,  Ist  der 
KrArapungslialbniesBer  p  ziemlich  groß,  so  findet  bei  der  Forui- 
andemng  durch  den  iuneren  Fl iissi^keits druck  ji  eine  Ver- 
gri'Beruiig  dieses  Halbmessers  statt  und  die  Stelle  der  stärksten 
Beanspruchung  liegt  etwa  bei  .1  l'Fig.  119j,  wo  die  Form- 
änderung am  geringsten  ist.  Beide  Figuren  zeigen  deutlich  den 
Einfluß  des  Krem  pungshal  hm  esse  rs. 

Die  genaue  rechnerische  Untersuchung  bietet  erhebliche 
Schwierigkeiten,  man  benutzt  deshalb  allgemein  die  aus  Ver- 
Bucfaen  hergeleitete  Gleichung 


■i'lf. 


m 


Hierin  ist  r  der  innere  Halbmesser  des   anscblieBenden  zylin- 
drischen Teiles. 

Für  fluBeiserne,  eingeuietete  Böden  ist 
tp  =  ^  und  tp^  -^1, 
für  gußeiserne,   angegossene  Böden 
tp  =  <Pi  ^^  0,8 . 

Die  (rleichung  ist  aus  (132)  entwickelt,  indem  der  Zähler 
des  zweiten  Gliedes  die  Größe  der  eingespannten  Platte  AA 
angibt  und  das  erste  bei  großem  p  eine  geringe  Korrektion 
bewirkt. 

Beispiel    68.      /□    berechnen    ist    die   StSrke  s    des   ebenen, 
ersteiften  Bodens   eines  Dampfkessels  von    D-=  1,1  m    iicbtem 

lurcbmesser  ftir  den  Dampfdruck  p  =  8 — j,  wenn  der  Krerapunga- 

tllimesser  p  =  15  bzw.  5  cm  ist. 
Man  erhalt  ans  Gleicbuny  (140) 
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-i/a-c)*+<['-M'+*)i1 


Schätiimgs weise  wird  s  - 

Hlsn    mit    l-     =   (15(1—^     ft 


'  3  cm  angenommen,  damit  i 
-s  =  55  —  3  =  S2  cm, 


4-Vo-o-  +  i4[..^l>I(r;i^ 


Man  erkennt,  daß  daa  erste  Glied  bei  den  übticlien  Warten  von  f 
vernachlässigt  werden  kann;  dann  ergibt  sich  einfach 


^^)]V^. 


-  2,7  em  fOr  e  =  15 
-•  3,15  cm  für  {j  =  '^ 


i  (vgl,    Beispiel  70) 


I 


31.  Dünnwandige  Geräße  unter  innerem  Druck. 
Ein  kugeif«rmigi.'B  liefaß,  dessen  Wandstärke  s  gegenüber 
dem  Durchmesser  klein  ist,  stehe  unter  dem  inneren  Druck  p. 
Der  gefährliche  Querschnitt 
ist  eine  Symnietri ebene  z.B. 
AB  (Fig.  120)  des  GeKßes. 
Der  auf  die  Wandung  wir- 
kende Druck  ist  mm  bestrebt 
die  beiden  Kngelhälften  auf- 
einander   zu    reißen    mit  t[«r 


Kraft  P-=  ^Z>'   p,  denn  der 

auf  ein    kleines    Flächenelc- 

ment  b   kommende   Druck  p 

zerlegt    sich    in    die    beiden 

Seitendrücke iJcosK  undpsiiiH 

""'  ""■  parallel    bzw.  senkrecht  lurn 

Querschnitt  AB   und    auf  Abreißen  wirkt  nur  die   senkrecht* 

Seitenkraft  b  -^sin«  oder  p  ■  bsinoi  =  p-  a.     Die  Summe  aller 
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dieser   Kräfte  —pa^p  —  a   ist   der   Druck  j)   multipliziert   init 
der  Projektion  der  Dmckfläehe  auf  die  betrachtete  AB,   also 

hier    der    Durch messerflädie        D',    während    die    Seitenkräfte 

ph  cos  a    zweier    gegentib  erliegend  er   Teilchen    sich    gegenseitig 
aufheben. 

Aufgenommen  wird  diese  Druckkraft  durch  die  Spann- 
kräfte :t  Ds  ■  k\  im  Querschnitt  AB.  Folglich  gilt  die 
Gleichung 

also 

(141)  J,  =  -J;. 

Wird  Figur  120  aufgefaßt  als  der  senkrecht  zur  Achse 
stehende  Schnitt  eines  zylindrischen  Gefäßes  von  der  Längt-  /. 
so  erhält  naan  durch  dieselbe  Überlegung  wie  oben  die  Kraft, 
mit  welcher  die  beiden  Zylinderhälften  in  dem  beliebigen  Durch- 
messer AB  auseinander  gezogen  werden,  zu  Pi=Dl-p  und 
die  Spannkräfte  im  Material  zu  21s-/',;  demnach  besteht  die 
Gleichung 

folglich  ist  die  Spannung  in  einer  Längsnaht 
Dp 
2s  ■ 

neten  Quaraclmitt  des  zylin- 
Boden   angreifende   Zugkraft 

Pf=    rD'p,    der  die   Spannkraft   nDsk^   im    Querschnitt   das 
Gleichgewicht  halten  muß.     Man  erhält  also 


*■- =  , 


(142) 


Auf  den  in  Figur  120 
drischen  Gefäßes    wirkt    die 


die  in  der  Quemaht 

(143) 

lialb  Bo  groß  wie  die 


7)'p  =  3ii>sÄ,:_ 
luftretende  Spannung  ist 

<•  _??, 

in  der   Längsnaht. 
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Ein  konisches  Gefäß   kann   man   sich  entstanden  denken 
aus  einem  anderen  mit  einer  Reihe  abgetreppter  Zylinderflächen 
(Fig.  121).     Man  erkennt   sofort,   daß   die  Gleichungen  (142) 
und    (143)    auch    hierfür    gelten.      Zur   Ermittelung    der  Be- 
anspruchung in  einer 
""    beliebigen      Quernaht 
vom   Durchmesser  D 


r 


.4r 


dient  Gleichung  (143), 
Z^  zur  Bestimmung  der 
'  WandstarkeGleichung 
j  (142),  wenn  darin  der 
j  größte  DurchmesserDi 
I  eingesetzt  wird. 
I  Zu    beachten    isi^ 

daß  bei  genieteten  Ge- 
fäßen der  Querschnitt 
durch  die  Nietlöcher 
geschwächt  wird.  Ist  das  Festigkeitsverhältnis  der  Nietung  (p 
(vgl.  Beispiel  11),  so  muß,  wenn  man  mit  dem  vollen  Quer- 
schnitt rechnet,  wie  bei  Herleitung  der  obigen  Gleichungen, 
die  zulässige  Beanspruchung  entsprechend  niedriger  gewählt 
werden:  /./  =  (p  -  k\,  sodaß  die  berichtigte  Gleichung  (142)  bei- 
spielsweise lautet 

(142a)  '■        ^'^ 


Fig.  121. 


A-  = 


2s(f 


Man  kann  überschlägig  annehmen  für 

einreihige  Uberlappungsnietungen 


zweireihige 


?7 


tp  ~  0,56 
(p  ~  0,70 
tp  ~  0,75 


dreireihige  „ 

zweireihige,  doppelte  Laschennietungen  (p  ~  0,75 
dreireihige,         „  „  (p  '^  0,80 . 

Ebenso    nimmt    man    für    überlappt    gesehweißte   Gefaßmäntel 
q  ^  0,75  ein. 

Für  Uefiiße,  deren  Wandung  im  Verhältnis  zum  Durch- 
messer sehr  stark  ist,  ergibt  Gleichung  (142)  zu  kleine  Werte 
für  ö\     Man  rechnet  dann  mit  der  Gleichung 
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SUi) 


■'.  ■ 


'.V, 


\  +  0,4i) 

■  innere  Durchmesser  mit  (/,  und  der  äußere  mit  (/„ 
bezeichnet  wird.  Die  Spannung  ist  dann  nicht  gleichförmig 
über  den  Wandunga Querschnitt  verteilt,  wie  bei  der  Herleitung 
TOD  Gleichung  (142)  augeiiommeu  wurde,  sondern  nimmt  von 
innen  nach  außen  ab. 

Beispiel    69.     Zu    berechnen   ist    die    Stürke  s    des   Mantels 

kg 
eines  Dampfkessels  vom  Durchmesser  i>=190cm   Rlrp  =  8  — | 

Die  LängBuaht   des  Kessels   wii'd  zweireihig  ausgeführt,   dem- 
nach   erhält    man    für    Flußeisenblech    mit    fr^  =   .    ■  3300  ^  ^^  aus 

Gleichung  (143a) 

Till  Hin .  s 

=  1,64  cm, 


Dp 


190- 


Um  bei  Ahrostangea  noch  eine  gewisse  Sicherheit  zu  haben,  wird 
die  Wandstarke  um  etwa  10  v.  H.  erhöht  auf  s  —  1.8  cm. 

In  der  einreihigen  Quernaht  wird  die  Ueanapruthung,  wenn 
man  bei  der  Nietstärke  rf  =  3,6  cm  (vgl.  Beispiel  lll  die  Teilung 
xa  t  •=  2,5  d  =  6,ä  ctn  annimmt,  so  daß  alse 


,       t  —  d 
ist,  nach  Gleichung  (l43a) 


6,5  —  2,6 


0,G 


190- 
1,64 


0,6 


;  =  386- 


yorstehenden    berechneten 
R  =  200  cm  gewölbt,  sein« 


Beispiel  70.  Der  Boden  des  i 
Dampfkessels  sei  nach  dem  Halbmessei 
Starke  ist  unKUgeben. 

Man  erhält  ans  Gleichung  (l4l),  die  benutzt  werden  kann, 
da  bei  Eugelgefnßen  und  ihren  Teilen  die  grßBte  Beanspruchung 
in  der  Achse  auttritt, 


k.  wird   hiei 
bei  Fluß. 


bnrücksicbtigen, 
eingeaeteL 
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Beispiel  71.  Ein  gußeiserner  Preßzylinder  vom  inneren 
Durchmesser  d,-  =  30  cm,  dessen  Kolben  den  Durchmesser  d  »  26  cm 
hat,  soll  die  Höchstpressung  von  P«=  150  <  hervorrufen.  Zu  be- 
rechnen ist  seine  Wandstärke. 

Man  erhalt  als  größten  Wasserdruck 

P         150000  kl? 

Damit  folgt  aus  Gleichung  <  1-4-4) 


_  3(^1/600 -0,4.  285 


also 

d  —d 

.<  =  -^- — '  =  6.9  cm. 


Da  bei  starken  Wandungen  leicht  Gußfehler  eintreten  können, 
welche  die  Sicherheit  der  Konstruktion  mehr  beeinträchtigen  als 
die  höhere  Spannung  bei  tadellos  gegossenen  Stücken,  so  rechnet 
man  hier  mit  dem  doppelt  so  großen  Wert  von  k^  als  sonst  zu- 
lässig ist. 


32.  Dünnwandige  Gefäße  unter  äußerem  Druck. 

Bei  geraden  Stäben,  die  auf  Knickung  beansprucht  werden, 
bewirkt  eine  geringe  seitliche  Abweichung  der  Achse  oder  eine 
Fehlstelle  im  Material  eine  mehr  oder  minder  erhebliche  Durch- 
biegung und  der  Stab  zerknickt,  sobald  die  Druckkraft  den 
durch  Gleichung  (98)  in  Absatz  17  gegebenen  Wert  erreicht. 
Ähnlifh  sind  die  Verhältnisse  bei  Gefäß  Wandungen,  die  von 
außen  Druck  erfahren.  Eine  geringe  Abweichung  der  Wandung 
von  der  kugelförmigen  oder  zylindrischen  Gestalt  wird  unter 
Druck  soweit  vergrößert,  daß  schließlich  eine  Einbeulung 
eintritt. 

Die  genaue  rechnerische  Untersuchung  bietet  bedeutende 
Scliwierigkeiten,  am  einfachsten  ist  der  folgende  RechnungSTor- 
gang.    Wirkt  auf  die  in  Figur  120  dargestellte  Hohlkugel  der 


IV,  Abschnilt,     Plattenfiirmige  Körper  und  öefiißo. 

Druck  Toa   außen,   so   ei^ibt   dieselbe   Rechnung   wie   iu   . 
batz  3  t  die  Gleichung 

._pD_p      r 


;Die  Versuche  zeigen  nun,  daü  die  bei  Bej^inn  der  Einbeulung 
.erreichte  Beanspruchung  abhängt  von  dem  Verhältnis  ;  am 
ibesten  entspricht  ihnen  die  (ileichung 

(146)  t  -  f,  +  <P,V l  ■ 

I  Wird  noch  der  Sicherheitsfaktor  @  eingeführt,  so  erhält  man 

9,  +  <r.Vl      «  . 


1(147) 


S 


ine   Gleichung,   die   wie   die   Kuickformel   die  Beanepruchnng 
nicht  mehr  enthält. 

Hierin  ißt  einzusetzen; 

geglühte   FlußeiBeubÖden.   die   aus  einem   Ganzen  be- 
stehen: 

9),  =  2600,     (F,=  115,     ©=4-3, 

Mr  überlappt  genietete  Flußeisenböden: 

-,  =  2450,     rp,=  115,     S  -  4  ~  3, 


9^1  = 


ftlr  gehämmerte  Kupferbödeu: 

y,  =  2Ö50,     (f,  =  120,     @  =  3,5  -  2,5, 

wenn   mit   Sorgfalt    auf   Erlangung    der   Kngelform    geachtet 

forden   ist.     Die   größte    zulässige    Anstrengung   ist    im    vor- 

indea  Falle 

für  Flnßeisen  /„,„  =  400  -  6&J  ^^,, 
cm" 

für  Kupfer        ^„„  -  am  -  400  ^^  , 
cmj 

je  nach  Güte  dea  Materials  und  der  Kugelform. 

Slanliilu,  toübpiit^ho  Me,.'l..iiik.   11.  It 
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Für  zylindrische  Gefäße  wird  Gleichung  (145)  benutzt  mit 
einem  Faktor,  der  das  Längenverhältnis  ^  des  ganzen  Zylinders 

oder  bei  sehr  langen  Rohren,  die  versteift  werden  müssen,  das 
Verhältnis  der  Länge  zwischen  zwei  wirksamen  Versteifungen 
zum   Durchmesser    enthält   und    auch    berücksichtigt,    daß  bei 

gegebenem  -^    ebenfalls    der   Druck  ;;   von   Einfluß    ist     Die 

Gleichung  lautet  hiermit 

(,.s,      <•  -  ^-  f-  (. + >/i  ;^  ;> . ) . 

Hierin  ist  einzusetzen  für  Flußeisen 

Ämax  =  i>t)0  —  550, 

bei  liegenden  Rohren  mit 

überlappt  genieteter  Längsnaht  9  =  100, 

gelaschter  oder  geschweißter  Längsnaht  fp  =  80, 

bei  stehenden  Rohren  mit 

überlappter  Längsnaht  (p  =  70, 

gelaschter  oder  geschweißter  Längsnaht  9)  =  50, 

bei  Wellrohren  1  =  0. 

Beispiel  72.  Zu  berechnen  ist  die  Wandstärke  des  kugel- 
fiuinigeii  Kupferbodens  einer  Braupfanne  vom  Halbmesser  r  =  180  cm, 
der  mit   I)aiui)f  von  /i  =  4  atin  Spaimung  geheizt  wird. 

Werden    in    Gleichung  (^147 1    die   Zahlenwerte    eingesetzt,   so 


rrhiilt   man 


l/l80 

^     s        4 


_  180 

41H»       :5G0 

\y\'       3(3-       l>  •  ;U)  .  73    .    ^   . 
-      .    —  +  '3- 

s  .s-  5 
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nnd  nach  Multiplikation  mit  s^ 

73V-  .s(46*+  2  .  36  .  73)  +  36^  =  0 


oder 
Folglich 


5*— 1,3845  +  0,243  ==0. 
s  =  0,692  +  >^0,479  —  0,243  ~  1^2  cm, 


da  naturgemäß  nur  der  größere  Wert  gültig  ist. 

Beispiel  73.  Ein  Flammrohr  von  7>  =  80  cm  Durchmesser, 
das  in  Abständen  von  /  =  100  cm  versteift  ist,  sei  in  einen 
liegondon  Kessel  für  /?  =  8  atm  eingebaut.  Zu  bestimmen  ist  seine 
Wandstärke  s^  wenn  es  in  der  Längsnaht  geschweißt  ist. 

Aus  Gleichung  (148)  ergibt  sich  mit  k  ==  500  -  ^ 


cm' 
8  •  80  /         l/'  '     8Ö"       100      \ 


4  .  50i» 


AVird   dasselbe   Rohr   als  Wellrohr   ausgeführt,    so  wird  mit  /  =  0 

8  .  80 
^  =  4.500-  =^^'''^"' 

was  bei  der   geringen  Wandstärke  auf  5  =  <»,8  cm  zu   erhöhen  ist. 

33.  Schnell  nnüanfeiide  Gejfaße. 

Wird  aus  der  Wand  eines  zylindrischen  Gefäßes,  daß  sich 
mit  n  Umdrehungen  in  der  Minute  um  seine  Achse  dreht,  ein 
schmaler^  zu  dem  klei- 
nen Zentriwinkel  (p 
gehöriger  Streifen 
von      der     Höhe    h 

herausgeschnitten 
(Fig.  122),  so  wirkt 
auf   ihn   die  Zentri- 
fugalkraft 

Z  =  tnriv^ 
r(fshy 

""       ff 
wenn  mit  y  das  Ge- 
wicht der  Raumein- 


/ 


Fig    122. 


12 
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heit  des  Baustoffes  bezeichnet  wird.  Festgehalten  wird  das 
betrachtete  Stück  durch  die  in  den  Seitenflächen  angreifenden 
Zugkräfte  P  =  s  -  h  -  k.y  deren  Mittelkraft  R  demnach  mit  der 
Zentiifugalkraft  im  Gleichgewicht  sein  muß.    Da  die  P  einander 

gleich  sind,  so  folgt  ü  =  2Psin^,  und  wenn  (p  so  klein  ge- 

wählt  wird,  daß  ohne  merklichen  Fehler  fiir  den  Sinus  der  Bogen 
eingesetzt  werden  kann, 

Durch  Gleichsetzen  der  Ausdrücke  für  i?  und  Z  erhalt  man  nun 

shk^(p  =  r^(psh  ^  ['^) 
oder 
(149)  ^-i^'^ 


30^  *'*■ 


Für  Flußeisen  mit  y  =  0,0078    -^,  folgt  hieraus 

cm 

/HO  ^  1       0,0078«^   ,  ,      87    ,  , 

(149a)  A-..=  ggj-g^^  .«„«^  _  ^«„.: 

Die  Beausj)ruchung  ist  unabhängig  von  der  Wandstärke. 

Heispiel  1  \.  Eine  Zentrifuge  vom  Halbmesser  r  =  37,5  cm 
läuft  mit  n  =  1400  UnidrebuDgeu  in  der  Minute  imii,  die  Füllung 
legt  sich  dabei  mit  dem  Druck  ^  =  6  atm  gegen  die  Wandung. 
Zu  berechnen  ist  deren  Stärke. 

Durch  Zusammenfassung  der  Gleichungen  (142 a)  und  (I49a) 

erhält   man 

87     ,  rp 

10^  sq) 


1  o      s>      I 


worin,  <la  die  Wandung  geschweißt  wird,  (p  =  §djb  einzusetzen  ist, 
währen«!    /.-.    der    Sicherheit    halber    nach    Fall  11    des    Wöhlerschen 

Gesetzes    für  Flußeisen  zu   750     °,  angenommen  wird.    Damit  wird 

cm- 

/•;>  87,5  •  G 

,v  =-  =^   -       ,  —      — a ä   '^^  0,0  cni. 

/,         S7    ,   .,\        0,7:)(7ÖO  -  8,7  •  3,75«.  1,40*) 

Dif  iioliriniiren  in  dei*  Wand  schwächen  das  Blech  nicht,  da  dort  sowohl 
•  iit»  Zriiiiifiigalkraft  wegen  //r  -O  als  auch  der  Flüssigkeitsdruck  Null  ist. 


Zweite  Abteilung. 
Mechanik  Küssi^er  Körper. 


V.  Abschnitt. 
Statik  flüssiger  Körper. 

34.  Allgemeine  Eigenschaften  flüBBiger  Körper. 
Itii  Diiterschied  zu  tieii  festen  elaitischcu  Kiirp>?rn,  die  im 
paimuQgs losen  Ziistiiud  eine  ^unz  bestioimte  Gestalt  haben 
einer  Änderung  derselben  innere  Widerstiindfikräfte  eat- 
ügenseteen,  leisten  rtüssige  Körper  einer  Trennung  odur  auch 
r  Verschiebung  ihrer  einzelnen  Teile  keinen  merklichen 
Widerstand,  so  daß  in  ihnen  weder  Zug-  noch  Schubspannungen 
nftretea  können,  und  sie  schon  unter  dem  EintluB  des  Eigen- 
gewichtes sich  der  Gestalt  cles  umgebenden  Gefäßes  genau  an- 
schließen; dabei  unterscheiden  sie  sich  von  den  gepulverten 
festen  Körpern  dadurch,  daß  die  Reibung  zwiMchen  den  einzel- 
nen Teilchen  verschwindend  klein  ist,  Wohl  aber  hesitzen  sie 
einen  nur  von  der  jewPiligen  Temperiitur  in  geringem  Umfange 
abhängigen  Rauminhalt,  der  dureh  äuBere  Kräfte  so  wenig 
veränderlich  ist,  daB  sie  ihnen  gegenüber  praktisch  als  Körper 
von  gleichem  Rauminhalt  aufgefaßt  werden  können.  Sie  sind 
also  imstande,  sehr  bedeutende  Druckkräfte  aufzunehmen  und 
auszuüben.  Entsprechend  den  bei  den  festen  elastischen  Kör- 
pern gemachten  Festsetzungen  wird  der  auf  die  Flächeneinheit 
kommende  Druck  als  FUissigkeit^^druck  bezeichnet.  Zu  be- 
merken ist  allerdings,  daß  es  Übergangsfonnen  zwischen  den 
festen  und  flüssigen  Körpern  gibt,  die  teigigen,  die  noch  die 
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Fig.  123. 


Eigenschaften  der  festen   Körper  in   geringem  Maße  besitzen, 
sich  aber  den  flüssigen  mehr  oder  weniger  nähern. 

Begrenzt  man  an  einer  beliebigen  Stelle  im  Innern  einer 
Flüssigkeit  ein  sehr  kleines  Körperteilchen  ABCD  (Fig.  123) 

durch  drei  aufeinander  senk- 
^  recht  stehende  E  benen  und  eine 

vierte,  gegen  die  drei  ersten 
geneigte,  so  treten  in  den 
vier  Flächen  Drücke  auf^  die 
von  den  umgebenden  Flüssig- 
keitsteilchen herrühren  und 
senkrecht  zu  den  Flächen  ge- 
richtet sind.  Denn  man  kann 
jede  Kraft  zerlegen  in  eine 
Seitenkraft  senkrecht  zor 
Fläche  und  eine  zweite  in  die 
Fläche  fallende  Schubkraft;  da  nach  dem  Obigen  Flüssigkeiten 
Schubkräfte  nicht  übertragen  können,  so  müssen,  wie  gesagt, 
die  Drücke  senkrecht  zu  den  Flächen  stehen.  Und  zwar  wirken, 
wenn  der  Inhalt  der  einzelnen  Dreieckflächen  mit  d  bezeichnet 
wird, 

auf  die  Fläche  I  ABC  der  Flüssigkeitsdruck  jpj, 
also  die  Druckkraft  ^^iPy, 

auf  die  Fläche  II    ABB  p^  und  die  Druckkraft  ^j/)*, 

auf  die  Fläche  III  ACD  p^  und  die  Kraft  ^^p^ 

auf  die  Fläche  IV  BCD  p^  und  die  Kraft  ^^p^. 

Da  bei  der  Herleitung  der  Gleichgewichtsbedingungen  in 
Band  I,  Abschnitt  IV  über  die  Art  der  Körper,  an  denen  die 
Kräfte  antrr«Mfeu,  keine  Voraussetzung  gemacht  worden  ist,  so 
gelten  dieselben  Bedingungen  auch  für  die  flüssigen  Körper, 
dabei  ist  nur  zu  beachten,  daß,  wie  im  vorstehenden  aus- 
oinandtM-ofeseizt  ist,  die  angenommenen  Kräfte  von  vornherein 
deji  Eii!:enscbat'ten  der  Flüssigkeiten  entsprechen  müssen. 

Zerlegt  man  nun  den  Flüssigkeitsdruck  p^  in  die  Seiten- 
drücko  srnkrecht  zu  den  drei  anderen  Ebenen,  die  mit  ihm  die 


V.  AbBclinitt,     Statik   DilHeiger  Körper, 


183 


«beoBO 
und 


Winkel  a,  ß,  y  bilden,  so  folgt  mit  Berücksichtigung  der  Gleich- 
gewicUtabe  din  gniigen : 

-J,p,  —  ^4  ■  p^  eoB«, 
"  Jfpj  ■=  iJ^  ■  p4  cos  ß, 

Nun  ist  ^,  die  Projektion  der  Fläche  J^  und  der  Neigangs- 
Winkel  beider  ist  der  von  den  Flüchen  normalen  eingeschlossene 
Winkel  a,  demnach  besteht  der  Zusammenhang 


=  jj.  cos  a, 


so  folgt 


Jf  =  ^4  0O8  ß 

iJj  =  ^4  eosy. 
Wird    dies    in    die   vorstehenden   Gleichunger 


'  l'i   =Ps  =  Pi- 


Da  das  aus,  den  vier  Ebenen  gebildete  Tetraeder  seiner 
Lage  nach  beliebig  gewählt  war,  so  erhält  man  allgemein: 
An  einem  beliebigen  Pntikt  einer  im  (ileichgewicfat 
befindlichen  Flüssigkeit  Ist  der  Fl  üssigkeitsdrack  nach 
allen  Richtungen  derselbe. 

35.  GlelcligQwicbt  einer  von  allen  Seiten  fsst  omsclüossenen 
Flüssigkeit. 
Schneidet  man  aus  einer  Flüssigkeit,  auf  die  durch  Gefaß- 
frände  oder  Eulben  ein  Druck  ausgeübt  wird,  der  im  Vergleich 
m   ihrem   Eigengewicht    sehr   groß   ist,  ein 
mit  beliebigen,  senkrecht  zur  Achse 
Endflächen  F  heraus   (Fig.  124), 
sich  am  einfachsten  als  erstarrt  ror- 
I   steht  CS    unter    dem   Flüssigkeits- 
druck  der  unigebendeu  Teilchen,  der  an  der 
oberen  Endfläche   den  Wert  p,,  an   der  un- 
/»j    habe.     Dann    muil,    damit    Gleich- 
icht  vorbanden  ist,  für  die  Achse  AB  die 
iefaoog  bestehen  Pi  F=  p^F,  also  p,  =  /),.  Fig.  js« 


jL. 
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Da  die  Lage  des  PrisniaB  ganz  beliebig  augeuommen  war, 
ao  gilt  der  allgemeine  Satz:  Wird  eine  Flüssigkeit  einem 
Druck  ausgesetzt,  und  bleibt  aie  dabei  im  Gleicb- 
gewicht,  80  pflanzt  sich  der  FlUssigkeitadruck  nach 
Richtungen  in  derselben  Starke  fort.  Voraus- 
ist dabei,  daß  das  Gewicht  der  Flüssigkeit  vernach- 
lässigt werden  kann,  was  in  den  meisten  prak 
tischen  Füllen  ohne  weiteres  geschehen  kann. 

Die  auf  den  Kolben  mit  der  geneigten 
Flache  f\  (Fig.  125)  wirkende  Druckkraft  f,/. 
werde  zerlegt  in  eine  parallel  zur  Kolbenachse 
verlaufende  F;;Ktos«-=i^-/i  und  eine  dazu  senk- 
recht stehende  F,ii  eiatc.  Die  letztere  wird  auf- 
genommen von  dem  gegenüberliegenden  Teil  der 
liohrwand  I'\  sin«,  und  nur  die  erstere  P=  Fp 
ruft  gegebenenfalls  eine  Bewegung  des  Kolbens 
hervor.  Dieselbe  Lberlegung  gilt  auch  für  eine 
beliebig  gekrümmte  Kolbenllüche;  man  kanu 
demnach  aussprechen:  Der  ganze  in  der  Achsen- 
richtung  der  Höhre  wirkende  Drufck  ist  gleich  dem  Querschnitt 
der  Röhre  multipliziert  mit  dem  Flüssigkeitedrnck. 

Befinden  sich  an  einem  mit  einer  Flüssigkeit  geßUten 
Gefiiß  zwei  Kolben  von  der  rechtwinklig  zu  ihrer  Bewegnngs- 
ricbtung  gemesseneu  Fläche  /'',  nnd  F^,  so  gilt  P,  =  /^,  ■/» 
nnd  P„  =  F„  ■  p    also 


Fig. 


(150) 


P, 
P/ 


die  Druckkräfte  verhalten  sieh  wie  die  zugehörigen 
Flächen.  Dies  wird  in  der  hydrautiseben  Presse  zur  ErzieluDg 
großer  Druckkräfte   b/.w.  hoher  Kraft  Übersetzung  benutzt. 

Dabei  wurde  angenommen,  daß  die  Kolben  sich  reibungs- 
los in  den  Filhrungen  bewegen.  Da  zur  Abdichtung  gewöhn- 
lich Lederstulpen  nach  Fig.  12G  verwendet  werden,  die 
durch  den  FlUssigkeitadruck  selbst  gegen  den  Kolben  nnd 
andererseits  gegen  die  Wand  der  Stopfbüchse  gepreßt  werden, 
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■  tritt,  wenn  fi   der  Keibungskoeffizient  zwischen  Leder  und 
Sisen  ist,  der  Bewegung  entgegen  die  Reibungskraft  n:r(lh-p  auf. 


s 


A,i; 


_EI 


^ 


Ks  ist  deninai^h,  wenn,  wie  im  allgei 
ifmiger  Eulbencjuerschnitt  aagenammen  wird. 


üblich,  kreis- 


P,  =      li^^p  —  (ind^h^p, 
also  der  Wirkungsgrad  der  hydraulischen  Übersetzung 


Pl) 


'       j  'Vi'  +  fis^'^jAtP       ^  "*"  ^'*  rf' 

Beispiel  75.      Zu  bestimmen  ist  der  Wirkungsj^d  und  das 
tzungsverhältnis  einer  hydraulischen  Presse,  deren  Kolb«n  di» 
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Durchmesser  haben  d^  =«  5  cm,  d^  ==  25  cm  und  deren  Lederstalp- 
dichtungen die  Höhe  besitzen  h^  =  1  cm  bzw.  h^  =  2,5  cm. 
Man  erhält  aus  Gleichung  (151)  mit  fi  =  0,08 


2,5 


»i  = 


1  -  4  .  0,08  •    ' 

25 


1  +  4  .  0,08  •  - 

o 


0,968 
T,064 


0,91, 


und  aus  der  verbesserten  Gleichung  (150)  hiermit 


P2-Pi':,\'V-'2^J^Pi' 


kg 

Arbeitet  die  Presse  mit  j>  =  50  -  %  Flüssigkeitsdruck,  so  wird 


cm 


der  Druck  auf  den  kleinen  Kolben 


TT 


A=  4  V-i'  =  980kg, 

also  die  von  dem  großen  ausgeübte  Druckkraft 

P3  =  22,75  •  Pi  =  22  300  kg. 

36.  FliLSsigkeitsspiegel,  Bodendruck. 

Aus   dem    Wasserbehälter    mit  freier  Oberfläche,    auf   die 
also  keine  äußeren  Kräfte  wirken,  werde  ein  lotrecht  stehendes 

Prisma    AB    von    dem    Querschnitt    1   cm*    herausgeschnitten 

k<y 
(Fig.  127).    Damit  dann  au  der  Stelle  A  ein  Druck  von  1     % 

cm 


Ficr.   1-27. 


Fig.  128. 


l)rst«^lit,   ist   nach   der  Erklärung  für  das  kg  (Bd.  I,  Seite  «^) 
eine    Säule    von   KJUU  cm  =  10  m    Höhe    erforderlich.     Besitzt 
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3ie  Flüssigkeit  nicht  das  EinHeitegewiclit  1 ,  sondern  y       , ,  so 
iat  der  Flttssigkeitsdruck  bei  A  für  eine  Tiefe  von  /(  ra 

1052)  "  =  *,»'"'.■ 

Wird  jetzt  ein  zweites  Prisma  A  C  von  der  Läage  /  m  und 
^Äem  Qaerachuitt /'cm*  licrHusgeschnitteu ,  so  ist  sein  Gewicht 
■^  fl  kg.  In  der  Achse  des  Prismas  wirkt,  da  der  Druck  im 
Punkt  A  nach  allen  Richtungen  derselbe  ist,  die  Druckkraft  p/"kg, 
wirken  auf  die  Seitenwände  senkrecht  dazu  stehende 
K^i^fte  ein,  die  sich  gegenseitig  aufheben.  Wird  das  Gewicht 
lerlegt  in  seine  Seitenkräfte  nach  der  Prifinienachse  und  lot- 
tecbt  dazu  (Fig.  128),   so   ergibt  die  Gleichgewichtsbedingung 


H^un  ist  nach  Fig,  127  i  ■  cob  «  =  A',  wenn  h'  die  lotrechte  Ent- 
fernung des  Oberäächenteilchens  C  von  der  Stelle  A  ist.  Da- 
mit folgt 

Ein  Vergleich  mit  Gleichung  (153|  ergibt  demnach  h' —  h. 

Da  0  beliebig  gewählt  war,  so  müssen  alle  Oberflächen- 
jeilchen  von  jedem  Punkt  im  Innern  der  Fliiasigkeit  dieselbe 
Botrechte  Entfernung  haben,  d.  h.  der  Fl ilsü ig k ei ts Spiegel  muß 
Üne  w^erechte  Ebene  bilden. 

DarauH  folgt  sofort,  in  derselben  Hohe  ii  unterhalb  des 
riüssigkeitsspiegels  ist  der  FlüBBigkeit.ädruck   über.dl  derselbe. 

Demnach  ist  die  auf  die  wagerechte  Bodenfläche  F  eines 
Befäßes  ausgeübte  Üruckkraft  in  kg 

■in  k  in  m  und  F  in  cm'  gemessen  ist. 
Die  Gleichung  enthält  nur  die  Größe  der  Bodenfläche  und 
lie  Höhe   der  darüberstehenden  Klüssigkeitsmenge,  sie  ist  un- 
^hängig  von  der  weiteren  Form  des  Gefäßes  und  der  Menge 
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des  darin  enthalteuen  Wassers:  die  Gefäße  in  Fig.  129  haben 
somit  alle  den  gleichen  Bodendruck.  Für  das  dritte  läBt  sich 
dies  noch  in  folgender  Weise  erklären: 


^-  --/ 

h 

—    

A.     : 

h,     -. 

■  t 

\- 1 

-  l-\ 

F 

F 

Fig. 

F             F 

129. 

Der  Boden  steht  unter  dem  Flüssigkeitsdr uok  j)^  =  j-h^^ 
nun  wirkt  ferner  an  der  Stelle,  wo  das  Rohr  ansetzt,  der  Druck 

p^^  in'*2'  ^®^  ®^^^  "*^^  Absatz  35  durch  die  ganze  Flüssig- 
keitsmasse in  dem  geschlossenen  Gefäß  überallhin  gleichmäßig 
fortpflanzt.     Demnach    ist    der   Gesamtbodendruck  p  =  p^  +  p* 

Beispiel  7r>.    Zu  berechnen  ist  die  Höhe  /*  einer  Quecksilber- 
ig 

ausübt. 

13,5953,    damit    ergibt    sich    aus    Glei- 


säulp,  die  auf  den  Gefaßboden  den  Flüssigkeitsdruck  1        , 

cm^ 

ist 


Bei    15  ö  C 

chung  (l52) 


/ 


//  = 


W'P 


10-  1 


-        O.J 


13,5953 


0,735  m. 


Heispiel   77.     Zu  ermitteln  ist  das  spezifische  Gewicht  einer 
Flüssigkeit,  z.  B.   Quecksilber,   die   sich    mit  Wasser   nicht   mischt. 

In  das  (ilasrohr  (Fig.  130)  wird  auf  der  einen  Seite  Wasser 

eingebracht,  auf  der  andern  Quecksilber: 
beide  Flüssigkeiten  berühren  sich  in  dem 
Querschnitt  A  des  engen  Verbindungsrohres. 
Wenn  Gleichgewicht  besteht,  muß  hierji^  =p» 
sein,  also  mit  Benutzung  von  Gleichung  (152) 


demnach 


Fig.  130. 


10  "' 

lo"*' 

7a 

''1 
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Ist  die  Höhe  der  Wassersäule  zu  /i,  =  0,422  m 
worden  und  die  der  QueckstlbersSule  zu  /(,  »-  ü,031  i 
gibt  sich 

.,  _t).i22  ^  ^^g    kg  _ 
'''       0,031  ^       '    dm" 


äl.  Seiten  druck. 
Der  Teil  AliCE  von    dem   Flächeninhalt  F  der   ebenen 
"Wand    eines    gefüllten    Gefäßes   (Fig.    l^Jl)    erfährt    von    der 
f  iDssigkeit  aenkrecht  gerichtete  Drücke  und  zwar  kommt  auf 


das  FliiehenteilcheD  /'  cm ,  dus  um  die  Strecke  z  m  anter  dem 
FlßssigkeitsBpiegel  liegt,  die  Druckkraft  P'  -—  j^fe  kg,  daraus 
folgt  der  auf  die  ganze  Fläche  F  kommende  Druck 


10 


Sf^. 


}fan  ist  nach  dem  Schwerpuiiktsjitz  (Bd.  I,  S.5Ö)  2^f-  t=^F-h^, 
venn  mit  /iq  die  lotrechte  EntfernuDg  des  Flächen  Schwerpunktes 
yoD  dem  FlUssigkeit^Bpiegel  bezeichnet  wird,  tilsu 


P-l„FK. 


(154) 

Diese  Druckkraft  greift  aber  nicht  im  Schwerpunkt  an, 
4a  die  Kräfte  P'  ja  nicht  gleich  groß  sind,  sondern  mit  zu- 
nehmender Tiefe  wachsen.  Ihr  Mittelpunkt  D,  der  sogenannte 
Drackmittelpunkt,    muß    demaach    unterhalb    des    Schwer- 
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pnnktes  liegen.  Das  Flächenteilchen  f  habe  vom  Flüssigkeits- 
spiegel; in  der  um  den  Winkel  a  gegen  die  Lotrechte  geneigten 
Fläche  gemessen^  den  Abstand  x  nnd  von  einer  zu  beiden  senk- 
recht stehenden  Ebene  die  Entfernung  f/;  die  entsprechenden 
Koordinaten  des  Schwerpunktes  seien  x^^  und  y^,  die  gesuchten 
des  Druckmittelpunktes  x^  und  y^,  dann  ist  nach  dem  Satz 
vom  Mittelpunkte  paralleler  Kräfte  (Bd.  I,  S.  50) 

P'X^^  ZF'x, 

oder  nach  Einsetzung  von  Gleichung  (154)  mit  ÄQr=:i\,co8a 
und  z  ^=  X  '  cos  a : 

Fxq  cos  a    .^1  —    ..  cosaUfx*. 

Nun  ist  Hfx^  das  Trägheitsmoment  J^  der  Fläche  F  in 
bezug  auf  die  Achse  AB  und  F  -  Xq  ihr  statisches  Moment  S 
in  bezug  auf  dieselbe  Achse,  also 

(155 j  ^^^  i' 

Ebenso  erhält  mau  für  die  Achse  BE 

P  .  y.  =  SP'tj, 
oder  wie  oben 

^'^^  Fxq  cos  «  .  //i  =  ^.^  cos  aZfxy. 

Der  Ausdruck 

(l.-.G)  Zfxy  =  j;, 

wird  als  Zentrifugalmoment  der  Fläche  2^  bezeichnet,  damit 
ergibt  sich 

In   den    ])eiden  Gleichungen,  welche   die  La^e  des  Druck 
uiittelpunktes    bestimmen,   kommt    die   Neigung  a   der  Räche 
nicht  vor:    Wenn  sieh  die  Fläche  auch  um  die  Wasserlinie  AB 
drelit,  so  behält   der  Druckmittelpunkt  seine  Lage  in  ihr  bei. 

In  bezug  auf  eine  Symmetrieachse  der  Fläche  F  wird 
2.7"./ // -  H;  ulso  auch  //i  =  0.  Der  Druckmittelpunkt  liegt  in 
ihn'  senkrecht  zur  Flüssijjfkeitslinie  verlaufenden  Symmetrieachse. 
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Wird  sein  in  der  Fläche  gemessener,  zur  Wasserlinie  senk- 
rechter Abstand  vom  Schwerpunkt  mit  r  bezeichnet  und  das 
Trägheitsmoment  der  Fläche  in  bezug  auf  die  zur  Wasserlinie 
parallele  Schwerachse  mit  J,,  so  geht  Gleichung  (lo5)  über  in 

oder 

also 

(158)  r-^'. 

Beispielsweise  ist  für  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  b 
parallel  zum  FlQssigkeitsspiegel  liegen,  mit  J^  =  -^^  Ih'^  und 
,S'  =  bh  ■  Xo 

Geht  der  Flüssigkeitsspiegel  gerade  durch  die  obere  Kaute 
des  Rechtecks,  so  wird  Xq^  -^ ,  also 

(159a)  r-^lh, 

Beispiel  78.  Die  Schütze  einer  Freiarche  habe  2  m  Breite 
und  bestehe  aus  zwei  Teilen  von  je  1  m  Höhe,  der  Wasserstand 
betrage  2  m.  Zu  berechnen  ist  die  zum  Aufwinden  erforderliche 
Kraft. 

Die  auf  den  unteren  Teil  wirkende  Druckkraft  ergibt  sich 
nach  Gleichung  (154)  zu 

P^  ^  F'h^^        •  200  •  100  •  1.5  =  3000  kg , 

demnach  wird  mit  fi  =--  0,25  :  P  =  0,25  •  3000  =  750  kg. 

Beispiel  79.  Zu  ermitteln  ist  das  Moment,  das  vom  Wasser- 
druck auf  den  unteren  Querschniit  einer  Ufermauer  von  4  m  Höhe 
und   1   m  Länge  beim  hfichsten  Wasserstand  ausgeübt  wird. 

Nach  Gleichung  (151)  ist 

-'  1 

p=    '    F.  h^        .  100  .  400  .  2  -=  8000  kg; 

10  10 
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n  = 


>'i 


4,36  (^^^--l)- 3,81.';^ 

8,8  —  7,2 
4,36  (^  '^^  -  lj-3,8l  .    I 


=  0,30  dm' , 


0,25  dm^ 


7,2  —  8,8 

also    V  =  0,55  din^ . 

Das  Mischungsverhältnis  ist  demnach 

45,5  V.  H.  Kupfer  und  54,5  v.  H.  Zinn. 

Das  spezifische  Gewicht  der  Bronze  folgt  aus  Gleichung  (162 )  zu 

4,36     1  ^  ^^^  kg 

^»  =  4;36--3;8l=^'^^^dxn»- 


39.  Stabilität  schwimmender  Körper. 

Überwiegt  der  Auftrieb  gegenüber  dem  Gewicht  des  ein- 
getauchten Körpers,    so    schwimmt   der  letztere.     Es    besteht 


Fig.  133. 

ftleichgowicht,  wenn  die  Wasserverdrängung  (das  Deplacement) 
J)  __  y.  y  senkrecht  durch  den  Schwei-punkt  S^  des  Körpers 
vom  Rauminhalt    T'^  geht. 

Entfernt  sich  der  schwimmende  Körper  (Fig.  133)  unter 
(lern  Einfluß  irgend  eines  Kippmomentes  M  um  einen  kleinen 
Winkel  (jT  aus  dieser  Gleichgewichtslage,  so  verschiebt  sich 
(ItM-   Vcrdräiiguugsschwerpunkt   S,   der   bei    der  Mittellage  um 
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die  Strecte  a  senkrecht  unter  .S'g  liegt,  nach  S'  um  die  kleine 

Strecke  {r  +  fi)-<f.    Die  tillgenieinen  Gleiehgewichtsbedingringen 

ergeben  sofort  D' —  G  uud 

fl63j  M  =- U  •  >■  i'mif . 

Der  Auftrieb  bleibt  deriinacb  in  jeder  Lage  derselbe,  gleich  dem 

Gewicht  des  Schiffea. 

Man  kann  nun  den  Auftrieb  D'  in  der  geneigten  Stellung 
entstünden  denken  aus  I)  und  dem  der  beiden  keilförmigen 
Stücke  1\  und  />, : 

/>'  -  i)  +  A  -  Z), . 
woraus  folgt  I),  =  D^ .    Ferner  besteht  die  Moment  engl  eichung 
für  den  Punkt  S: 


D'{r+a)ip'^  D-Ü  +  D^- 


3  2 


+  A 


•2  h 
3  2' 


worin  alle  Längen  senkrecht  zur  SchifFsachse  gerechnet  sind 
und  wegen  der  Kleinheit  des  Winkels  (p  vernaclilässigt  wird, 
daß  der  Hebelsiirm  von  P,  etwas  kleiner  ist  als  der  von  D^. 
Wird  auüerdem  der  Einfachheit  halber  angenommen,  daß 
der  Sebiffsquerachnitt  auf  seiner  ganzen  Länge  /  derselbe  ist 
90  erhält  mau 

I>,  =  D,  ^  -    ■  -<p  ■  ^  ■  ly  +  --  ■  --f  ■  -^  ■  ly 


nd.   wenn  dies 


woraus  folgt 
(164) 


I  die  vorstehende  Gleichung  eingesetzt  wird, 

y  VI 

Bei  kleinen  Ausschlagwinkeln  hängt  die  Lüuge  »•  nur  tou 
den  Abmessungen  des  Schiffes  ab,  demnach  ist  hierfür  die 
Lage  des  Punktes  -V,,,  der  als  Metazentrum  bezeichnet  wird, 
unveränderlich.  Da  nun  das  zum  Kippen  erforderliche  Moment 
nach  Gleichung  (163)  von  der  Größe  r  abhängig  ist,  so  ist 
das  Schilf  um'so  stabiler,  je  höher  das  Metazentrum  liegt.    Daa 
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Maß  r  ist  immer  positiv,  wenn  a  negativ  ist,  also  der  Schifit 
schwerpiinkt  S^  unterhalb  des  Verdrangungsschwerpimktes  S 
liegt.  Die  Gleichgewichtslage  ist  labil,  wenn  a  positiv  ist 
und  soweit  überwiegt,   daß  r  negativ  wird;    sie   ist   indifferent 

für  den  Fall  a  =  j^  -^ ,  bei  dem  nach  Gleichung  (164)  r  «  0 

wird,  also  das  Metazentrum  mit  dem  Schwerpunkt  S^  zusammen- 
fällt. 

Bei  den  praktischen  Ausführungen  liegt  der  Schwerpunkt  S^ 
des  leeren  Schiffes  etwa  auf -§^A,  der  Verdrängungsschwerpunkt 
S  zwischen  0,55  t  bis  0,60  t,  beide  Maße  von  unten  ge- 
messen. Die  metazentrische  Höhe  r  hat  bei  transatlantischen 
Dampfern  etwa  den  Wert  0,3  m,  bei  großen  Seglern  und 
Kriegsschiffen  etwa  0,75  bis  1,0  m. 

Beispiel  81.  Für  ein  Schiff  von  D  =  1250  m'  Wasser- 
verdrängung ist  die  Höhe  des  Metazentrums  zu  bestimmen. 

Es  werde  eine  genau  abgewogene  Last  von  P  =  4220  kg  aas 
der  Mittellinie  des  Schiffes  um  die  Sti'ecke  e  =  3,95  m  nach  der 
Seite  gebracht;  ein  am  Mast  befestigtes  Pendel  von  7  m  Länge 
schlage  dann  um  0,23  m  aus  der  Mittellage  aus.  Der  Neigungs- 
winkel beträgt  demnach 

0  23 
tg<;p  =  -'       =  0,0329,  also  (p  =  1^53'. 

Gleichung  (163)  ergibt  nun 

P '  z  =  D  '  r  sincp, 

also,  wenn  wogen  der  Kleinheit  des  Winkels  sin  (p  =  ig  (p  gesetzt 
wird, 

r  =     ^  '  '^-  =     ^'^^  '  ^'-^  -  ==  0  404 
D'tgq)        1250  •  0,0329  ""    '        ^' 

40.  Gleichgewicht  bewegter  Flüssigkeiten. 

Wird  ein  mit  Flüssigkeit  gefülltes,  offenes  Gefäß  mit  der 
nach  Richtung  und  Größe  gleichbleibenden  Geschwindigkeit  r 
in  beliebiger  Richtung  bewegt,  so  wirkt  auf  irgend  ein  Teilchen 
nur  die  Ahissenkraft  m  •  g  senkrecht  nach  unten.  Erfahrt  e< 
dagegen  eine  gleichbleibende  Beschleunigung  q  nach  einer  ge- 


V.  Abachnitt,     Statik  flÜHsiger  Körper 


197 


gebenen  Richtung  (Fig-  134),  so  stellt  das  Teilchen  m  unter 
dem  Einfluß  der  (Je wich ts kraft  mg  und  der  Tmgheitskraft  rntj 
(Bd.  I  S.  29Ö),  die  entgegengesetzt  zur  Bewegungsrichtung 
wirkt.  Beide  Kräfte  ergeben  als  Mittelkraft  R  =  m^  q^,  die 
im  allgemeineit  gegen  die  wagerechte  geneigt  ist.  Befindet 
sich  die  Flüssigkeit  unter  dem  alleinigen  Einfluß  der  Schwere, 
so  stallt  sich  der  FlUesigkeits- 
spiegel  nach  Absatz  30  senkrecht 
hierzu  ein.  Entsprechend  steht 
im  vorliegenden  Fall  der  Spiegel 
lotrecht  zur  Kraft  B;  denn  hätte 
er  eine  andere  Stellung,  etwa 
die  gestrichelte,  so  würde  unter 
dem  Einfluß  der  auf  jedes  Teil- 
chen kommenden  Kraft  H  das 
obere  Keüstück  auf  der  schiefen 
Ebene  AB  abrutschen  und  den 
tinteren  keiirörmigen  Raum  bei 

H  ausfüllen,  da  bei  Flüssigkeiten  Reibungskräfte,  die  es  halten 
könnten,  nicht  vorhanden  sind. 

Die  Masse  eines  Prismas  vom  Querschnitt  /'  cm*  and  der 

1    y 
lotrecht  zum  Spiegel  gemessenen  Höhe  b  m  ist  —T(\ff>t  *1bo 

der   auf  die   Griiudtliiche  /'  ausgeübte   Massendruck    -'  ,r,f^- 
Somit  besteht  die  Gleichung 


die  den  Flüssigkeitsdruck  an  der  Stelle  C  ergibt  j 


(165) 


>'=,o'' 


lü. 


Je  nach  der  Richtung  und  GrUQe  von  q  kann  der 
Flüssigkeitsspiegel  jede  Lage  annehmen :  Ist  z.  E.  q  schräg 
naeh  unten  gerichtet,  ao  wird  der  Spiegel  lotrecht  stehen, 
wenn  (jrsina  =  (/  ist.     Ist  q  senkrecht  nach  oben  gerichtet,  so 


k 
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wird  ^^  =  ^  +  ^ ,  also  der  Flüssigkeitsdruck 

(165a)  i'=^<l+^)- 

Bei  umgekehrter  Richtung  erhält  man  ebenso  ^  =  :^7i f  1  — -) 

und  daraus,  wenn  q  =^  g  wird,  also  das  Gefäß  frei  fallt,  p  =0. 
Der  Flüssigkeitsdruck  verschwindet  dann  und  die  Flüssigkeit 
könnte  jede  beliebige  andere  Gestalt  annehmen,  wenn  nicht 
eine  Oberflächenspannung  auf  Herstellung  der  Kugelform 
hinwirkte. 

Wird     eine     in    einem    feststehenden    Gefäß    befindliche 
Flüssigkeit    durch    Rührflügel,    die    sich   um    eine    senkrechte 


I 4l 


Fig.   13.5. 


Fig.  136. 


Achse  drehen,  mit  der  gleichbleibenden  Winkelgeschwindig- 
keit (0  bewegt,  so  steht  ein  von  der  Drehachse  um  x  ent- 
ferntes Teilehen  m  unter  dem  Einfluß  des  Gewichtes  mg  und 
der  radial  nach  außen  wirkenden  Zentrifugalkraft  mxa^  (Bd.  I, 
Absatz  7()):  die  Mittelkraft  mq^  (Fig.  135)  bildet  dann  mit  der 
Wagerecliten  einen  Winkel  «,  für  den  gilt 


(160) 


tg  cc  = 


g 

XCO' 


Liegt  das  betrachtete  Massenteilchen  an  der  Oberfläche,  so 
muß  sieh  die  letztere  wieder  senkrecht  zu  dem  an  der  be- 
trefienden  Stelle  herrschenden  q^.  einstellen  und  da  der  Neigungs- 
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twinkel  mit  wachsenden!  x  kleiner  wird,  so  muß  der  Flüsai^keitB- 

I  «piegel  eine  Xlmdrehungafläche  bilden,  deren  Form  die  folgende 

I  "Überlegung  ergibt: 

1er  Fiiiur  135  tira- 

■''*"" 
Lj^insetzung  von  GleichuDg  (166)  hervorgeht 


2 


[  J'ilr  .r,  =  0  wird  nach  der  Fignr  ?/,  =  0,  daraus  folgt 

(167)  ,^°;.A 

^  Dies   ist  die  Gleichung  einer  Parabel  vom  Paiameter  -",,   die 
I  Mittelschili  tt  der  Um  dreh  uugs  flache  bildet. 
Statt  die  Flüssigkeit  durch  Flügelräder  zu  bewegen,  kann 
rinati  auch  das  Gefilil  um  die  Mittelachse  drehen.    Du  zwischen 
'  festen   Korpern    und    Flüssigkeiten    eine   deutlich   bemerkbare 
Reibung  besteht,  so  werden  die  äußersten  Flüssigkeitsschiohten 
-von  der  Wand  mitgenommen   und  infolge  der  sonst  für  prak- 
tische Zwecke  vemachliissigbaren  inneren  Reibung  der  Flüsaig- 
l  leit   nach  und  uach  auch  die  weiter  nach  innen  liegenden,   so 
l^aB   in   kurzer   Zeit    die    ganze    Flüssigkeit   mit    der   WinkeU 
i^«Hch windigkeit  des  Gefäßes  umläuft. 

Um   den  Flüssigkeitsdrnck  p  an   einer   bestimmten  Stelle 

[  zu  ermitteln  (Fig.  136),  wird  ein  lotrecht  stehendes  Prisma 

»Ton  der  Höhe  i/  m  und  dem  Querschnitt  1  cm*  betrachtet.     Es 

^bt   sich   sofort,    daß    der    auf    die    Grundfläche    wirkende 

JlFltissigkeits druck   dem    Gewicht   der   darüber  stehenden   Säule 

!  Gleichgewicht  halten  muß: 


:^H> 
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Lie|(C  der  tiefste  Punkt  der  Oberfläche  um  die  Strecke  h^ 
alKrht&ib  det^  Bodens,  so  ist  der  Bodendrack 


/>=l^)(*o  +  y)  =  l^(*o 


+ 


o^x^ 


2</ 


)■ 


t>^  ^tväte  Bodendrack  tritt  am  Umfang  des  Gefäßes  auf 
Wu\l  du»  rmtaugsgesch windigkeit  v  '^ro  eingesetzt,  so  erhält 
tuiUi  hierfür 

^=io(*»+l^)- 

Nun  »»t    .    —  A,  di©  Fallhöhe,  die  ein  Körper  durchlaufen  hat, 

v(m«^  iiut  dor  flndgeschwindigkeit  t;  aufschlägt.  Sie  wird  als 
Uv'^oUwiudigkeitshöhe  bezeichnet;  damit  folgt 

Winl  das  schnell  umlaufende  Gefäß  durch  zwei  wi^erechte 
Uw<ii»    Khoiion,    etwa   nach   Figur  137   geteilt,    so   nehmen   die 


r     / 

\ 

h 

n  ' 

l1.-z=. 

~^ 

^  . 

.1.1 

\'\\i.    137. 


Fig.  188. 


/,v»'<  li'-nwiifMl«*  den  entsprechenden  Flüssigkeitsdruck  auf,  wie 
„,,  fh  11  l'imkbn  A  und  B  angegeben  ist.  Der  dazwischen 
|ji.i/«.M'l<  'I'-jI  der  Flüssigkeit  bleibt  somit  auch  im  Gleich- 
I0-  »' M,  wi-nii  (ior  obero  und  untere  Teil  weggenommen  wird, 
iIm   J.i/hi   'li'    VViindc  den  Gegendruck  p^  bzw.  ^j  ausüben. 
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Eb  gilt  ebenfalls  die  Gleichnng  (169),  nur  ist  zu  berück- 
sichtigen,   Jaß    nach    Figur    137    die    Strecke   Äj    negativ    zu 
Klineu  ist,  folglich  wird 


ft  -  ^  (''-'.,) - 


\-2i        2«  / 


10\-2g 


^'-m-rn- 


Wird  Figur  137  in  der  Weise  abgeändert,  daß  auf  einer 
Seite  ein  senkrecht  stehendes  Bohr  angesetzt  wird,  so  kann  die 
Vorrichtung  (Fig.  138)  zum  Heben  von  Flüssigkeiten  benutzt 
werden,  weil  diese  in  dem  Rohr  entsprechend  der  Geschwindig- 
keit V  um 

(Hl)  1.^:1 

in   die  Hohe   steigen,   wobei   allerdings   noch   die  Reibung   an 

den  Wandungen  (Absatz  49)  zu  berücksichtigen  ist.     Dasselbe 

findet  statt,  wenn  das  Kohr  durch 

die   ruhende  Flüssigkeit  mit  der   ■ 

«chwindigkeit  v    bewegt   wird. 

Liegt  die  Achse   des  Gefäßes 

ragerecht,  und  wird  die  Flüssig- 

eit  durch  Flügel  mit  der  gleich- 

läßigen     Winkelgepchwindigkeit 

}  herumbewegt,  so  wirkt  auf  ein 

r,  -f-  r 

der  Entfernung    —  von 

r  Achse  befindliches  Teilchen  m 
i  Querschnitt  f  cm'  (Fig.  139j 
f  Zentrifttga!  kraft 

^    y  ff-       _  ^  »■«  +  ""i 

"g  l& 

da    Gleichgewicht     voraus- 
wird,   von  der   Differenz 
beiden   Enddächen 
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kommenden  Drücke  aufgenommen  werden  muß.  Man  erhält 
demnach 

In  der  Mittelachse,  also  für  r^  =  0  fließt  die  Flüssigkeit 
der  Flügelpumpe  mit  dem  Druck  Pq  zu;  damit  ergibt  sich  für 
den  Flüssigkeitsdruck  im  Abstände  r,  wo  die  Flüssigkeit  die 
•Pumpe  Terläßt,  der  Wert 

y   v* 

oder 

(172)  />=fö*  +  ^o, 

worin  h  =  r;—  wieder  die  Druckhöhe  bedeutet,   bis  zu  der  die 

Flüssigkeit  im  Gleichgewichtszustände  ansteigt.  Damit  eine 
andauernde  Förderung  stattfindet,  muß  die  Umfangsgeschwindig- 
keit größer  als  r  sein. 

Beispiel    82.      Ein    Förderkorb    erhalte    beim    Anfahren    die 

m 
Beschleunigung  7  =  1,5      ^  nach  oben.     Anzugeben  ist  der  Druck, 

Sek" 

den  eine   Wassermenge  von   1   m  Höhe  auf  den  Boden   ausübt. 

Man  erhält  nach   Gleichung  (l65a) 


w=  -  1(1  4-  }[''  )  =  0,1153 
^        10    \     ^  9,81  /         ' 


kg 
cm* 


ktT 

gegenüber  p  =  0.1      ^.,  bei  gleichmäßiger  Fahrt. 

Beispiel  83.  Eine  Zentrifuge  von  der  Höhe  h  =  0,(>  m  und 
«lein  Halbmesser  r  =  0,37  m,  also  vom  Rauminhalt  V  ^^  260  dm^, 
die  mit  n  =  1400  Umdrehungen  in  der  Minute  umläuft,  werde  mit 
Q  =  lOÖ  kg  Zuckerrübenbrei  gefüllt.    Zu  berechnen  ist  der  mittlere 

Druck 

Gleichung   1  170)   ergibt 


y    r-  r^  —  ty 
^^       10  2/7        r^ 

Nun    ist 

(^)  —  ;'.T(^/-  —  r,-)// 

uinl 

1'"^  Tcr'h  , 

VI.  Abschnitt.     Dynamik  flüBsigt-r  Körjiei 


V   in    demselben   Maß    frei 
27t  ■  0,37-  1400 


6U 


-54 


Sek 


'SSen    werden    und   * 
wird 


P--, 


105       54*  kg 

lÖ  260  2~9;8T  ~  cm*  ' 
ispiel  84.  Anzugeben  ist  die  Geschwindigkeit,  mit  der 
tnbahuEiig  fahren  lunB,  damit  anf^  einer  jwisi^ben  den 
L  befindlichen  Wasserrinne  das  Wasser  in  den  Tender  nm 
h  — ^  2,5  m  j^ehoben  wird,  für  den  Fiill,  daQ  keinerlei  Wideretäude 
autlreten. 

Aus  Gleichung  (171)  folgt 

r  =  y-2,^h'^  y-2  -9.81  ■ 


\(vg\.   Beispiel   104). 


Sek 


St 


VI.  Abschnitt. 

Dynamik  fliissiii;t>r  Kör|ier. 

a]  AuBfluB  auB  GefäBen. 

41.  Ideeller  Ausfluß  durch  eine  Bodenöffnung. 

Die  Wandungeti   eines  Geiaßfs,   dessen  FliissigWeitsspiegel 
dnnih  geeigneten  Zufluß   dauernd  auf  derselben  Höhe  erhalten 


bleibt,  mögen  aueh  dem  Bodea 
liegende  (>fiuui]g  vom  Querschnitt 
fem*  stetig  übergehen  {Fig.  140). 
Wird  die  Oänuug  so  groß  gedacht, 
daß  die  Reibung  der  ÜuQeren  Fliiaaig- 
keitsteilchen  an  den  Gefäßwänden 
das  üesamtL-r^ebnis  nur  unwesent- 
lich beeinflussen  kunn,  so  tritt,  wenn 

die   AuaflidJgesch windigkeit   ''  i,  , 


}  parallel  zum  Spiegel 
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Beiäpi*!    ro.     Aiiztirrc«!   ist   di*  *jesciiwixidigkext.    mit  der 
das  Käiilw&i.s«r  rineai  E»amp^nj.<^eiiizLieiik<3ifiiieiis.-\tor  zuströmt,  wenn 

die  darin  h^irrs^cjrfi'i'*  Spatn-^az  i-  =  'Ai      "^  betriLgt  und  die  Bokr- 


mündun^^  ä  =  5   yzw   ö  m.    ^'t^r   dem  Wa5<$^rspieg«l    des  Bnmnens 
liegt. 

Auf  d^m  Wasserspiegel  lastet  der  Atmosphärendruek,  der  bei 
niedrigem  Luli»ira:k  A^  =  1«>  =:  Wasät^rsiule  betngt,  dagegen  wirkt 
die  Dniekhuhe  «iirs  Kond^n-sator^ 

in  in  .  0.2 

/'•=-/'  =  -  =  2  m 

und   die   im  Rohr  beßn'iliche  Wassersäule  A,  =  5    bzw.    3  m.     In 
Gleichung  (176-  ist  demnach  einzusetzen 

h  =  h^  —  kj  —  /#j  ==  3  bzw.  5  m , 
damit  wird 


m 


r  =  ]  2  •  9,^1  .  h  =  7,75  bzw.  10,4  -  —  - 

'    Sek 


42.  Ideeller  Ausfluß  ans  SeitenoffimngeiL 

Steht  der  ebene  Querschnitt  der  Öffnung  senkrecht  zum 
Flüssigkeitsspiegel,  der  dauernd  die  gleiche  Höhe  behalte,  so 
gilt  die  Gleichung 

mm 

mir,  wenn  die  Höhenausdehnung  der  Öffnung  gegenüber  der 
DriKrkhöhe  h  so  klein  ist,  daß  für  alle  Punkte  die  gleiche 
Ausllußgeschwindigkeit  r  angenommen  werden  kann,  h  ist 
(lanti    (Uo    Entfernung    des    Schwerpunktes    der    Öffnung    vom 

FlflHHJ^keitsspiegel. 

Hei  grr)ßerer  Höhe  der  Ofiiiung  ist  aber,  da  die  Druck- 
UiWw  von  oben  nach  unten  abnimmt,  die  Verschiedenheit  der 
AiiHlliißg«i><<*liwindigkeit  zu  berücksichtigen,  denn  nach  Gleichung 
(I7<)):  /''  -////  wächst  die  Geschwindigkeit  vom  Flüssigkeits- 
ti\tnyi'\  nach  unten  parabeltVJrmig  an.  Doch  kann,  wenn  der 
AliMland  vom  Spiegel  nicht  zu  gering  ist,  das  zugehörige  Pa- 
nilH'lMUlck  mit  hinreichender  Genauigkeit  durch  eine  Gerade 
iiiM<l/l    vvrnhfu    und    man    rechnet   dann   mit   einer    mittleren 
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■uckhöhe  h  niid   einer  mittleren  Geschwindigkeit  v,   die   deni 
tehwerpunkt  H  der  (.>fl'uiing  entsprechen. 

Der  zum  Fiüssigkeits- 
biegel  parallele  Streifen  /'  qtn, 
lor  um  die  Strecke  z  unter- 
»Ib  des  Schwerpunktes  S  lie^ 
JFig.  142),  hat  die  Dmc.k- 
lÖhe  h  +  z,  und  die  zugehörige 
Msflußnienge  beträgt 

«'-f-V2»(*+')-'-r'V2s''-(i +  {-)*- 

^ird  der  KlamnieraUBdruek   nach   dem   binomischen   Lehrsatz 
tat  wickelt,  so  folgt 


2  4        8  *■ 


Uo  für  die  ganze  Ölfnaiig 


BTun  ist 


2:V-V-2gk  (£/•  +  l^  Xf,  -  J^^,  £/■«■  +  - . .) 


'^-sÄ')"'""- 


2^1' =Fm-,  der  (iesamtinhalt  der  Fläche, 
E/>  =  0  als  Momentensumme   in   bezug  auf  die  Schwerachse, 

2^fz^  =  J  m',  das  Trägheitsmoment  für  die  Schwerachse, 
lemnach 
1177)  Q  =  Fty2gh{l 

In  der  binomischen  Reihe  können  die  Glieder  mit  höheren 
Sxpoßenteo  vernachlUssigt  werden,  schon  aus  dem  Grunde, 
■eil  der  Zablenfaktor  nur  noch  einen  sehr  kleinen  Wert  hat; 
lieist  kann  in  Gleichung  (177)  aach  das  Fehlerglied  wegfallen, 
daß  für  Offnungen,  die  nicht  dicht  an  der  Oberfläche  liegen, 
einfache  Gleichung  gilt 
178) 


i  alle  Längen  in 


Q  =  Fit  chm, 
1  eingesetzt  werden. 


208 


Zweite  Abteilang.    Mechanik  flüssiger  Körper. 


Ist  die  Ausflußöffiiung  zum  Flüssigkeitsspiegel  unter  dem 
Winkel  a  geneigt^  so  erfolgt  der  Ausfloß  senkrecht  znr  Öffiimig»- 
ebene^  da  der  Flüssigkeitsdruck  p  senkrecht  zu  den  Gefäß- 
wänden wirkt.  Die  Ausflußgeschwindigkeit  v  hat  nun  nach 
dem  Vorstehenden  dre  Richtung  parallel  zur  Oberfläche  der 
Flüssigkeit,  damit  erhält  man   im  vorliegenden   Fall   aus  der 


V 


Fig.  143  die  Geschwindigkeit  fj  =    ."—   und    dementsprechend 
auch  die  Ausflußmenge 


(179) 


a  =     ^  -FtVlghix- 


8FW 


Fig.  143. 


Fig.  144. 


Beispiel  87.  Da  jedes  aus  einer  Seitenöffnung  austretende 
Flüssigkeitsteilchen  die  wagerechte  Anfangsgeschwindigkeit  v  hat 
und  ferner  die  lotrechte  Beschleunigung  g  erhält,  so  bewegt  es  sich 
auf  der  Wurfparabel  (Bd.  I,  Absatz  72).  Anzugeben  ist  die  Tiefe  // 
unterhalb  des  Flüssigkeitsspiegels,  bei  der  die  Sprungweite  s  am 
größten   wird  (Fig.  144). 

Da  die  Offnungen  klein  sind,  so  ergibt  sich  mit  Benutzimg 
von  Gleichung  (170) 

ferner  ist  nach   der  Fallfonnel 

Wild  liipi-in  aus  der  vorstehenden  Gleichung  <*  eingesetzt,  so  folgt 

1   ,s2       . 


H-h  = 


'i   h  ' 


also 


s=2  yXH  -  //)  .  h  . 
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Die  Strecken  li  —  /;  und  /'  können  hierin  gegeneinander  vertausolit 
werden,  ohne  daß  s  sich  ändert:  Man  erhält  stets  zwei  Parabeln 
voa  gleicher  Sprungweite  imd  nur,  wenn  /i  -=  JH  ist,  ergibt  sieh 
eine,  hei  der  auch  die  Entf'Kmung  auf  der  wagereehten  GrundÜäche 
die  grBßte  s  ==  H  ist- 

Beispiel  88.  Für  ein  Üherfallwehr  mit  recht«ekigem  Quer- 
schnitt von  der  Breite  b  =  3,0  m  und  der  Höhe  a  >=  0,20  ni  ist 
die  in  der  Stunde  überlaufende  ideelle  Wassermenge  zu  berechnen. 

Aus  Gleichung  (177)  ergibt  sich 


ha.iy^gl 


1 


=  3  ■  0,2  ■  3600 
Q^  2900  cbm. 


1/2 -9,81 -0,1(1-^-) 


Der  Fehler,  den  man  hei  Anwendung  von  Gleichung  (178)  machen 
würde,  beträgt  selbst  in  diesem  äußersten  Fall  nur  ~  i\.  Die 
Vorrichtung  dient  oft  rar  Messung  der  Wassermenge  för  Tur- 
binen usw.  (vgl.  Beispiel  92). 

Beispiel  89.  Für  den  GrundabtaB  eines  Gerinnes,  der  eine 
rechteckige  Öffnung  hat  von  der  Breite  6^  1,1  m  und  der  Höhe 
a  =  0,6  ra  ist  die  ideelle  Durchflußmenge  für  die  Stande  aniugaben, 
wenn  der  Unterschied  der  Wasserspiegel  h  =  0,4  m  beträgt. 

Der  Überdruck   auf  der  Seite   des    höheren  Wasserstandes  ist 

p  =  ^^h  —  j,  so  daß  entsprechend  der  Fig.  141  allein  der  Höhen- 
unterschied  h    in    Kecbnuag    zu    stellen    ist.     Aus    der    einfachen 

Gleichung  (17.H)  folgt 

Q  =  ab  -Y'igli  -(  —  1,1  ■  0,6  -l/F^s'sT-Ö^  •  aCOO  -  6650  cbm. 


43.  Entleerung  von  Gefäßen. 

Fließt  aus  dem   prismatischen  Gefüß  vom  Querschnitt  F^ 
die  Flüssigkeit  durch  eine  Rodenüffiiung  f  aus  (Fig.  145),  ohne 
daß  ein  Zufluß  statttindet,  so  vermludert  sich  der  l<lüssigkeitB-   , 
inbalt  des  Gefäßes   in  der  Sekunde  um  Fv,  worin  v  —  Y^ffh 
ist;  infolgedessen  sinkt  der  Flüsaigkeitsspiegel  mit  der  Anfangs- 
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geschwindigkeit  t?i,  die  aus  der  Gleichung  Fv  =  F^^^  folgt  zu 

(180)  t;i  =  ^.t;  =  V2(^^*)Ä. 

Da  nun  h  immer  kleiner  wird,  so  verringert  sich  die  Sink- 
geschwindigkeit v^  stetig,  d.  h.  der  Inhalt  des  Gefäßes  erfährt 
eine  Verzögerung. 

Nach  Bd.  I,  S.  227  ist  die  Geschwindigkeit  eines  Körpers, 

der  um  ^  ^^  i  j  gleichmäßig  verzögert  wird,  v  ==)/2gÄ,  wenn  er 

noch  um  die  Strecke  h  vom  Endpunkt  seiner  Bewegung  ent- 
fernt ist;  und  die  Zeit,  die  er  zum  Zurücklegen  der  Strecke  h 

braucht,  ergibt  sich  zu  i^  y  —  Ein  Vergleich  mit  Glei- 
chung (180)   zeigt,   daß    hier   eine   gleichmäßige   Verzögerung 

F^ 
um  g  JP2  ^o^^^^S^  ^^d  damit  beträgt  die  Entleerungszeit 


(181) 


t 


Soll    sich   das    Gefäß    nicht    ganz,    sondern    nur    bis    zur 
Höhe  //j  entleeren,  so  ist  von  dieser  Zeit  die  zur  Zurücklegung 


der  Strecke  h^  erforderliche  t 


1  TP   V       . 


K 


abzuziehen. 


F 

Fig.   145.  Fig.   146. 

Ebenso  läßt  sich  die  Zeit  bestimmen,  die  gebraucht  wird, 
bis  die  Flüssigkeitsspiegel  der  beiden  prismatischen  Gefäße  in 
Fiij;.  14(1  die  gleiche  Höhe  erreicht  haben,  wenn  zu  Anfang 
(li(»   erste  Oborfliiche   um  h^  über  und   die  zweite  um  h^  unter 


VI.  AbBchtiitt.     Dynamik   Hüisigw  Körper.  211 

ler  Gleichgewichtslage  sich  befand.     Eß  ist  in  diesem  Augeu- 
fblick    die    ÄusHußgeschwindigkeit    in    dem    YerbiDdangskaual 
=  y^nU'f  +  /ij),    ferner    nach     Gleichung   (1^0)    die    Sink- 
■  geachwiiidigkeit 


Xun  muß  die  Flüssigkeitsnienge  -F,A],  die  aus  dem  ersten 
lef»ß  ausftieBt,   gleich    der    in    das   andere   eintretenden  Ffh^ 
F, 
■■ein,  daraus  folgt  li^=  r-  ^'r    ^^i''^   d'cs   ii»  die  Gleichung  für 

ftingeeetzt,  so  ergibt  sich 

Die  im  ersten  Gefäß   befindliche  Flüssigkeit  wird   deiniiach  in 
jeder  Sekunde  verzögert  um  den  Betrag 


Ind  die  zur  Zurückleguug  der  Strecke  ki  nötige  Zeit  wird  damit 


1/2*,       F,'F. 
"  '    g    F\F,  +  F,) 


Der  Äaadruek  läßt  sicii 

n  -  h^  + ;.,  - 


eieisfaclieii,  wenn  man  setzt 
5)  _  ;,  ^_i+J< 


dann  folgt 
(182)      ( - 


f(f;  +  F,) 


KS+f) 


V- 


'2B 


Ist  die  Ausdehnung  F^  des  ersten  Gefäßes  so  groß  gegen- 

:  Ff,  daß   ^" -^  0    gesetzt   werden    kann,    wobei    also   der 

iüsBigkeitseptegel  im  ersten  Gefäß  nicht  mehr  sinkt,  so  geht 
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Gleichung  (1H2),  die  dann  zweckmäßig  za  schreiben  ist: 


F.        -r/2H 


=  ^«  }/2  ^ 


wie  von  vornherein  anzunehmen  war,  über  in  die  Gleiehong  (181) 

Infolge  der  bei  der  Bewegung  auftretenden  Widerstände 
ist  die  walire  Ausitußzeit  größer,  als  die  vorstehenden  Formeln 
angeben  (^vgl.  Absatz  44). 

Beispiel  90.  Ein  zylindrischer  Wasserbehälter  von  2>  =  8  m 
Durchmesser  und  /*  ==  4  m  Höhe  habe  eine  Entleemngsöffiiung  von 
(/  -  20  cm  Durchmesser;  zu  berechnen  ist  die  Zeit,  in  der  bei 
ideellem  Ausfluß  die  vollständige  Entleerung  erfolgt. 

Mau  orhJllt  aus  Gleichung  (I8l) 

■1         lA>Ä       /800\*i/2-4 

Wird  in  der  Formel  Zähler  und  Nenner  mit  )/2Ä  multipliziert, 
so   rr^'iht  sich 

i 

t  =  2 


—   O   ■  ^-. 

-Fr' 


wrim  mit  r  die  der  Druckhöhe  //  entsprechende  Geschwindigkeit 
ln'/,«'icliiiot  wird:  Die  Zeitdauer  der  Entleerung  ist  doppelt  >o 
^Moli.  Jils  zur  Lieferung  derselben  Menge  bei  konstantem  Wasser- 
.spi«-;.^«'!    rniti»^   ist. 

lii'i spiel  Dl.  Anzugeben  ist  die  Zeit,  die  zum  Füllen  bzw. 
|<;iill«'en'ri  «'irior  Trügschleuse  von  /j  =  45  m  Länge,  6j  =  10  m  Breite 
und  di-r  WjisserspiegeldiÜ'erenz  // =  1  5  m  nötig  ist,  wenn  mit  einem 
idi'illrii  Aiislhiü  durch  2  Offnungen  von  je  6  =  0,8  m  Breit«  ud«! 
a  -     <)..')  in    Ihilie   gerechnet  wird. 

Ks   tri  tri    hier  Gleichung  (l8l)  zu,  demnach  wird 

/,/,,/■>/,  ^      45.10     ]/2-l,5^3j,s^^^  .^^^^ 

;.„//'     f,        2 -»SO    0,8^     9,81 


44.  Wirkliche  AusfluBgescliwlndigkeit  und  -Menge. 
Bei  der  Eatwicklimg  der  I.ileichung  v  —  Y'Jt/h  für  die 
ideelle  .AufläuBgeBcihwindigkeit  wurde  dießeibung  der  Flüssigkeit 
1  den  Gefäßwänden  außer  Ansatz  gelaseen.  Ihr  EiuHuB  ist  im 
mgemeinea  klein,  immorhin  wird  die  Geschwindigkeit  dadurch 
V  auf  fi^v  verringert  und  zwar  hängt  ft^  von  der  Druck- 
lÖhe  h  ab,  derart,  daß  bei  kleinem  h  n,  =  0,96  und  bei  großem 
=  0,99  beträgt;  i,  M.  kiinn  man  jx,  =  0,97  einsetzen.  Man 
bezeichnet  (i^  als  den  Geschwindigkeitakoeffizienten. 

Bei  Gefäßen  nach  Fig.  147,   deren  Wände  aioh  nach  der 
AtisfinßöÖiiung    stetig   zusammenziehen,    strömen    die  einzelnen 
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-'■ff'..-' 


ßQSBigkeitsteilchen  in  parallelen  Stromfäden  durch  die  Öff- 
lung,  zu  der  die  Stromfäden  senkrecht  stehen,  so  daß  die 
leknudliche  AnsHußmenge  ein  Prisma  vom  Querschnitt  F  bildet, 
tat  die  Öffnung  jedoch  in  einer  großen  ebenen  Wand  angebracht, 
lo  fließen  ihr  die  einzelnen  Flüssigkeitsteilchen  von  verachiede- 
len  Seiten  zu,  wie  die  Stromlinien  der  Figur  14«  andeuten. 
Die  an  der  Wand  fntlung  kommenden  Teilchen  können  nun 
licht  plötzlich  um  90*^  umbiegen,  sondern  fließen  in  einem 
bogen  um  die  Kante  herum,  da  zn  einer  plötzlichen  Bewegunga- 
Bnderung  im  Kniek  eine  unendlich  große  Beschleunigung,  also 
ftach  eine  unendlich  große  Bescbleunigungskraft  gehört,  die 
iicht  vorhanden  ist.  Die  Strorafäden  verlaufen  in  diesem  Fall 
;  in  einiger  Entfernung  von  der  Öffnung  wieder  parallel,  ihr 
InerBcbnitt  F'  ergibt  sich  zu  u^F,  worin  .u,  als  Kontraktions- 
effizient bezeichnet  wird. 
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liei   eiuer  kreisrunden  Öffiiong   mit  scharfem   Rand  Tom 

huichuiesser  d  ist  der  Durchmesser  an  der  schwächsten  Stelle 

lU^r  hliiischnürung  i.  M,  0,8  d  und  zwar  befindet  sich  der  Quer- 

!ti'hiiitt  /•"  etwa  im  Abstand  0,5  d  von  der  Öffnung  F.     Wird 

«^.  also  nach  Figur  149  ein  Rohr  Ton  der  Länge  0,5  d 

I  angesetzt,    das   mit  leichter  Ejrümmung  Tom 

^^^  j^^  Durchmesser  d  =  1,25  d'  auf  d'  Qbergeht,  so 

1        Ti  ist  für  die  Öffnung  1^  fi,  =  1,  während  für  den 

ersteu   Fall  /i,  =  0,64  gilt     Dieselben  Werte 
treffen  auch  fQr  rechteckige  Öffiiungen  zu. 
Die  wirkliche  Ausflußmenge  ist  demnach 

(\Hl\)  §  «  ^,F.  /t^r  =  uFV2gh, 

worin  ^  der  Ausflußkoeffizient  heißt. 

Nach  dem  Vorstehenden  liegt  (i  zwischen  0,60  und  0,97, 
je  nuch  der  Ausbildung  des  Offiiungsansatzes. 


tig.   149. 


a 


!«;y-i  ■f^ji.rj^'y 


r 


?j 


s^-i 


«.«. 


1. 


J 


Fig.  150—154. 


Beispielsweise  gelten  far  Figur  150  die  folgenden  Werte: 
Winkel  d      r        0«      of«     IH«  22^""    45«    67|«    90^ 


0,83    0,94    0,92    0,85 


Knute  (/  seharf, 

/  =  a  (/ 

Kante  (/  stark  runi   ^^p-     ^95    o.92    0,88    0,75    0,68    0,63 

Kür  Figur  löl   gilt   die   nachstehende  Zusammenstelloiig: 
Kaute  ü  scharf. 


/=1  2d-dd     \2d 

u  =  0.88        0,82        0,77 


Kante  schwach  rund. 


Kante  <tark  rund 


u  =_-  0.90 
u  =  0.97 
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Für  Figur  152  ist  zu  nebraen  bei  l  =  ä  und 

d  =    {}"     •22^"     45»     67i"     90": 
^u  =  0,54     0,55     0,58     0,60     0,63. 
Für    Fig.  153,   die    nahezu    der    Fig.   149    entspricbt, 
^  0,97. 


isi 


Bei  Fip.  154  tritt  der  Strahl  besenforniig  erweitert  aus 
und  bleibt  in  der  Acbso  hohl;  fi  schwankt  je  nach  den  Ab- 
tnessungeu  des  AusHußstückes  zwiaeben  0,90  und  1,5. 

Beispiel  92.     Für   das   in  Beispiel  88  angegebene  überfall- 
wehr ist  die  tatsächliche  übfirlanftnengB  und  Wasi^ergescbwinJigkeit 
berechnen. 
Ea  gilt  hier  f»  =  0,!>7  ■  0,64  =  0,62,  damit  erhält  man 
Qi  =  0,62  ■  Q  =  0,62  •  2900  =  1800  ehm. 
Die  Wasaergescbwiniiigkeit  im  Gerinne  ist 
_       Qi      _  1800 

""SGÖOF^SeOO-  3  ■  l 
Beispiel  93.  Die  in  Beispiel  90  berechnete  Ansäoßzeit  eines 
"Wasserbehälters  ist  ■ixi  berichtigen  unter  der  Annahme,  daß  sich 
nur  eine  kurze  Rohrleitung  anschließt. 

Ea  ist  dann  n  ^  0,75  einzusetMn,  demnach  wird 


,  =  0,833  ^ 
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45.  Räckwirkong  aasflieSender  Flössigkeiten. 
Auf  zwei   beliebig    herausgegriffene,    einander   gegenüber' 
liegende  parallele  Waudflächen  Fem*  eines  Gefäßes  (Fig.  löö) 
äie  vom  Finssigkeit.'^spiegel  dieselbe  lotrecht«  Entfernung  h  m 
lisben,   wirken   nach   Absatz   'W    die 
igleichen  Druckkräfte 


p4)  A-^/f. 

sich  gegenseitig  aufheben.  Die 
Q^enkräfte  alier  dieser  Druckkräfte 
Tsr^nl^Ben,  daß  die  Flüssigkeit  im 
Sieichgewicht  bleibt. 


f  -£■- 
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<-  ■ 


je 


Be  .  -.  •-        ^rrrü:.  so  verschwindet,  die 

Durclij'  ._  '    -     ^-^i  gestört,  und  im  Be- 

der  EJ!  :-^^-■-:   ziit  einer  Geschwindig- 

schnitr  -   ^  -i.zer  Sekunde  austretende 

.  7r   und    demnach    die   in 


»i:«.  .:!-  Misse  mit  der  Geschwindisr- 


(1^-  H»TCer 

-  ;ä«    ^_  ,. ;  ;=Masse-Beschleunigunü:. 


1    y 

-    --  r.  ■.>s  iir.rsstrahl  auf  ein  Hindernis 
r,.    {:.\.vr-:.\   .lu:   das  Gefäß  ist  niK'h  dem 
■    ^'.n:;^  xni   -':>:■=  u^^ Erkling  derselbe:    Eine 
^-.^ij  :    ■    :   auf  das   ruhende  Gefäß 
,^.    i^T  ^'.eA-h  dem  2/x^^-fachen  der 
>^  .^  j  '.:  Ä'.::  die  iresi-hlossene Öffnung 
^  .        X,       y-:?    vraktische   Zwecke    wird   die 
^  •.-1^-  "*»:  >.*  ^:ormt,  daU  sieh  der  Faktor /ijw. 


••     * 


.*■*»■': 


X 


.  k 


:::.:    1^0    gelten  nur  für  den  Fall, 

.^*     ->i>ir  '  ■      *.^^'    ^'^   trei   beweglich,    so   wird  e> 

^.^••K^  ^^'"^      ^ '    ^^•'''"^""iJ   ausweichen    mit    einer 

^*.:,    .  «*    "■    ><'"-'ii"r'ingszustand   den    Wert  c  hat. 


« 


n       t  ■ 


;  10 


,',,.«  ^'''(.«i'-c)- 
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Leistimg,   die  zur  Beweii;img   des  Gefäß 


■  10 


liFvi(x,v 


-  cjc. 


■wird  0,   wenn   r  =  0   ist,   und    auch   wieder   für  c  =  ;iji!. 

r  größte  Wert  von  L,  bei  dem  also  die  Kraft  P  am  besten 

iBgenatzt  wird,  ergibt  sich  für  eleu  Mittelwert  c  ^  Jf*,!'.  denn 

Produkt  (^,  ('  —  p)  ■  c  kann    dargestellt   werden    durch   ein 

[eehteck,  das  den  größten  Inhalt  hat,  wenn  alle  Seiten  einander 

leich  sind  (vgl.  Beispiel  87). 

Die  vorstehenden  Darlegungen  treffen  auch  zu,  wenn  die 
ämng  F  nicht  wie  gezeichnet  lotrecht  steht. 

el   94.     Ein    Scbiö',   das    bti   der   Fahrgfsch windigkeit 
^    (Bd.    I,    S.    'J-2-2)    einen    Widerstand 


Stund) 
—  4800  kg  erfthrt,  soll 
tdureh  angetrieben  wer- 
I,  daß  eine  Zentrifugal- 
'  Wasser    aus    den 
Uten  Öffnungen     hinaus- 
ickt,  das  sie  von  unten 
jaugt  (Fig.  166).     Zu 
1  ist  die  Größe 
'   Offnungen,    die 
ielungderentspreobeu- 
Wassergeschwindig- 
t  nOtige  Pressung  und 
I  Eugehörige  Leistung  der  Pumpe, 

Der  Wirkungsgrad  ist  der   giinstigsti 
b  mit  ftj  =  0,97 


r  c  ^  i  /i^v,  dies  t 


-2c 


2  •  4.75 
0,97^  " 


.  folgt   aus    Gleichung  (187),    wenn    bei    vorteilhafter  Form- 
mg  der  Offnungen  ^  =  0,95  eingesetzt  wird, 

10g    P  10  ■  9,81  -  4800     _,„^.„       a 

■ ;.  -  fi  -  u  .  c  ~  1  ■  0,96  .  9,8  .  4^5  "    """ ' 
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beträgt,  während  eines  Zeitabschnittes  t  Sekunden   die  Menge 

(173)  (?=  ^^FvtUier 

aus.    Denn  da  der  Flüssigkeitsdruck  an  allen  Stellen  einer  zum 

Spiegel  parallelen  Ebene  derselbe  P  ^^TrJ^  ist,  haben  auch  alle 

in  derselben  Ebene,  also  auch  die  im  Querschnitt  F  befind- 
lichen Flüssigkeitsteilchen  die  gleiche,  senkrecht  dazu  gerichtete 
Geschwindigkeit. 

In  derselben,  klein  angenommenen  Zeit,  wo  unten  die 
Menge  Q  austritt,  muß  oben  am  Flüssigkeitsspiegel  vom 
Flächeninhalt  F^  die  gleiche  Menge  mit  der  Greschwindigkeif  r^ 
heruntersinken;  hieraus  folgt 

Fit  =^       F  r  t 

oder 

(174)  F'V^^F^'V^. 

Das  Arbeitsvermögen  der  austretenden  Massem  ist  A^^^mv 
und  das  der  an  der  Oberfläche  niedergehenden  A^  «=  i-witJ^*;  durch 
das  Sinken  auf  der  Strecke  //  ist  also  das  Arbeitsvermögen  ge- 
stiegen um  den  Betrag  A  —  ^l^  =  ^m (v^  —  v^^),  der  gleich  der 
hierbei  veiTichteten  Arbeit  sein  muß: 

^ m  (v^  —  i\^ )  =  mgh, 

F 

Wird   hierin   aus    Gleichung   (174)   eingesetzt   ^1=  ^_^   -t-j    so 

folgt 

demnach  die  Ausflußgeschwindigkeit 

(175)  y  =    ■    '  -  ■"-  » 


1/'-©' 


die    als    idoelle    bezeichnet   wird,   weil   infolge    der  Reibungs- 
verluste usw.  die  wirkliche  kleiner  ausfällt. 


VI.  Äbaclioitt,    Dynamik  öüasiger  Körper,  2. 

Mit  fii  =  0,97   und  fi  =  0,95   wird  nach  Gleichung  (186) 
1  ■  0,95  ■  "^  ■  0,8'  ■  17,3 


46.  StoBdruck  der  FIuBslgkeiten. 
Bereits  im  vorhergebeuden  Absatz  wurde  der  Druck 


P=3(it^Po=2.Uif( 


hF 


derjeuifi^e  angegeben,  den  ein  FKisaigkeitestrabl  auf  eine 
rallel  zur  Öffnung  /''  t'ntjzegenetehende  ebene  Wand  ausübt, 
■VorausgeBfltat  ißt  dabei,  daß  die  Wand  binreichend  groß  ist, 
am  eine  Tollständige  Ablenkung  aller  Fl  (Isaigkeits  teil  eben  um 
90"  zu  bewirken.  Hat  die  Wand  nur  deu  doppelten  Durch- 
messer des  Strahles  und  befindet  sie  sieb  au  der  Stelle  der 
größten  Zusammenziehung,  so  ist  der  Zahlenwert  2  durch  1,5 
zu  ersetzen,  bei  einer  Ebene  von  gleichem  Durchmesser  wie 
der  Strahl   sinkt  er  unter   sonst   gleichen  Bedingungen   auf  1. 

Bewegt  sich  die  ebene  Wand  mit  der  Geschwindigkeit  c 
m  der  Richtung  der  StrablgeBchwindigbeit  .Uji-,  so  gilt  wieder 
■Gleichung  (187). 

Wird  der  Strahl  durch  entsprechend  gebogene  Flächen 
gezwungen,  nach  dem  Auftreifen  wieder  in  entgegengesetzter 
Richtung  zurückzufließen  (Fig.  158),  so  ist 
der  Stoßdruck   beim  Aoftreffen   nach  Glei-  ,  .  — ^-  \_n 

chung  (187)  P'=  »ifftjf  — c);  beim  Zurück-     ^^    "      ^ 
gehen  in  entgegengesetzter  Richtung  ist  die 
Rückwirkung  auf  die  ausweichende  Wand, 
da  die  Masse   und  die  Geschwindigkeiten  dieselben   geblieben 
sind,  ebenfalls  dieselbe.    Mau  erhält  somit  als  Gesamtdmck 


(189) 


^•2m{(i,v^c}. 


Beispiel    96.      Zu    berechnen    sind    die    Abmessungen,    die 
Leistung  und    der  Wirkuagsgrud   eines    einfachen  unterauhlächti^en 


irjo 
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WaH«f»rra(les  für  ein  Gefälle  von  h  =  0,8  m  und  die  größte  Wasser- 

tuf'M^o,  Q  ^  2         ,  das  w  =  9  Umdrehungen  in  der  Minute  machen 

oe& 

^oll  (Fig.  159). 


Fig.  159. 

Man  wählt  als  größten  Hub  der  Spannschütze 

a  =  J  //  =  -J  •  0,8  ~  0,25  m, 
«lainit   ♦•rfril>t   sich  die  mittlere  Druckhöhe 

//  =  //  -u  1.^,  =_-  0,8  +  0,125  =  0,925  m, 
also  di«^   ide«*lle  AusHußgeschwindigkoit 


r  =.  y2ffh'  =  V2  .  9,81  •  0,925  =  4,12 


m 
Sek 


Im»'  ^n'iMstigste  Ausnutzung  tindet  statt  bei  der  mittleren  ümfangs- 
^M^iclivvindigkeit  des  Rades 

c  =--  },  uj  r  =  .V  •  (>,95  •  4,12  =  1,96    ^ 


Sek' 


daijm.s    tolüft    der   mittlere   Durchmesser 


.       (iO<        60  .  1,96         ,     , 
J>  =  =  =  4,17  m 

7TH  TT  '   \) 

und   man   entnimmt  der  Figur  den  äußeren  Durchmesser 
j)  =.  />'  +  2a  =  4,17  +  2  .  0,25  =  4,67  m. 
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1  das  Wasser  tlas  Raji    nur   zur  Hillfte   füllen    soll,  'so  wird  die 
diaufeltiefe 

a^  =  2'i  =  0.5  m. 
Aus    der    Gleichung    V  =  fi  Vrt    folgt    der    Querschnitt    der 
ihtttzenö&nung  mit  n  =  0,8  zu 

K=  « 


0,8  ■  4,1 


-0,ßl  um, 


)  die  Breite 


0,25 


.  =  a.44  I 


und  damit  die  Radbreite   li  -—  2,5  in. 

Der  Stofldruck  ist  nach  Gleichung  (187) 
Q        _2000 
~  ff  '  '■  ~  9ßl  ' 
und  somit  die  an  der  Badwelle  gelieferte  Leistung 
_  400.  1,96 -0,90    __„, 


■  1,!I6  •=  400  kg 


N  = 


75 


75 


ux  j;'  =  0,90  die  Lagerreibuug  usw.  berücksichtigt. 
Die  zur  Verfügung  stehende  Leistnng  ist 

1^  .  /.        2000  ■  U,8 


"         75 


75 


^  21,3  PS, 


=  0,44 , 


also  der  Gesamt  Wirkungsgrad  des  Hades 
N         9,4 

der  dadurch  noch  herabgesetzt  wird,  daß  der  Stoß  gegen  die 
Schaufeln  nicht,  wie  gerechnet,  gerade,  sondern  schief  erfolgt. 
Letztere  werden  geknickt,  damit  sie  senkrecht  aus  dem  Wasser 
tauchen,  weil  sonst  dabei  Rückwirkungen  des  Wassers  auf  sie 
stattfinden,  die  den  Wirkungsgrad  noch  weiter  verringern. 

Beispiel  97.    Zu  ermitteln  sind  die  Abmessungen,  die  Leistung 
und  der  Wirkungsgrad  einer  Hochdrucktnrbine  (Peltonrad)  für  ein 

nutzbares GeRlUe  von  h  =  140  m  und  die  W aase nnenge  9=  340  ^ 


Sek' 


die  n  =  öÜO  Umdrehungen  in  der  Hinute  macht. 
Die  ideelle  Ausflnßgesch windigkeit  betrögt 

v^y2!/k=^  V^"- 9^87^140  =  52,5^. 
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somit  die  günstigste  Umlaufgeschwindigkeit 

c  =  ifh^  =  i  •  0,96  .  52,4  ~  25  ^^ 

imd  der  mittlere  Durchmesser 

^       60c       60-25       ^^,, 
D  =  =  — - -—  ==  0,955  m. 

Tcn        n  '  500 

Aus  der  Gleichung  Q  ==  ^^fiFvi  JAter  folgt  der  Düsenquer- 
schnitt mit  fi  =  0,85 

_         lOQ  10- 240         _       , 

JP  =  =      —  =  54  cm*; 

0,85  ■  V       0,85  •  52,4  ' 

gewählt  wird  eine  rechteckige  Öffnung  von  der  Breite  6  «=  12  cm, 
damit  ergibt  sich  die  Höhe 

Die  Radtiefe  wird  zu  a^  =  11  cm  angenommen.  Die  Rad- 
breite»  wird,  damit  der  nach  Figur  158  zurücklaufende  Strahl  gut 
umkehren  kann,  zum  3,5 — 4  fachen  der  Strahlbreite  gewählt, 
also  etwa 

B  =  3,75  h  =  3,75  •  12  =  45  cm. 

Damit  der  Strahl  die  Schaufeln  richtig  füllt,  ist  ihre  Ent- 
fernung etwa  das  Doppelte  der  Strahlstärke 

t  r^  2a  =  d  cm, 

daraus  erhält  man  die   Schaufelzahl 

2="^^^  =  334  ~  36. 

2a  ^ 

Die  Turbinenleistung  beträgt  nach  Gleichung  (189),  wenn  die 
Verluste  durch  Lagerreibung,  Widerstände  der  Reguliervorrichtung  usw. 
dureh   t/^-0,90  berücksichtigt  werden, 

. .     ^"'  •  n  ^,.9.  ,. .  ,  .   1   =  '^%:^^'  -  365  PS. 
75  (j  '     75  9,81  .  75 


I ..' 


Die   verfü<:bare  Leistung  beträgt 

<?  . ;,  ^  240O140  ^ 
^         75  75  ' 
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also  der  Gettamtwirkungsgrad 


450 

»b)  Bewegung  in  Bobrleituugen. 
47.  Hydraulischer  Druck. 

Auf  jedes  cm^  des  Flüe ei gkeits Spiegels  vom  Flächen- 
inhalt i^o  wirke  eiu  äußerer  Druck  p^  (der  etwa  vom  LutV 
druck  oder  dgl.  herrührt J,  auf 
den  unteren  Spiegel  wirke  ein  ähn- 
licher Flachendruck  j),  (Fig.  IßO). 
Man  kann  sich  beide  ersetzt 
denken  durch  Flüssigkeitasäulen 
von  den  Höhen 


und     li. 


Fließt  die  Flüssigkeit  aus  dem 
unteren  Rohransatz  mit  der  Ge- 
schwindigkeit Vj  uns  und  sinkt 
die  Oberfiüehe  F^  mit  der  Ge- 
schwindigkeit t'Q  nach,  HO  gibt 
der  Satz  vom  Arbeitsvermögen 
wenn  mit  H  der  augenblickliche 
Höhenunterschied  beider  Flächen 
bezeichnet  wird, 

daraus  folgt 

(190)  ü.*=  v^''+-2g{H  -i-  h^-  /(,) 

Im  Querschnitt  F,  der  vom  oberen  Flüasigkeitsspiegel  die 

Entfernung  h  hat,    bestehe  der  FlöBsigkeitsdrack  p      ,,  der  in 

lÜ»  ^"^ 

flüesigkeitahöhe  umgesetzt  //  —  — -  m   beträgt,    und    die  Ge- 
schwindigkeit V,    dann    ergibt    der    Satz   vom    Arbeitsvermögen 
i=ar  die  im  unteren  Rohratück  befindliche  Flllssigkeit 
ri91)  ,-,»=t-»+2.f/[(H-A)+A'-A,]. 
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Wenlen  beide  Ausdrücke  für  die  Ausflußgeschwindigkeit  r, 
einander  gleich  gesetzt,  so  folgt 

r- -  «0*  =  2r;[i //  -  Äo  -  h,^  -  (H -  h  +  h' -  h,-)] 
oder 


—5/ 


also 

Während  die  ausHießende  Flüssigkeit  auf  das  Gefäß  einen 
Rückdruok  ausübt,  der  wesentlich  größer  ist  als  der  statische 
Druck,  ist  der  Flüssigkeitsiiruck  in  einer  bewegten  Flüssigkeit 
in)  allgemeinen  kleiner  als  im  Fall  der  Ruhe. 

Man    bezeichnet  //   als    die    hydraulische    Druckhohe 

und  den  Ausdruck    r-    als    Geschwindisckeitshöhe.     Damit 

ergibt  sich  der  Satz:   Die  hydraulische  Druckhöhe  h'  an  einer 
bostinimttMi  Stelle  einer  Leitung  ist  gleich  der  hydrostatischen 

Druckhöhe  //«  +  //  vermindert  um  ^^    —  ^  ,  den  Lberschuß  der 

0  2//      2g' 

iJcsthwiiuligkeitshöhe    für    die    betrelFeude   Stelle    über  die  an 

(1(M*  ()l>erHäche. 

Sic  kann  direkt  gemessen  werden,  indem  an  der  betreffeu- 
(Icn  StcUc  ein  dünnes,  lotrecht  stehendes,  oben  offenes  Rohr 
jiii;^i'S('t/t  wird,  in  dem  die  Flüssigkeit  dann  um  die  Höhe// 
;iiisi(»i«irt.  Da  sowohl  der  Flüssi^^keitsspiegel  als  auch  der  obere 
<JiM'rs(  hiiitt  tlrr  Proberöhre  unter  dem  Einfluß  des  atmosphä- 
riüi'hrn  Druckt'S  stehen,  so  erhält  man  hierdurch  nur  den 
liwIniuIischiMi  l'herdruck  über  die  Atmosphäre.  Ein  etwaiger 
L'fili'niruck  ist,  dadurch  zu  messen,  daß  das  Rohr  nach  unten 
^ft'\tn^ri\  uinl  und  in  ein  ToUes  Uefäß  eintaucht;  die  Flüssig- 
I  I  lt.  ii'i'^l  (IsitiM  aus  dem  unteren  Gefäß  um  den  Betrag//  in 
»\t  tu    fiolnrohr   üu. 

\tt'i  l)i'n»iis  mehrfach  benutzte  Zusammenhang,  die  in 
t  litt  I     .-.«•.KiiimI«'    den    Qu(M*schnitt    der    Leitung    durchfließende 


VI.  Abnchnitt      Dyiiftmik  flÜBaiger  KOrper. 
'enge  ist  überall  dieselbe, 

iefert  beim  Eineetzen  in  Gleichung  (192) 


193)  h'  =  lu  +  /i  -  .       1 

2fl  L 

Ist   wie    gewöhiiliph  /•'  ■<  F^ 


-m 


bleibt   das    letzte  OUed 

allen   Umständen    negativ,    die    hv dran li flehe  Druckhöhe 

;  entsprechend  kleiner  als  die  hydrostatische.    Ist  F^  F„,  so 

&llt  die  DiiFerenz  der  Geschwiiidigkeitshöhea  gänzlich  herans, 

einem    zylindrischen    Kobr  ist    die    Geschwindigkeit    Überall 

ieselbe,  auch  wenn  ea  senkrecht  steht.    Ist  Z'' >  F^,,  so  wird 

hydraulische    Druckhöhe    größer    als    die    hydrostatische. 

Sie  kann   auch  Null  und  sogar  kleiner  als  Null  werden, 

renn  der  Unterschied   der  Geechwindigkeitshöhen  gleich  oder 

Jeiner  ist  als  die  hydrostatische  Druckhühe.    Der  Fliissigkeits- 

■uck  p    würde    dann    Null    sein    oder   gar   negativ    ausfallen, 

.  h.  es  würden  im  letzteren  Fall  Zugspannungen  in  der  Flüssig- 

leit  aufbreten,  denen   sie  nuturgemliQ  nicht  standhalten  kann: 

Ke  FlUssigkeitssäule  reilit  ab  und  es  entsteht  ein  leerer  Raum 

wischen  den  beiden  Trennungs flächen,  in  dem  der  Druck  p  =  0 

«rrscht.     Die  Gleichungen  {19(1)  bis  (193)  verlieren  also  ihre 

[ültigkeit,  weuji  h'  büw.  j»  =  ("I  ausfallen. 


Wird  in  die  Ausgangsg 
geht  sie  über  in 


■ichung  (190)  rg=     '   '  eingesetzt, 


K 


(l-p!)-^M^^ 


-M- 


-  jp  ,- 


'ird  in  Gleichung  (191)  eingesetzt  i 


^31^  + Ao- A,) 


F  ■ 


so    ergibt   sich 


■2g{H-h  +  h-~\) 


hnlKh.  Uwlwnik-   n. 
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Durch  Gleichsetzen  beider  Ausdrücke  erhält  man 

H~h,-  K)  (1  -  p/)  =^.H-h^  h'  -  h,)  (l  -  ^5, 
also 


■  *'  ( 1  -  ^  q 


oder 

F-~I\'  H^h,-h,      \F,^      F*)' 

demnach 

094)  F'-^^H-h  +  h'-  h,  .     _FS 

H +  },,-),,      V      F*) 

Das  ist  die  Querschnittsgröße,  die  die  Stelle  F  haben  müB, 
wenn  dort  bei  sonst  gegebenen  Abmessungen  und  Druekhöhen 
der  hydraulische  Druck  //  bestehen  soll.  Die  Größe  des  Quer- 
schnittes F,  bei  der  die  Flüssigkeitssäule  abreißt^  erhält  man^ 
wenn  hier  //  =^  0  gesetzt  wird. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  die  Flüssigkeit  dann 
durch  den  Querschnitt  F  bewegt,  folgt  aus  Gleichung  (193) 
für  //'  =  0  zu 

^^  0 

worin  F  ans  Gleichung  (194)  einzusetzen  ist,  denn  größer  kann 
die  Geschwindigkeit  nicht  werden  als  beim  Austritt  in  den 
leeren  liaurn,  gleichgültig  ob  F  den  Grenzquerschnitt  hat  oder 
einen  kleineren  i^';  im  letzteren  Fall  würde  nur  die  gelieferte 
Flüssigkeitsmenge  entsprechend  geringer  ausfallen.  Allerdings 
ändert    sich    dann    mit  F'  die   Ausflußgeschwindigkeit   x\,  sie 

F' 

folgt  aus  der  Gleichung  i\  =        t\     Die  Bestimmung   aus  der 

Formel  }\  =  Y'Jffi  fl  +  Iiq-  h^)  würde  einen  falschen  Wert  er- 
geben. 

Beispiel  98.  Eine  Plungerpumpe  vom  Hub  5  =  25  cm  und 
dem  Kolb<MKlurclune>ser  />  =  20  cm  habe  im  Fundamentrab JQWi 
einen  Win<lkes>el,  von  dem  die  Steighöhe  bis  in  den  Pumpenkörp^r 


\ 
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in  scblie  Blich  dos  Ventil  Widerstandes  A,  =  0,5  betrage,  der  mittlere 
Parchmesser  dieses  Stückes  werde  zu  d^  '=  30  cid  angenommen; 
uan  scbließe  sich  eine  S&u^^leituDg  vun  der  Länge  ^  ^^  20  m  and 
Dnrchmesfier  dj  =  17,5  rm  mit  der  Saughöhe  A,  -=  5  m  bb 
1  Wasserspiegel  des  Windkessels.  Zu  berechnen  ist  die  größt- 
bSgliche  Förderleistung,  ohne  daß  Wassers chl Hg e  auftreten. 

Der  Grenzwert  wird  erreicht,  wenu  in  Gleichung  (^193)  h'  ^=  0 
tsetzt  wird,  da  bei  weiterer  Steigerung  der  Kolhengeschwindig- 
Bpit  c  Abreißen  der  angesaugten  Wassermenge  vom  Kotben  eiütritt. 
"  "it  zu  beachten,  daß  die  Saughöhe  // —  Aj  +  ftj  negativ  in 
technung  gestellt  werden  muß,  die  noch  um  li^  vergrößert  wird 
ircb  die  in  der  Eohrleitung  auftretenden  Widerstände  (Äb- 
'  und  49)  und  ferner  durdi  die  Druekhßhe  \,  die  nun 
Beschleunigen  der  bei  jedem  Sanghub  in  Bewegung  zu  setzenden 
Wassermenge  uiitig  ist 

Nach    Bd.   I,    Absatz    65    ist    die    Kolbengeschwindigkeit    bei 
einem    beliebigen    Kurbelwinkel  azc  =  y(sino  ±  j^,siu2ii;),   wenn 

V  ^  _  die  konstante  Kurbelgeschwindigkeit  bezeichnet  und  das 
Seh  übst  an  gen  Verhältnis  das  üblieha  J  ist,  und  die  Kolbenbeschleunignng 
q  ^=  (cos  K  i:  i  cos  2  u).  Die  Beschleunigung  in  dem  kurzen  Saug- 
rohr ist  gleich  der  des  Kolbens  multipliziert  mit  dem  Verbältniä 
der  Querschnitte  '/,  = 


;  das  Produkt  heider  ergibt 

-'^^''^'-r.    di..    nur 
103 


beschleunigende    Masse     ist 
Beschleunigung  ei^ 


forderliche  Kraft   P=  '      '-^ ,    die    nur    durch    die    Fläche    F.    zu 

10<j 
dividieren  ist,  um  den  Bescbleunigungsdruck  zu  erhalten,  der  durch 

Multiplikation  mit  —   au!'  Dnickhöbe  umgerechnet  wird: 

10      y        F  h.  F  h, 

".^y-io'r/j-'p.;- 

In  der  langen  Saugleitung  bis  mm  Windkessel  ist  die  Geschwindig- 
infolge   der  Wirkung  des  Windkessels  konstant   und  swar 
■J 
ipricht  sie  der  mittleren  Kolbengeachwindigkeit  c^=       v\   dem- 


F   2 
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Nun  ergibt  Gleichung  (193)  für  die  Strecke  bis  zum  Wind- 
kessel, wenn  K'  die  der  darin  bestehenden  Spannung  entsprechende 
Druckhöbe  ist, 

/'" = "o  -  h  -  K  - ;;  ( 1  -  f^;) 

und  für  den  letzten  Teil  der  Leitung 

//  =  0  =  h"  -  h,  -  *^*  (' 1  -  l\)  -  h. 

Hierin  ist  noch  zu  setzen 

•»'  '^       '•*  2000»       3«» 


*-=i^(^+^'+^^:)=2,(«'^+^'^+«'^^i? 


worin  f  den  Einlaufswiderstand,  A  ^  den  Reibungswiderstand  an  den 

«1 
Rohrwänden   und   f'   den    der   Krümmer  usw.    berücksichtigt    (vgl. 

Absatz  48  und  49). 

Durch  Elimination  von  //'  folgt 

wenn  beachtet  wird,  daß  der  Brunnenquerschnitt  F^  gegenüber  dem 
<les  Saugrohres  F^  sehr  groß  und  die  Oberfläche  F^  des  im  Wind- 
kessel stehenden  Wassers  etwa  die  7 -fache  des.  Querschnittes  F» 
des  eintaurhenden  Rohransatzes  ist. 

F  F 

^^  erden  hierin  die  Werte  für  q^  ^\=  wp  ^m  "^^  ^2  ^^  t:^  ^  ®^"' 

gesetzt,  so  geht  die  Gleichung  über  in 

/  F   '^     \^  /  F    \^  F  h^ 

2.'/(\  -  ''i  -  /'.^  =  4  (  ^,    ;  v)  +  0,98  (^  v)  A*+4  y  "^  v'B. 

wenn   abgekürzt   geschrieben  wird 

A  =^  sin  (c  J3  j^^j  sin  'Ja'     und      B  =  cos  a  ±  i"  cos  2a. 
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Daraus  folgt 


t;»- 


2KÄo-*i-*») 


'$f:+o.9,^.f.+-4i,i.5; 


n 


tj  8    C?2 

2  .  9,81  .  (10  —  5  -  0,5) 


%^  \17,5/         '  \30^ 


88,2 


2,77  +  0,194^*+  3,56i^ 
Für  die  verschiedenen  Winkel  erhält  man  nun 


^    0,25  \30/ 
88,2 
C 


a  = 
V  = 

60  6' 


0^ 
0,000 
0,000 
1,200 
7,04 
12,5 
3,54 


n  == 


=   270 


10<> 
0,208 
0,043 
1,173 
6,95 
12,7 
3,56 

272 


20  ö 
0,406 
0,165 
1,093 
6,68 
13,2 
3,64 

278 


30® 
0,587 
0,345 
0,966 
6,27 
14,1 
3,76 

288 


90® 
1,000 
1,000 
0,200 
3,67 
24,0 
4,90 

374. 


ns 


Maßgebend  ist  nur  die  Totlage,  wo  die  Kolbengeschwindigkeit 
e  =  0  ist.     Man  erhält  dafür  die  Fördermenge 

y    ^  ^9    ^         1    ^  ^^Q       «-     270         ^^^  Liter 
Q  ==  -r       j)2g  20*  •  0,25  .    -^  ~  1050  —     • 

^       10  4  2        10  4  '  2  Mm 

Beispiel  99.  Zu 
berechnen  sind  die  Ab- 
messungen und  der  Wir- 
kungsgrad eines  Ejektors 
(Fig.  161),  der  in  der 
Sekunde  Q=10\  Wasser 
die  Höhe  Äg  =■  3  m  an- 
saugt und  die  Strecke 
//j  =  2  m  hochdrückt  und 
dessen  Druckwasser  die 
hydraulische  Dnickhöhe 
Ä  =  30  m  besitzt.  Die 
Geschwindigkeit  im  Saug- 

m 
röhr  betrage  v«  =  3  _,  ,  , 

Sek 
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die  im  Ausflußrohr  ?••  =  3  ;^  ,    und  die  im  Druckrohr  t?«  =  1  ^-,  ■ 

*  Sek  °  Sek 

Aus  Gleichung  (193)  erhält  man  die  erforderliche  Druckhöhe 

im  Ejektorgehäuse 

Ä'="o-'',- 2*^  +  0=  10-3-    -'g*^^~6.5m 

und   damit  die  Gesch^vindigkeit   beim  Austritt   aus   der  Druckdüse 
V  ==  ftjy^gQi  +  hQ  —  h')^  0,97  /2  •  9,81  •  (30'+'lC)  -  6^)"=  24,8  ^ 


Sek 


Das  Druckwasser  trifft  also  mit  großer  Geschwindigkeit  auf  das 
angesaugte.  Der  Stoß  ist  als  gerader  zentrischer  Stoß  zwischen 
unelastischen  Körpern  aufzufassen. 

Nach  dem  Satz  von  der  Erhaltung  der  Bewegungsgröße  (Bd.  I, 
Absatz  88)  ist  nun,  wenn  mit  m  die  sekundlich  bewegten  Massen 
bezeichnet  werden, 

mv  -\-  m^V2  "^  m^v^  =  (m  +  W2)t7j, 

daraus  folgt  die  Geschwindigkeit  in  der  Mischdüse 

m 

-    t;  + 17, 

^  hl 

die  aber  mit  Rücksicht  auf  die  Reibung  an  den  Düsenwandungen 
mit  dem  Faktor  fi^  ^^  0,95  zu  multiplizieren  ist. 

Nun  hat  das  Druckwasser  vom  Arbeitsvermögen  4^mv^  die 
Wassermeuge  wi«  um  Jiq  —  h\  die  Wassermenge  m^  =  m  +  ntj  um 
//j  zu  lieben,  und  zwar  hat  letztere  in  der  Mischdüse  noch  das 
Arbeitsvermögen  4  wi^dtt^r^)^;  clazu  kommt  noch  der  Stoßverlust 
(Bd.  I,  S.  329) 


Somit  gilt 


1      mw?o     /  so 


,)   mr-=  m^(/(lfQ  —  h')  +  (m  +  i)i.^)!/h^ 


1    /         .  /  9.1        Wf«, 


m 
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oder  nach  Division  durch  ^m^  und  Einsetzung  von  v^ 

_j_  .     ^ . 

m  m 

+  1  — +1 

Dies  ergibt 

/  tw  \  r  ,        .  _.      1     " 

=  0 


oder  abgekürzt 
also 

worin  beträgt 

A  =  24,8*(1  —  0,95*)  —  2  •  9,81  •  2  -=  59,9  -  39,2  =  20,7, 

B  =  9,81(10  -  6,5  +  2  •  2)  +  24,8  •  3(1  +  0,95*)  —  ^-  3*  =  210,4, 

^-=2  .9,81(10  —  6,5  +  2)  — 0,95».  3*=  99,8. 

Hiermit  folgt 

m        2 1 0,4       1  /rrTT  Ö  9^ 


w        5       l//-B\*       C 


nij 


210,4        1/  99,0 

=   2Q  ■-  ±  P   103,2  +  ^^'^  =  10,16  ±  10,40  =  -0,24 


Nun  bestimmt  sich 

_  0,24  •  24,8  +  3  _  m 

'i~       0,2r+'l"      ~^'^^Sek' 

Aus  der  Gleichung 

4  ^2 

erhält  man 

,       1  /  4      m      0  1  /  4~    ~         10 

d^y *^  =  10  .  0,24  .  -  1,1  cm, 

^     TT     Wo      r  '     :r  248 
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ähnlich  wird 

<L  =-  |/  —  •  =  10  1/       •    -  —  6,5  cm, 

l)or  Wirkungsgrad  beträgt 

Ort.  +  Äs)  3  +  2 

^  m  ^,  0,24- 30  ^°* 


YHj 


48.  Einfluß  plötzliclier  Qnersclinittsänderimgen. 

|)i(«  in  den  vorhergehenden  Absätzen  hergeleiteten  Glei- 
oUun^on  illit^r  den  Ausfluß  und  die  Bewegung  von  Flussig- 
1^01  tru  Nviirdt'u  mit  Hilfe  des  Satzes  vom  Arbeitsvermögen 
»*h(\>  h'lv<'lt.  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  ganze  bei  der 
Ur\>o^j(imU  vt»rnehtete  Arbeit  in  Geschwindigkeit  umgesetzt 
^\\\\  hn^M  tritVt  auch,  wenigstens  »ehr  angenähert  zu,  solange 
s\\\\  ^JiHMHchnittsilnderung  und  dementsprechend  die  Geschwindig- 
|^o»l«li«»'l«''^'"K  allniiihlich  imd  stetig  erfolgt.  Fließt  die  Flüssig- 
^«m(  »ImhIi  dir  Rohrleitung  vom  Querschnitt  F^  mit  der  6e- 
^^,|^xMmli|^lu'il    /', ,  80   muß   in   dem   dnran  anschließenden  Rohr 

(Fig.  162)  von  dem  größeren  Querschnitt  F^ 

...  F  V 

die  Geschwindiüjkeit  i\  =    i,  -  bestehen.  Es 

K  h      _  '  ^2 

treflen  also  stets  schneller  bewegte  Teilchen 
auf  langsamer  fließende  und  dabei  findet 
da   die   Flüssigkeiten   unelastisch   sind,  ein 

uä^v|h»I»»»«''»<''    •^'•'^•^  statt,   der  einen  Teil   des  Arbeitsvermögens 

JM»  nohlM'll«'«    llH'Lieiulen  Teile  verzehrt. 
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Der  Verlust  beträgt  nach  Bd.  I,  S.  329 


A^  ' 


Nun  stoßen  immer  neue  Tfile  m,  auf  die  große  Masse  der 
davor  stehenden  Flüssigkeit  und  verschwinden  darin:  mau 
kann  daher  t»^  als  sehr  groß  im  Verbältnie  zu  nij  aunehmen, 
womit  die  vorstehende  Gleichung  übergeht  in 


,4  =  J 


0.)% 


was  gleich  »if)li^  gesetzt  werden  kaun,  worin  h^  eine  dem  Stoß- 
verlust  entsprechende  Druckhöhe  ist.     Es  folgt  dann 

(196)  ''.-"''s,/''"- 

Duroh  eine  plötzliche  Queraehnittevergrößeruug  ver- 
ringert sich  die  Druekböhe  um  die  GeschwindigkeitB- 
böhe,  die  der  relativen  Stoßgeschwindigkeit  entspricht. 
Bei  einer  plötzlichen  Queracbnittsverringerung,  wenn  also 
die  Flüssigkeit  von  f\  nach  F,  übergeht  (Fig.  102),  treffen  die 
Angaben  des  Absatzes  44  zu:  Hinter  der  Verengung  tritt  eine 
Einschnürung  ein  auf  den  Querschnitt  (i^Fi  und  darauf  erfolgt 
wieder  die  Ausdehnung  auf  F, .   Aus  der  Gleichung /'iCj^fi^i"',;!' 

ergibt  sich  ('=    '    als   G es cb windigkeit    an    deu-   Eintrittsstelle 

nnd    Gleichung  (UW)  geht  über  in 


(v' 


-iw;, 


oder 

(197)  ,..-,27,- 

Denn  der  Klommerausdruck  stellt  eii 


n  tritt  skoeffizionten 


L  Zuhienfaktor  dar,  den 
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Die    Gleicbung    gibt    den    Zusammenhaiig    des    KontralttioDS- 

koerfizienteii  beim  Ausfluß  aua  GefäBeD  ku  dem  Eintritts- 
koeffizienten  bei  Bohrleitungen  au.  Ist  beispielsweise  fi^  =  Ü.W 
(Abs.  44,  Fig.  151),  so  vfird  £  =  0,123.    Der  Eintritts  fco  effizient 

ist  abhJingig   von   dem  Verhältnis    beidei 

sich  der  Durchfluß  bei  großem  F-,  mehr  dem  Fall  der  Fig.  11 
in  Absatz  44  nähert,   dagegen   bei  sehr  kleinem  dem   Fall 
Figur   151.     Es  gilt,  wenn  die  EinfluBkante  scharf  ist,  tfi; 

f]'  =  U.Ül     0,1       11,2       0,4       0,6       0.8 
£  =  0,50     0,50     U,42     0,33     0,25     0,15     0,0. 
Beispiel  100.  In  einerRobrleitung  vom  Durchmesser  d,  =«  16i 
fließe  das  Wasser  mit  der  Geschwindigkeit  c,  ^  1  ,  die  Leitung 


Quersohnitte      ' ,  li^/m 

sm  Fall  der  Fig.  tfifl 
leinem  dem   Fall  d(i^| 

ite  scharf  ist,  >'iir    ^M 

0.8  m 

!5    0,15    0,0.       ^fl 
lurchmesser  d,  =>  15^^H 


Sek" 
«rWBitere    sieh    plötzlich    auf   i,  =  20  vm.     Zu    bereohnen    ist  der 

stattfindende    Druck  höhen  verlast    an    der    betreffenden     Stelle 
beiden  Strömungsrichtungeu. 

Die  Geschwindigkeit  in  dem   weiteren  Rohr  ist 


-«.ö)'-(^r-.^ 


i| 


damit  erhält  man,  wenn  das  Wasser  in  das  weitere  Rohr 
nach   Gleicbung  (196)  den  Druckhöheurerlust 


_'.  ^0,01  I 


=  0,27  -— 7^^-  =  0,014  n 


_  (1-0,56; 

■  '•  2  ■  9,81 

H  Ist  die  Strömungsrichtnng  die  umgekehrte,  so  ergibt  sich  dtr 

■  F 

H  Ei titrittsko effizient,    da    —  ^=  0,56    ist,    lu   0,27    und    damit  n»rt 

■  ^u 

■  Gleichung  |197) 

I  Rei 


49.  Leitangswiderstand  in  z^Undrischen  Rolireii. 
5eiin   Durchfließen   eines  längeren  Rohres   macht  sich  dif 
Reibung    der    Ftüsaigkeit    an    den    Hohrwänden    deutlich   b* 
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terkbar.  Sie  ist,  wie  iille  Versuche  übereinstimmend  ergeben, 
tabhungig   toii    dem  Fliissigkeitsdruck,    dagegen    aabezu   pro- 

jOrtional  der  beriibrten  Fliicbe  und  dem  (Quadrat  der  Ge- 
hwindigkeit.      Die    Reibungekraft    kann    demnach    für   zylin- 

^8che  Röhren  vom  Durchmesser  d  nnd  der  Länge  l  bei  der 

kscliwiudigkeit  %j  geschrieben  werden: 


it-, 


liUv- =  '2i/tf::id! 


2? 


Die    in    einer   Sekunde   yerrichtete   Widerstands  arbeit   ist 
i  Ä=W-i}Tn\ig,   die    wieder   gleich    mfik    gesetzt    werden 

,    r    das   in    einer  Sekunde    durch    das 
4 

fohr   gebende   Flüssigkeitsgewicht   ist   und  h   eine   Länge   be- 

^chneti     Dies  ergibt  nach  Einsetzung  der  Ausdrücke  für   W 

iid  mg 

2(/q)3tdlv'        <pg  l  ti' 


1 


Ä  = 


y',d'-v-2g 


«) 


h  =  i 


d  2.ff 


I  Verlust    an   Geacbwiudigkeita-   bzw.   Druckhöhe,   der   beim 
«rchströraen  der  Leitung  eintritt. 

überschlägig   kann   X  =  (1,020   angenommen   werden.     Ge- 
I  Untersuchungen   haben  ergeben,   dab  k   nicht  konstant 
,  sondern  noch  von  t'  und  d  in  geringem  Maße  ivbhängt: 


0) 


Vvd 


r  glatte  Rohre,  bei  rauhen  Rohren  hat  das  erste  Ghed  den 

0,020.     Hierin    ist   d   in   cm    und   e    in   „        geniessen. 

ere  Widerstände,   die  jedoch  in   den  meisten  praktischen 
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Fallen  sohätzongsweise  berücksichtigt  werden  können,  treten  in 

scharten  Krümmungen  auf,  weil  zur  Ablenkung  der  Flüssigkeits- 

teilohen  eine  gewisse  Druckkraft  nötig  ist. 

Beispiel  101.  Zu  berechnen  ist  der  Druckhöhenverlust  in 
einem  Rohr  von  d  =  100  cm  Durchmesser  und  i  =  7  m  Länge,  das 

von  Wasser  mit  der  Geschwindigkeit  v=*(— i--)  •9,8  =  6,67-- 

\100/        '  '      Sek 

dur\»hströmt  wird  (vgl.  Beispiel  94). 
Aus  Gleichung  (200)  folgt 

0,018 
X  =  0,012  +     --^    —  ^  =  0,019  , 

]/6,67  .  100 
damit   ergibt  Gleichung  (199) 

^r..^     700       6,67« 
h  «  0,019  •    ^^  •  -   V-o  -  =  0,3  m  . 
100     2  •  9,81         ' 

Wird  hierzu  noch  ein  Zuschlag  von  0,05  m  für  KrünmiungeD 
unw.  gemaeht,  so  ist  die  Druckhöhe,  die  die  Pumpe  in  Beispiel  94 
oi*»eugt'ii    muß,   Ä  =  4,9  +  0,35  =  5,25  m.     Die    notwendige   Ma- 

5  25 

«oliineuleiNtung  vergrößert  sich  damit  auf  -'-     •  620  «~  665  PS. 

4,9 

Ilt'iMpiel  102.  Zu  berechnen  ist  die  Wassermenge,  die  ein 
llvilnnil  von  d  =-=  7  cm  Durchmesser  in  einer  Minute  liefert,  wenn 
,.i  mit  (li'in  Hochbehälter  von  h  =  2S  m  Höhe  durch  eine  Rohr- 
loiliuif?  vrrhiniden  ist,  die  auf  eine  Länge  /^  "==  ^^^  ^  die  Weite 
^l  "u  nn  hat  und  dann  bis  zu  dem  l^  =  300  m  entfernten  Hy- 
\U4Uii«Mi   dir    Weite  do  =  10  cm   besitzt. 

hir  VVasHcrlcituugen  werden  gewöhnlich  so  bemessen,  daß  die 
\VnM.nH>|PMrliwiiidigkeit    bei    mittlerem    Verbrauch    nicht    mehr    als 

<.        (  iM'triijK't.      Damit  ergibt  Gleichung  (200) 


l'.rK 


0,018 
1    =  0,012  +     /  =  0,016, 

]/l  .  20 


0,018 
"|/l  -10 


Ag  =  0,012  +  _^1  ^  _  =  0,018. 


y^^   1(11.  it   I.  Iil    iml*  v«'rs<.-liiedene  Krümmungen  und  sonstige  kleinere 
\y^j|i.i.»liMHli'    wrrdc  allgemein   k  =  0,020  gewählt. 
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^H        Man   kann    nun    annehmen,    daß    der  Wasserspiegel   im  Hoch- 
^^BkbilU.ür  siL'h  gamicht  oder  nur  mit  ^elir  guringer  Geschwimligkeit 
^^^nkt;  dann  folgt  ans  Gleichung  (ltl2)    in  Absatz  47  die  hydrau- 
lische   ÜmckhiSbe    vor   dem  Hydranten   zu   h'  '^  hf,  ■{■  h  ~  —  ■     In 
der  Rohrleitung  treten  nach  Gleiehung  (199)  aaf  die  Druckhöhen- 

verluste  A.  =  i  -7 und   h.  —  X  -.-        ,  dazu  kommt  der  Verlust 

'  d,  2,/  *  d,2j,' 

beim  Eintritt  des  Wasaers  in  die  Leitung,  der  nach  Gleichung  (198) 

l»etj-ligt    /(,  —  f         mit    ?  — 0,5,    sohlieÖlich    wirkt    auf    den    aus- 
dießenden  Strahl  wieder  der  Atmosphären  druck  /(„ . 

namit    folgt    /-'  =  /(n  +  Ä  ^^(^  +  -^d"  ■'■  ''a  ■''  0  ~  ''»■ 


"  "        2  -  9,81  \ 

81,5 
A'  =  28  -  „     J-_  ~23,en 


30(X)0  \ 


Dies  iüt  die  Steighöhe  des  Wasserstrahles,  wenn  er  keine  weiteren 
Widerstände  findet. 

Nun  ergibt  J*icli  die  Aiisfliiümenge  naeh  Gleichung  (173) 

ü  =       ."      .  u  y-Jäh'  •  i 
"        10       I       f^  '     i> 

mit  n  =  0,9  lu 

ö  -  A  ■  T  ■  <■*    f'i»  V2  .  9,81  ■  23,8  ■  60  -  4500  ,,f*\ 
10    4  Mmote 

(▼gl.  Beispiel  85). 

Beispiel  lO;).  Die  in  Beispiel  84  gestellte  Aufgabe  ist  mit 
Berücksichtigung  der  Widerstände  nachzurechnen,  wobei  der  Durtih- 
messer  des  Rohres  7.u  d  ^  Ib  cm  and  seine  Länge  zn  /  —  3m 
angenommen  werde. 

Die  gesamte  Dntckhfihe  h'  setzt  sich  zusammen  ans  der  Förder- 
höhe h,    dem    L ei tuogs widerstand   1       --    und  dem  Eintrittswider- 
d  'ig 
V*  ,  -  -,  ,       r» 

stand  E  "   ■    Die  Gleichung  v  =  y^gli    ergibt  nun  h  "■  ~-  ■    Wird 

liierin  h'   durch  Summieruiig   der  Einzelan teile  eingesetet,  so  folgt 
2j,~  '~^^d  2ff'^^iff' 


238 


Zweite  Abteilung .    Mechanik  flüssiger  Körper. 


also  V  = 


V  = 


2gh 


und  daraus  mit  f  ==  0,1    und  k  ==  0,02 


l-?+A 


d 


29,81- 2,5         _  m    __ 

300   "~  ^1^  0-1-  — 
15 


1  -  0,1  —  0,02 


Sek 


9,9  .  3,6  ~  35,6^ 

öt 


c)  Einwirkung  auf  feste  in  der  Flüssigkeit  befindliche 

Körper. 

50.  Dmck  strömender  Flüssigkeiten  gegen  rollende  Körper. 

Bewegt  sich  die  Flüssigkeit  nicht  in  bezug  auf  einen  ein- 
getauchten Körper,  so  heben  sich  die  auf  ihn  ausgeübten  wage- 


Fig.  163. 

rechten  Seitenkräfte  auf.  Fließt  sie  aber  mit  der  Geschwindig- 
ki^it  V  iifegen  den  ruhenden  Körper,  der  dem  Strom  eine  ebene 
Wand  senkreclit  entgegenstelle,  so  prallt  ein  Teil  der  Flüssig- 
keit dagegen  und  muß  dann  mehr  oder  weniger  nach  den 
Seiten  abgelenkt  werden  (Fig.  163);  es  findet  vor  dem  Körper 
ein  Anstau  um  die  kleine  Hrdie  h^  statt.  Dahinter  fließt  die 
Flüssigkeit  mit  der  dem  ganzen  Kanal querschnitt  und  GeßUe 
entspn^elienden  Geschwindigkeit  ab,  an  den  Seiten  ist  die  Ge- 
Hch windigkeit   wegen   der   auftretenden  Reibung   etwas   kleiner 


VI.  Abaciinitt      ÜynHniik   Üüssigfr  Körper 
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als  der  Kanulvereuguny  eiilspricht.  so  daß  dort  die  ObertlSche 
um  den  kleinen  Betrug  h^  höher  steht  als  hinten,  wie  die 
Figur  angibt,  die  auch  den  annähernden  Verlauf  der  Stroni- 
fädeu  zeigt. 

Der  Ton  der  Strömung  aiisgeübte  Druck  ist  nun  P=  P,  +P, 

wenn  gesetzt  wird  Pj  ^  tt.^'^'i  "^t^  A  ^  u\^''^'*'  ^°"°  ^  ^^^ 


10 


10 


senkrecht  zur  Ström  ungs  rieh  tun  g  stehende  benetzte  Querschnitt 
des   eingetauchten  priMuiatischen  Körpers  ist.     Man   kann   nun 

wieder  umrechnen  h,  =  t,  -r-  und  h,  =  f,^r-  ,  wenn  v  die  mittlere 

Strömungsgeschwindigkeit  und  £,  bzw.  ^^  ErfahnmgskoefBzienten 
bedeuten.  Damit  erhalt  man  einen  Ausdruck,  der  den  vorher- 
gehenden W  i  der  Ktands  form  ein  gleicht: 


(201) 


P-  . 


10 


„(£■  +  «-; 


.  •/ 


2g- 


10    aj 


Fßr  ein  Prisma  mit  ebenen,  senkrecht  zn  v  stehenden 
Endflüchen  ist  gj  =  1,  die  Stauhöhe  ist  gleich  der  Geschwindig- 
jteitshöhe;  dagegen  ist  ^,  abhängig  von  dem  Verhältnis  der 
linearen  Abmessungen  des  Körpers,  Schon  ein  einfacher  Ver- 
such zeigt,  daß  bei  einer  dünnen  Platte  die  Absenkung  A,  da- 
hinter großer    ist   als   bei   einem   längeren   Körper.     Genauere 

L  Untersuchungen  ergaben  bei  bis  auf  den  Gnmd  eingetauchten 

I  Körper 

für    ,,"      -  0,03       12        3        6 


i 

t,   ■ 


■  0,86   0,46    0,3f>   0,33   0,33 

■  1,86    1,46    l,3,i    1,33    1,33. 
Bei  schwimmenden  Körpern  ist 


für 


-  U,03        1         3 


.  0,43    0,17 
.  1,43    1,17 


0,10   0,10 
1,10    1,10 


[so  kleiner,  da  ein  Teil  derFlflssigkeitunter  dem  Köi-per  durchfließt. 
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Ist  der  Körper  vorn  keilförmig  zugeschärft  mit  dem  Spitzen- 
winkel 2a  (Fig.  164),  so  kommt  nur  die  Seitengeschwindigkeit 
(»'  =  t;  sin  ß  senkrecht  zu  jeder  Fläche 

F 

F'  =  ^  .        zur  Wirkunff  und  man 

2sma  ^ 

€»rhält  durch  Anwendung  von  Glei- 
chung (201) 

^M0  2  8ina        ^ 


v^sin^a 


^9 


Fig.  164. 


Jede  Kraft  p'  wird  nun  wieder  zer- 
legt in  eine  Seitenkraft  parallel  zur  Stromrichtung  und  eine 
senkrecht  dazu.  Die  beiden  letzteren  heben  sich  gegenseitig 
auf  und  der  in  Richtung  der  Körperachse  ausgeübte  Druck  wird 


(202) 


P,=  2P'.8ina=^g,[^F 


v^sin*« 


2</ 


Infolge  der  keilförmigen  Zuschärfung  tritt  eine  wesent- 
liche Verringerung  des  Widerstandes  ein.  Dasselbe  trifft  bei 
Zuschärfung  am  hinteren  Teil  für  Pg  zu,  ist  jedoch,  d^  fj  einen 
khMiHTcn  Wert  hat,  nicht  von  so  großem  Einfluß. 

Beispiel    101.      Für    die    Fundierung    eines    Brückenpfeilers 

word(<    eine   Baugrube    von    der   Breite  h  =  2,5  m    und    der  Länge 

/  -^  7,5.ni    durch    eine  Spundwand   eingeschlossen,    die  Wassertiefe 

jij,i  //  ^  H  m .      Anzugeben    ist    der    auf    die    vordere    und   hintere 

Waml    kommende    Wasserdruck,     wenn     die    Stromgeschwindigkeit 

m     ,    .       . 
betrügt. 


V 


Sek 


Aus  Gloichung  (154)    in    Absatz  37    folgt    der    auf  jede   der 
luMdi'U    Wände  kommende  statische  Druck 


1' 


^'"        10 


//         1  3 

F      =        .  250  •  300  •  - 

2        10  2 


11250  kg; 


^\\i  ilii*   vordere   Wand   wirkt  ferner  der  Strömungsdruck 

y    ^  v'  1      .  _ .      . .  _  1* 

^^  i)oMainl(lruck    ist   also 

P  ^-  J\  +  P,  =  11250  +  380  =  11630  kg. 


1  .  —  •  250  •  300  .  -  -z-  =  380  kg, 
10  2-9,81       ^' 


Tl.  Abecbnitl.     Ujuatuik  Hüsaijfpr  Kör]ier. 
hintere    Seite    wii-kt    der    Ströimingsdruck 
Richtung    mit   P,  =  0,33  ■  —  ■  250  ■  300  ■     -  „  ^  - 
=  11125  kg  beträgt. 


125  kg. 


daß  hier  P=  11250  —  1: 
Beispiel    105.      Ein 
und  die  Länge  i  =  15  in, 
berecbnen    ist    üev    auf   die 

St  ronige  seh  windigkeit  r  ^  I 


FlußhagKer  habe  die  Breite  6  =  Ö  m 
sein  Tiefgang  betrage  ft=  1,1  m.  Zu 
:    Ankerkette    ausgeübte    Zug   bei    einer 


Sek 


Ist  der  Bagger   vom    glatt  abgestumpft , 
^20n  mit  f  =  1,12 

Bzuf 


■  600  ■  UO  -    -  ' 


I    ergibt  fJleichung 


r,40kg. 


Sind  die  Vorderwände  mit  t 
«8  Gleichung  (202) 


lugescharft,  so  erhält  t 


i  kommt 

P,  =  0,13  ■ 


-  60(1  ■ 


110  - 


1,2*- 


2  .  9,81 


.—   =  242  kg. 


-  .  600  ■  110  ■ 


i,a' 


=  58  kg, 


2  ■  9,81 
so  daß  der  Gesamtzng  sich  belauft  auf 

P=  342  +  68=  300  kg. 

51.  Widerstand  bewegter  Körper  in  Flnaaigkelten. 

Bewej^t  sich  der  Körper  in  der  ruhenden  Flüssigkeit  mit 
der  0 es ch windigkeit  e,  so  sind  die  Verhältnisse  die  gleichen 
wie  im  vorstehenden  Absatz;  man  benutzt  dieselben  Gleichungen 
und  Koeffizienten  für  den  Widerstand,  wenn  auch  einzelne 
Untersuchungen  aus  unbekannten  Ursachen  in  diesem  Fall 
etwas  kleinere  Werte  für  J  ergeben  haben. 

Hat  die  t'lüasigkeit  noch  die  Geschwindigkeit  c  parallel 
za  c,  so  ist  die  Relattvgeschwiudigkeit  w=  v-\-  c  bzw.  u-  =  v  —  c, 
je  nachdem  der  Strom  entgegengesetzt  zu  v  fließt  oder  in 
gleicher  Richtung,  für  die  dann  wieder  die  Gleichungen  (201) 
und  i'2l.'2)  gelten, 
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Da  Schiffe  einen  scharfen  Bug  haben,  der  auch  noch  nach 
unten  mehr  oder  weniger  spitz  zugeht,  so  ist  £  je  nach  der 
Bauart  ziemlich  klein.     Man  kann  setzen  für 

gut  gebaute  Flußdampfer  g  =  0,16  —  0,20 

gut  gebaute  Fluß-  und  Kanalschiffe  g  =  0,21  —  0,27 
gewöhnliche  Eibschiffe  g  -=  0,35  —  0,40 

Zillen  und  dgl.  £  =  0,4    -  0,5 . 

Beispiel  106.  Ein  Schleppdampfer  von  der  Länge  /=  42  m, 
der  größten  Breite  h  =  S  m  und  dem  Tiefgang  Ä  =  1,6  m  habe 
eine  Maschine  von  N^^=  500  indizierten  PS.  Zu  bestimmen  ist 
die  Geschwindigkeit,  mit  der  3  Eibkähne  von  der  Länge  /  =  55  m, 
der  Breite  6  =  8  m  und  dem  Tiefgang  Ä  =  1,75  m  geschleppt 
werden. 

Der  Wirkungsgrad  der  Maschine  kann  zu  i^  =  0,85  ange- 
nommen werden,  damit  erhält  man  die  Nutzleistung 

iV^  =  0,85  .  500  =  425  PS. 

Der  Dampfer  widerstand  ist  nun  mit  f  '^  0,18 

W,  =  0,18  •  ^  .  800  •  160  •  ^~  ~  120  r», 


der  Widerstand  der  Kähne  mit  ^^^0,37 

1  t'2 

--.800-  175  •  -    --^ 
10  2  •  9,81 


W^  =  3  •  0,37  .  —  .  800  •  175  •  -    -  ^-  ~  790  r* 


Da  die  Schraube  im  Wasser  um  etwa  10  v.  H.  gleitet,  so  ist  dieses 
Slips  wegen  mit  1,1  v  zu  rechnen;  es  wird 

Tr,._i,n-^T^,^^i,i. 

io  7o  * 

Der  dritte  Summand  berücksichtigt  überscblägig  den  Sog  der 
Schraube,  den  Widerstand,  den  ihre  Saugwirkung  am  Hinter- 
schiff verursacht,  der  letzte  die  Reibung  der  Schraubenflächen  im 
Wasser.  Die  Gleichung  ergibt  nach  Einsetzung  der  Wert«  för 
TFi   und    ir. 

„  0,5.Y  .  75  0,5-425.75 

(W,  +  TFg)  1,1       (120  +  790)  1,1  '   "^ ' 
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liier  auch  die  Spaunuiigen  auf  die  gleiche 
Zi'tt,  also  in  — "  eingesetzt: 


1  des  Gewichtes  und  der  Dichtigkeit  erhält 
i'iueBsenen  Rauminhalt  v,  den  1  kg  Gras  in 
u»tand  ausfüllt:  das  spezifische  Volumen 


Ntioh  Bestimmung  von  Regnaul t  ist  die 
.uft  bei  0"  und  dem  mittleren  Barometer- 
i-cksilbersäule    (entsprechend    einem    Luftdruck 

=-  1,02932     -  ~.    Anzugeben  ist  das  spezifische 

Zustande. 
)  ergibt 


kTiotte-Oay-Iiiisaacsches  Oesetz. 
ider  werde   durch  einen  Kolben  Tom  Quer- 
Ga«    bei    der    Temperatur    (*    Celsius    ab- 
lÖÖ).       Da    der    Kolben    durch     das     Ge- 
bet  ist,    so   besteht  unter  ihm 

P   kg 

■;:  und  das  Gas  hat  dem-  n 

/•  qm  1, 

>ichtigkeit   y,    oder   das   spezi* 
1 


Wird  jetzt   der  Kolben 

ir  noch  das  Gewicht  P,  =     P^ 
der  Gasdruck  den  Wert 


8 
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hat,  dann  geht  der  Kolben  aus  der  Steltuug  A  in  die  zweite 
B  über.  Wird  die  Temperatur  am  Ende  des  Versuches  auf 
denselbeu  Stand  t"  gebracht,  wie  zu  Anfang,  Bo  zeigt  sicfa, 
daß  das  eingeschlossene  Volumen  das  »fache,  also  w,  =  wf,  ge- 
worden ist.     Demnach  ist 

1         1         j-, 

Es   ergibt  sich   somit   auf  dem  Wege   des  Versuches   der 

saramenhang 

(204)  h^ri^'j. 

Vt       Y:       "i 
oder 

(205)  |J,t, -p,i-5  =  kon9t, 
das  Mariottesche  Gesetz:  Bei  gleichbleibender  Tempe- 
ratur verhalten  sich  die  Volumina  umgekehrt  wie  die 
Gasdrücke. 

Hat  das  Gas  zu  Anfang  die  Temperatur  0"  und  erhält  (« 

P 
durch  die  äußere  Kraft  Pg  die  Spannung  pf,  =  p ,  so  daß  sein 

spezifisches  Volumen  ).'g  ist,  dann  erfährt  es  durch  Erhöhung 
der  Temperatur  wie  alle  Körper  eine  Ausdehnung,  imd  z'KK 
gilt  bei  imgeäudertem  Gasdruck  p^  die  auch  für  feste  unil 
fiÜBsige  Körper  zutreffende  Gleichung 

(206)  «-..(1+..«); 

Bei  gleichbleibender  Spannung  ist  die  Volumen- 
änderung proportional  der  Temperaturänderung. 

In  der  obigen  Gay-Lussacschen  Gleichung  ist  u^  der 
Ausdehnungskoeffizient,  der  für  alle  Gase  fast  genau  denselben 
Wert  «„  ^  j-l,|  hat. 

Für  die  beiden  Temperaturen  t^  und  /.  besteht  Dsii 
Gleichung  (206)  das  Verhältnis 

«1      5^11  +«,<.)       «„J^''  _  273_+_«,  ~ 

f,  "  V,  (1  +  «.  t,)  =    1  ^  ^^      2"73  +  ^  ■ 


07) 


YIl.  Abschnitt.     GleicUge wicht  der  Guse. 

t  man   nun  die  TemperatureD  nicht  von  Ü"  a 
273",  80  daß  T  =  273  +  *  ist,  dann  folgt 

t,  _  r, 


1  bezeichnet  die  von  —  273"  Cels.  ab  gezählten  Temperaturen 
I  absolute  Temperataren  und  kann  dann  das  Gay-Luseac- 
;  Gesetz  in  der  Form  aussprechen:  Bei  gleichbleibender 
Innung  yerhalten  sich  die  Volumina  wie  die  abao- 
Üten  Temperaturen. 

Wird  jetzt  nach  stattgefnndener  Temperatur  an  dening  der 

dahin    konstant    gebliebene    Gasdruck   p,    in   )},    geändert, 

khrend  nun   die  Temperatur  Tj  die  gleiche  bleibt,  so  ergibt 

das  zugehörige  spezifische  Volumen  nach  Gleichung  (205) 


Pä''» 


=  P,i'. 


1  kann  aus  Gleichung  (207 1  eingesetzt  werden 
ait  folgt 


B  heißt  die  Gaskonstante,  die  fttr  jedes  Gas  i 


ittin  Wert  hat; 

Reine  Luft 

R- 

29,27 

mittelfeuchte  Luft 

B- 

29.37 

Was«erstofl' 

B- 

422,6 

Sauerstoff 

B- 

•2(ifi 

Stiekstolf 

B- 

30,22 

Kolilenojyd 

E- 

30,2!) 

Kohlensäure 

B- 

19,28 

Wuseerdampf 

B- 

47,11 

(bei  gewDhi]li<;her 

Lufttemperatur.) 

^-»^.»33.   -=.'.—« 


=  50  oa».  «T 
iui^    die  Luft 

-^  >i»r  TfiDinninr 

ft  CaitiditiiflLmtM  iIm 
•«    'las    Mkuoffic^ 


«jlMüfanoB   1.309) 


Vn,  AbBchnitt      Gldchgewidit  der  Gb 
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Beispiel  110.  Ani  FuQe  eines  Berges  zeigt  das  Barometer 
jj,  =  752,5  mm  Quecksilbersäule,  dus  Thermometer  t^  =  16,2".  auf 
dem  Gipfel  sind  die  entsprechenden  Ablesungen  p^  ^  708,3  mm 
nnd  (j  ^  11,8".  Anzugeben  ist  der  Höhenunterschied  li  beider 
Punkte. 

Bei  gleicher  Temperatur  abersteigt,  der  Luftdruck  unten  den 
oberen  um  den  Druck  der  dazwischen  beSndUchen  Luftsäule : 

V,-Vi  +  yl', 
worin    alle  Maße    auf  die  Längeneinheit    1   m    bezogen  sind.      Mit 

1  B 

j.  ^  __  =  -        erhält  man  hieraus 

ET 


worin  bei  mittleren  Höhenunterschieden  ohne  ne 

die  Mittelwerte  V  =    '  "^  ^  und  T *-^     * 

Dies  ergibt  mit  R  =  29,37 

fi  =  (Pj  —  (,j)  29,37 

/'  =  29.37  ■  .'iJe  ^-5-^ 
pid  nach  Abriindung  der  Zahlen 
li  —  16U00 


inenswerten  Fehler 
eingesetzt   werden. 


{546_-Mi^  't) 
Pi  +  P» 


Pi  +P» 


[^  +  U'^). 


i  dem  Quotienten  der  Luftdrücke,  der  eine  unbenannte  Zahl 
Ijpbt,  die  ursprünglich  gegebenen  Zahlen  für  mm  Quccksilber- 
tale  wieder  eingesetzt  werden  können.     Man  erhält  dann 

752,5  —  70B,3  /  16,2  +  11,8\ 


54.  Gaagemisohe. 

Sehr  oft  kommen  tiieht  reine  Oase,   sondem  Oasgeinische 

'  Verwendunii,  dereu  Gaskonstante  aua  Beobachtungeu  mit 

flfe  der  Zustandsgieichung  (2()9)  ermittelt  werden  kann.   Einen 

l^eg  zur  rechnerischen  Bestimmung  bietet  das  Daltonsche  Ge- 
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setz:  GasgemiEGhe  verhalten  sich  so.  wie  wenn  jedes 
einzelne  Gas  den  gegebenen  Geaamtraum  unhehindert 
von  den  EindereD  völlig  auBfüllen  wQrde;  die  sich  hier- 
aus ergebenden  Teildriieke  der  einzelnen  Gase  setzen 
sich  zu  dem  Gesamtdruck  zusamnieu. 

Das  Gaägemisch  sei  bei  der  gleichbleibenden  Tempei^tar  / 
in  einem  Raum  vom  Inhalt  )'  eingeschlossen,  es  bestehe  am 
den  Gewichten  G,,  ii^,  G^---,  deren  Einzeldrücke  in  dem 
Raum  V  p, ,  p)i  Pa  "  ■  ■  "  ^^'^  """^  deren  Gaskuustanten  die  Wert« 
iben.  Aus  dem  Zusammenbang  G.  =  V-  y.  =  V- 


II „  Rj,  T/^  ■  ■  ■ 

folgt  durch  Einsetzung  i 

I 

ebenso 


i'p,  =  G,  n,  T, 

]'p,  -  G.R,T, 
rp,  =  G,Ii,T, 


und  durch  Addition  alier  Gleichungen 

K(Pi  +  p,  +  Ps  +  --■)  =  (G,  Ä,  +  G,  fl,  +  G,  B,  +  ■  -  ■)  r 

I^nn  ist  nach   dem   Daltonechen  Gesetz  der  Oeeamtdiuok 

P  =■  Pi  +  Ps  +  Vb  +  ' " "  I    femer    kann    wieder    dos    spezifisolw 


I 


Volamen   des   Gemisches 


=-p   berechnet   werden,   worin 


■  (210) 

I 

■  stnff. 


.  G,  +  G,  +  G,  +  ■  ■  ■  ist. 
Dtimit  erhält  mau 

G,Jii  +  G,J,+  G,fl,+    -- 
'"         G, +  G, +  G, +  -.". 

vf  -  BT, 
-in  die  Gemischkoiistante  den  Wert  hat 

r  _  t'">  1 1!^_+  «iA  +  ■_i- 

'G,  +  G,>G,  +  -- 
el   111.    Reine  Luft  besteht  nua  Stiekstoff  nud  Sa^ 
Aniugebeu  ist  das  Verhältnis  beider  Bestandteile. 
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Aus  Gleichung  (210)  folgt,  wenn  (r  =  (r^  +  6^2  gesetzt  wird 

oder 

^1  —  ^  —  ^8 

Cr  2?j  —  JSlj 

und  ebenso  erhält  man 

G^  ^  "^iJZ  -^ 
(r       i?i  —  i^ 

Die  Gleichungen  ergeben  mit  den  Zahlenangaben  in  Absatz  53 

G.       29,27  —  26,5       2,77       ^^,,   /«,.,.  ^x 
V,  =  tJ...     -^;,  .  ^  -A-TT  ==  0,745  (Stickstoff), 
G        30,22  —  26,5       3,72  '  ^  ^' 

G^2       30,22-29,27       0,95        ^,,,,0         ,  ^x 
^  =  .J  .^       ..J  .    ==  r;^  =  0,255  (Sauerstoff). 
G        30,22  —  26,5        3,72  '         ^  ^ 

Die  durch  direkte  Versuche  bestimmten  Zahlen  sind  0,756 
und  0,244,  wobei  1,2  Gewichtsteile  Argon  als  Stickstoff  ge- 
rechnet sind. 

Beispiel  112.  Zu  berechnen  ist  das  Gewicht  von  1  cbm 
feuchter  Luft,  die  4  Gewichtsteile  Wasserdampf  enthält,  bei  der 
Temperatur  t  =  42^  und  dem  Luftdruck  j?  =  755  mm  Queck- 
silbersäule. 

Gleichung  (210)  ergibt  hierfür 

^       4-47,11  +  96.29,27        ,^  ^^ 
B '-4 +-96--^      =29,98. 

kg 

Da    nun     dem    Druck    ü,  =  10  000         -     der     Barometer- 

qm 

stand  Pi  =  735  mm   entspricht   (vgl.  Beispiel  76),    so   ist  hier  zu 

setzen 

p,         755-10000        .^^o^  ^g 

p  =i)  ^  =  „- 10280  -  * 

^       ^Pi  735  qm 

und  damit  folgt 

^       Vp         1 . 10280 

Q  =.--"-=  -    =l,09kff, 

BT      29,98-315         '        ^' 

Für  trockene  Luft  wäre  B  =  29,27  zu  nehmen,  damit  er- 
^bt  sich 

1 •  10280 

^  =  29,27  : 31-5  =^'^^-^^^ 
Feuchte  Luft  ist  leichter  als  trockene. 
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Beispi<?l  113,    Das  angesaugte  Gasgemisch  einer  Gasmascldne 


lRaiuuteüLeuchtgas(Ä,  — 117,4,^,— 0,56-,  -  beif  =  0* 

ind  9  ßauniteilen  raittelfenchter  Luft  (7?,  =  29,37, 


if  = 


besteht 
undp  =  760 

y^=  1,25  bei  /  =-  0"  und  p  =  760  mm).     Anzugeben  ist  die  Kon- 
stante li  des  Mischgases  und  die  ß'  des  verbranntea  Gases.     Hd 

erhalt  aus  Gleichung  (210)  ■ 

■0,5G^fi7,4  + 9^1,25  -29,37  _  368,0  _  J 

1  ■  0,5«  +  9  ■  1,2.'>  ll.t*!  ~  ■     ■" 

Bei  der  Verbrennung  verringert  sich  erfahrungsgerai 
Inhalt  auf  r'=0,97F,  infolgedessen  gelten  bei  gh 
und  derselben  Temperatur  T  die  Zustandsgieichungen 

V  v  —  ST     und     p  ■  /  —  R'T. 
Durch  Division  beider  ergibt  sich  sofort 

7f'=  J!  —  =  31,2  ■  0,97  =  30,2. 


äß   der  Banm- 
icheni  Druck  J^^ 

iqnivalent  ^M 
werm  ihm  M^^ 


55.  Spezifische  Wärme,  mecliaiiiflches  Wärmeäquivalent 

Die  Temperatur  eines  Körpers  wird  erhöht,  wenn  ihm 
irgend  einem  Wege,  durch  direkte  Heizung  oder  durch  Strah- 
lung. Wärme  zugeführt  wird.  Die  Menge  der  zugeföhrleo 
Wärme  wird  ausgedriipkt  durch  eine  bestimmte  Anzahl  Wärme- 
einheiten (Kalorieen).  Man  versteht  unter  einer  Wärmeeinheit 
die  Wärmemenge,  die  nötig  ist,  um  1  kg  Wasser  unter 


dem  Druck   1 


'  auf  1°  C  zu  erwärmen. 


Für  andere  Stoffe  ist  unter  den  gleichen  Bedingungen  oH 
erforderliche   Wärmemenge   eine    andere,    und   man   bezeiclmet 
die  Anzahl  der  Wärmeeinheiten,  die  nötig  sind,  um  die  Tem- 
peratur von    1   kg  des  Stoffes   am    1"  zu    erhöhen,   als   seine 
spezifische  Wärme, 

Bei  Gasen  ist  die  spezifische  Wärme  nahezu  unabhängig 
Ton  der  Temperatur,  die  das  Gas  besitzt,  dagegen  hat  sie  ver- 
schiedeue  Werte,  je  nachdem  die  Wärmezufuhr  bei  unveräiidrr- 
liebem  Volumen  v  oder  bei  unveränderlichem  Druck  />  erfolgt 
Sie  wird  im  ersteren  Falle  mit  c,,  im  zweiten  mit  c    bezeichnst 
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Für  verschiedene  Gase  gilt  die  nachstehende  Tabelle: 


Wassenftotr 

3,43 

2,43 

1,41 

Sauerstoff 

0,317 

0,153 

1.41 

Stickstofi 

0.245 

0,174 

1,41 

Lutt 

0,23S 

0,1H9 

1,41 

Kohlenoxyd 

0.245 

0,174 

1,41 

Kohlensäure 

0,20 

0,155 

1,30 

Schweflige  Sänre 

0.15 

0,12 

1,26 

Ammoniak 

0,52 

0,40 

1,30 

Wasserdanipf 

0,48 

0,37 

1,30 

Es  werde  jetzt  die  Wärmemenge  Q  ermittelt,  die  nötig  ist, 
um  1  kg  einea  Üaaes  von  der  Temperatur  2*,  auf  2"^  zu  bringen. 
Erfolgt    die   Wärmezufuhr   hei   konstantem   Druck   p,,  so 
'  ist  ohne  weiteres 

(211)  $,  =  c^(r,-  r,^. 

Trägt  man   auf  einer  Achse   die  Volumina  auf  und  senkrecht 
dazu  die  Drücke,  ao  entsteht  im  vorliegenden  Fall  die  Figur  lOti, 


«  . 


i  \ 


V:        M 

Y »t—» 

Fig.  1S6. 


Fig.  167. 


Fig.  I6S, 


n  bei  unveränderlichem  Druck   ist    nach   dem   Gay-Lussac- 
'^  «shen    Gesetz   eine    Temperaturerhöhung   mit   einer   Volumen- 
TergrÖBerung  verbunden. 

Bleibt  das  Volumen  c,   dasselbe,  so  wird  die  erforderliohe 
I  Wärmemenge 

|<2ia)  ft  =  '^,(7',-r,), 
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und   die    zeiclinerisclie    Daretelluag   ei^ibt   die   Fig.    I67. 
eine   Raum  Vergrößerung   ausgeschiosBen  ist,   so   muß   der  C 
druck  steigen. 

Ändert  sich  gleichzeitig  Volumen  und  Druck,  so  ent« 
für  eiua  sehr  kleine  ZuHtandeänderung  die  Figur  168,  1 
die  Strecke  AB  als  gerade  angesehen  werden  kann.  Für  & 
Ei^ebnis  ist  es  danu  dasselbe,  wenn  man  annimmt,  daß  die 
Zustaiidsänderuug  des  ßases  nicht  auf  dem  direkten  Wege  JB 
erfolgt,  sondern  daß  zuerst  bei  gleichbleibendem  Druck  p,  (aaf 
dem  Wege  ACt  die  Temperatur  von  1\  auf  Z",  gebracht  wird 
und  dann  i.'inc  zweite  Änderung  (auf  dem  Wege  CB)  dieselbe 
Temperaturänderung  bei  gleichbleibendem  Volumen  r,  herba 
führt.  Man  erhält  daun  uach  dem  vorhergehenden 
Q'  =  'A  +  ft  =  c,iT,  -  7\)  +  r^{T,  -  T,}. 

Für  den  Anfangspunkt  A  gilt  nun  die  Zustandegleichiu 
?,(',=  RT,, 
für  Punkt  C  bei  der  ersten  Änderung 

die  Subtraktion  ergibt 

Bei   der  zweiten  Änderung   gilt   für  Punkt  C,  den   Ausg 
piinkt  der  Tomperatumnderung,  die  Gleichung 

p,ra  =  Br, 
und  für  den  Endpunkt  B 

demnach  <iurch  Subtraktion 

Setzt   man  hieraus   in   die  Gleichung  ffir  Q' 
atantem  Volumen: 


r,  -  r, . 

bei  konstantem  Druek: 

r,  -  r, . 


;  (».-»■), 


it',- 
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so  geht  sie  über  in 


<?'  -  Jl  [C,V,  {>2  -  Pl)  +  Cp  Px  i^2  -  t'l)]  , 


oder 


(213)  Q'  =  ^c,[v,(p,  -  p,)  +  J  p,iv,-  vS\- 


Wird   hierin    der  Quotient  — 


X  gesetzt   und  der  Aus- 


druck Pi(v2  — t\)  einmal  mit  positivem  und  einmal  mit  n^a- 
tivem  Vorzeichen  hinzugefügt,  so  entsteht  die  Gleichung 

(214)  Q'  =  ^- c,[ri(p, -  pj  +  ^(i;, - v,)  +  (x -  l)Pi (v, - v,)]. 

Eine  größere  Zustandsänderung  etwa  entsprechend  der 
Figur  169  kann  man  sich  zusammengesetzt  denken  aus  einer 
Reihe  kleiner,  und  die  Gesamtzufuhr  an  Wärme  ist  dann  die 
Summe  der  Einzelzufuhren: 


Ö  =  ZÖ'-J 


Man  entnimmt  sofort  der  Figur  169,  daß  £pj^{x^  —  v^),   vom 
Anfangszustand  Ä  bis  zum  Endzustand  E  genommen,  dargestellt 


ff     fl>R- 


iiJiiiiii rrmmT 


i 


«V 


"a 


Fig.  169. 


I 

I  I 
I  I 


Fig.  170. 
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wird  durch  den  Inhalt  der  Fläche  L,  die  eingesclilosstat'l 
durch  die  ÄbBzisaenaebse,  die  Anfangs-  und  ilie  Endurdinite 
und  die  Spannungskurve.  Die  erste  Summe  wird  durch  die 
Nebenfigur  17()  veranschaulicht:  t'|(Ps~Vi)  ^^^  ^^^  schmJa 
obere  Rechteck,  PilVj  — *",)  das  schmale  seitliche:  beide  zo- 
sammen  ergeben,  bis  auf  einen,  bei  sehr  schmalen  Streifen 
verschwindend  kleinen  Fehler,  den  Zuwachs  des  großen  Recht- 
eckes vom  Inhalt  c,  p, .  Demnach  ist  die  innnerhalb  derselben 
(jrenzen  genommene  erste  Summe  der  (Jleichung  für  (^  die 
Diäereuz  der  beiden  Rechtecke  Cf.pA: — ^a^a- 
Die  Gleichung  |äl4)  geht  damit  über  in 

Nach  der  Zustaiidsgleichung  kann  wieder  gesetzt  werden 

li    =^'^     "°^        R    =^'' 
ferner   kann   der  aus    mehreren   Konstanten    zusammen  gesellte 
Faktor  von  L  durch  eine  einzige  ausgedrückt  werden: 

(215)  ■■'-'''V''' 
Dann  folgt 

(216)  Q^cXT,-Ta)  +  AL. 

Das  Gas,  von  dem  1  kg  bei  dem  Zustande  p,.  r,,  7", 
(Fig.  160)  den  Zylinder  vom  Querschnitt  F  bis  ;cur  Länge  j, 
füllt,  übt  auf  den  Versehhißkolben  die  Druckkraft  p,i*'  aas, 
und  wenn  sich  nun  der  Kniben  infolge  dieser  Kraft  um  die 
kleine  Strecke  a",  —  j\  fortbewegt,  so  leistet  das  Gas  die  Arbeil 
V^F{x^  —  i\),  oder  da  Fix^  — x^)  die  Yohimenzunahme  i's  — f, 
ist,  die  Arbeit  Pi(f»— t',)-  ß^i  der  Kiilbenbewegung  von  A 
bis  E  wird  demnach  die  in  mkg  gemessene  Gesaratarbeii 
L  =  2:p,  (fj  —  uj  verrichtet. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  (äl6J  enthält  Kalorieen.  li« 
erste  Glied  der  rechten  ebenfalls;  naturgemäß  muß  dies  auch 
bei  dem  zweiten  Gliede  der  Fall  sein,  da  alle  Glieder  einer 
identiechen   Gleichung   immer   in   demselben  Maß  au-sgedrückt 
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Weil  nun  L  als  ÄrbeitsgrÖße   in   mkg  gegeben 
Cal 
ist,  so  Iiat  der  Faktor  A  die  Dimension      ,  Sein  Wert  ist 

mkg 
beispielsweise  nach  den  oben  angeführten  Zahlen 


für  Wae  Beratoff  A 


für  Stickstoff     A 


2,43  ■  0,41 

422,6 
0,174- 0^1  _ 
30,22       " 


für  Lnft 


_  0^169  ■  0^ 
29727 


J_ 
424' 
J_ 
424* 

1 
424' 


Weitere  Versuche  haben  ergeben,  daß   ganz  allgemein  für  be- 
liebige feste,  flüssige  oder  gasförmige  Körper  gilt 
1  Cal  =  424  mkg. 

Die  Zahl  A  =  ,w-.    wird    als    mechanisches    Wärmeäqui- 

424  ^ 

Talent  bezeichnet. 

Hiemach    ist   Gleichung  (216)   auszusprechen:    Die  einem 

Gase  zugefübrte  Wärmemenge  ist  gleich  der  bei  gleichbleibendem 
Volumen  zur  Temperaturerhöhung  erforderlichen  zuzüglich  der 
zur  Verrichtung  der  äußeren  Arbeit  gebrauchten. 

Die  vorstehende  Überlegung  bat  dazu  geführt,  Wärme 
und  mechanische  Arbeit  als  gleichwertige  Energieformen  auf- 
zufassen, da  sie  ineinander  übergeführt  werden  können.  Glei- 
chung (216)  wird  deshalb  häufig  auch  in  der  Form  geschrieben 
(217.1  Q^A{U+L), 

worin  die  ÄrbeitsgrÖße 

ist.  Im  Gegensatz  zur  äußeren  Arbeit  L  wird  die  für  die 
Temperatur  erb  öhnng  yerbrauchte  Ü  als  innere  Arbeit  be- 
zeichnet. 

Beispiel  114.  Am.ugpben  ist  die  Auzabl  der  in  einer  Sekunde  auf- 
zuwendenden Wärmeeinheiten,  die  einer  Pferdestärke  gleichwertig  sind. 
Aus  dem  ZusammeiiliaDge  424  mkg  ^^  1  Cal  folgt 


1  PS  = 


70  ™'^?  = 

Sek 


75  Cal 

424  -"■'«^Sff- 


2Ö8  Dritte  Abteilung.     Mechanik  der  Gase  und  Dämpfe. 

Tatsächlich  gebrauchen  die  besten  Gusmaschinen  für  eine  ti^ 
gegebene  Pferdestärke  sekundlich  0,55  Cal.  und  gute  Dampfanlagei 
1  Ca!.    Der  wirtschaftlicbe  Wirkungsgrad  ist  im  ersteren  Falle 


=  0,1(55. 


56.  IsDthermjsclie  Znstandsändenmg. 

Wird  der  Vorgang  bei  der  Zustsndsündemng  eiiies  Gms 
so  geregelt,  daß  eich  wohl  Volnraen  imd  Spamiung  ftndeni. 
aber  die  Temperatur  stets  dieselbe  bleibt,  so  ist  in  Gleicliiing  (217) 
U^O  zu  setzen,  da  Tj;  =  T.i  =  konst.  ist,  und  die  gesamte 
zugeführte  Wärme  wird  in  äußere  Arbeit  umgesetzt: 
(218)  Q-AL. 

Die  Gleichung   der  SpannuugB kurve   ergibt  sich  danu  aus 
der   Zustandsgleichnng   vp  =  BT,   da   T  eine   gleicbbleibeude 
Größe  ist,  für  ein  bestimmtes  Gas  zu 
(■219)  vp  =  konst. 

Für  verschiedene   Temperaturen  und   Gase    erhält   man  natur- 
gemäß verschiedene  Spann ungs kurven. 

Ea  sind  gleichseitige  Hyperbeln,  and  der  Inhalt  der  Ärbeite- 
Häche  L  berechnet  sich  in  folgender  Weise; 


I 


Die    aus    Abs? 
Rechtecke  haben  i 


k 


und  zugehöriger  Ordinate  gebildeten 
denselben  Flächeninhalt  (7  =  JJT.  Es 
werde  jetzt  eine  Anzahl  solcher 
Rechtecke  eingetragen  (Fig.  l'l  1, 
deren  Ordinnten  in  glcichea 
Intervallen,  also  arithmetisch 
zunehmen,  dann  bilden  die  Ab- 
szissen eine  geometrische  Reihe 
von  dem  noch  zu  ermittelnden 
k [instanten  Quotienten  q.  kk 
Inhalt  eines  beliebigen  kleinen 
Flächen  Stückchens  zwischen  d 
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sich  BtOa  nahe  folgenden  Ordinaten  erhält  man  Boinit 

L-=\>(qv  -V)-  p«(?  -  1)  =  G(q  -  1) 
und   fQr  die  ganze,  aus  h  kleinen  Teilchen   zusammengeaetzte 


Fläche 


Hieraus  ermittelt  sich 


-ZL'^nCiq- 

anderereeits 

1  L 


1)- 


-1  + 


n  C 


Wird  dies  in  die  zwischen   der  Anfangs-  und  der  Endabsziase 
bestehende  Gleichung  Ve  =  q'v^  eingesetzt,  so  ergibt  sich 

Va       \    ^  n   Cl 
Sind  die  einzelnen  Absclmitte  so  klein,  daB  n  unendlich  groB 
angenommen  werden  kann,  so  ist  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

zu  ersetzen  durch  e'-' ,  worin  c  die  Basie  der  oatflrUcben  Loga- 
rithmen bezeichnet  (vgl.  Bd.  I,  S.  170),    Durch  Logarithmieren 

L 

der  Gleichung 

L 
C 


'Z 

-  e"^ 

folgt 

i'A           ( 

L-Oln 

BT 

-op 

L- 

JtTb". 

1  mit  C  = 
BÄ20)  L  ^  RTln  "-^  =  upln- 

,  mit  Benutzang  der  Gleichung  (219)  —  ■=  -^ 

Ist  von  der  isotherm i sehen  Spannungs kurve  ein  Punkt  .1 
[eben,  so  wird  ein  beliebiger  zweiter  in  folgender  Weise 
laden:    Man  greÜt  von  der  durch  A  zwischen  den   beiden 
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Aclisen  gezogenen  beliebigen  Geraden  BC  die  Länge  AB  ib 
und  trägt  sie  von  C  ana  nach  D  wieder  rQckwärts  an,  dum 
ist  D  ein  zweiter  Punkt  der  IsoÜierme  (Fig.  172).  Denn  man 
entnimmt  der  Fignr  Bogleicli 

nun   ist  wegen  BA  =  DC 

FC=GA  =  c, 
und  femer 

FC  =  EF  -i-FC~HD  +  GA  =  r^, 
also 

"■i  :  t'i  =  Pi :  P»     oder     t',- pj  — r,- p,. 


ispiel 


Sekuode 


115.      Ein    Lutlkonipressor     verdichtet 
kg 


4,1" 


=  0.404  kff  Luft  von  v,  =  0,98    ^     auf  p,  = 

qcm  '  .,-_ 

Druck,  während  die  Temperatur  konstant  auf  (  =  20"*  erbaltfn 
bleibt.  Zu  ermitteln  ist  der  Kompressionshub  und  die  erforderliche 
AntriebsleistiinH  (FiK-  1*3). 

Aus  Gleiohunj;  (->19)  folfft 

0,3« 


_Pi  . 


4,1 


-  0,24: 


nadi   "6%  des  Hubes  ist  die  Endspannunj;  erreicht. 

Die    sekundlicbi?     Konipressionsarbeit     ergibt    sich    aus   ( 
eliunp  (-21J  zu 

GL  =  C.IiThi'''  =0,404  ■  29,37 -293    In  0,24 4970  " 
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oder  bei  dem  mechanischen  Wirkungsgrad  des  Kompressors  jj  "^  0,9  zu 
=  73,.T  PS. 


OL 
%-75 


4970 


0,9  ■ 


Die  Äusschubarbfiit  und  die  während  des  ganzen  Hubes  vom 
Druck  der  äuge  saugten  Luft  auf  die  Rückseite  des  Kolbens  ge- 
leistete Arbeit  hebeu  sieb  auf  wegen  PiVy  =  p^v^. 

Wird  der  schädliche  Raum  lierücksichtigt,  so  Terringert  sich 
die  Antriebsleistung,  aber  auch  wegen  der  Expansion  bei  Beginn 
des    Rückganges    der   volumetrische  Wirtungsgrad   beim  Ansaugen. 


57.  Adiabatische  Znatandsändemng. 
Sind  die  WandungcD  des  Zyünders  für  Wärme  undurch- 
lässig, so  daß  während  des  gaiisen  Verlaufes  der  Zuetauda- 
ändpruDg  weder  Wärme  eu-  noch  abgeführt  wird,  so  ist  in 
Gleichung  (213)  ^  — =  0  zu  setzen.  Die  letztere  Gleichung  er- 
gibt dann 

oder 

Pj-S. +  «".-".  =0. 

Vi  «1 

Wird  jetzt  über  die  ganze  Zuatandsänderung  summiert,  so  folgt 

Nim  ist  der  Inhalt  der  Spauuungskurve  nach  Figur  169 
/,=  i'pj(rj—  t'i),  oder  mit  p,=  ,  also  wenn  isothermische  Zu- 
standBanderung  vorausgesetzt  wird, 


In   Absatz  56,  Gleichnng  (22tl)   wurde   die   Größe   von  L   für 
diesen  Fall  ermittelt  zn 

L  =  pt)in -^: 

Da 

demnach  wird  altgemein  durch  Gleichsetzen  beider  Ausdrucke 


k 
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erhalten 

(223)  y  '-^'^  =  In  ^ 

und  ebenso  durch  Änderung  der  Buchstaben  . 


^    Pl 


Damit  geht  Gleichung  (222)  über  in 

oder  nach  bekannten  Logarithmensätzen 

Hieraus  folgt 

(224)  PeVe''  =  pA  Va''  =  konst. 

Die  Gleichung  heißt  das  Poissonsche  Gesetz.    Sie  stellt 
eine  Kurve  dar,  die  Adiabate,  die   in   folgender  Weise  ge- 
zeichnet werden  kann,  wenn  ein 
Punkt  Ä  gegeben  ist: 

Man  trägt  an  die  Abszissen- 
achse  nach  außen  den  beliebigen 
Winkel  a  im  Nullpunkt  an 
(Fig.  174)  und  ebenso  an  die 
Ordinatenachse  den  Winkel  ß, 
der  bestimmt  wird  aus  der  Glei- 
chung 

(225)  1-f  tg/3  =  (l  +  tg«r; 

vorteilhaft  ist  die  Wahl  Ton 
iga  =  ^y  dann  ist  für  x  =  1,41  tg /3  =  ^ .  Darauf  wird  in  dem 
der  Ordinate  p^  entsprechenden  Punkt  C  der  Winkel  45^  an- 
getragen bis  C  und  hierdurch  eine  Parallele  CB  zu  ^C  ge- 
zogen; vom  Schnittpunkt  E'  der  Ordinate  p^  mit  dem  zweiten 
Schenkel  des  Winkels  a  wird  ebenfalls  imter  45®  eine  Ge- 
rade E'F  gezogen  und  in  F  die  Ordinate  FB  errichtet^  dann 
ist  -B  ein  zweiter  Punkt  der  Kurve. 


Fig.  174. 


Vn.  Abschnitt.     Gleichgewicht  der  Gase. 
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Nach  der  Konstruktion  ist 


und 
also 


EE'  ^EF^v^-v^ 


CD^C'D^p,-p,, 


EK 

tff  a  =  ^: = 

^  OE 


und 


tg^  =  ^==P^"^^ 
^^      OD  P2 


oder 
bzw. 


Pi  =  P«(l  +  <ig  ß)     und     ^2  =  «^i(l  +  tg  «); 

Mit  dem  zwischen   den  Winkeln   bestehenden  Zusammenhang 
(225)  folgt  dann  durch  Division 


Vj* 


v^^ 


oder     PiV=p2V- 


Wird  die  Gleichung  der  Adiabate  in  der  Form  geschrieben 

und   für   die  Klammerausdrücke   nach   der   Zustandsgieichung 
eingesetzt  {^^v^  ==>  RT^  und  (p^v^)  =^  BT^,  so  folgt 

oder 

(226) 


x-l 


Ist  nur  das  Verhältnis  der  Drücke  bekannt,'  so  wird  mit 


(227) 


1 
X 


X-   1 
X 


Bei  der  Expansion  des  Gases  ist  v^  >  v^  und  da  stets 
X  —  1  <  1  ist,  so  ergibt  Gleichung  (226)  stets  T,  <  I\ :  die 
Temperatur  sinkt.    Umgekehrt  steigt  sie  bei  der  Kompression. 
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Aus  der  allgemeinen  Gleichung  (217)  folgt  mit  ^=*0 

Die  bei  der  Expansion  geleistete  äußere  Arbeit  ist  gleich  der 
Abnahme  der  inneren  Arbeit,  die  der  Temperaturemiedrigimg 
entspricht.  Die  zur  Kompression  aufgewendete  äußere  Arbeit 
ist  gleich  der  Zunahme  der  inneren  Arbeit,  die  der  Temperatur- 
erhöhung entspricht.  Wird  für  die  innere  Arbeit  der  Wert 
eingesetzt 

und  hierin  nach  Gleichung  (215) 

A -^—  , 

so  erhält  man  die  Größe  der  äußeren  Arbeit 


(228) 
oder 


X  —  1 

-so-?:) 


und    mit  Benutzung   der   Gleichung  (225)   und   der  Zustands- 
gleichung 

bzw.  bei  Anwendung  von  Gleichung  (227) 


(: 


fpE- 


«-n 


Fig.  176. 


■'''^H-ib-Q 


Beispiel  116.  Der  Ar- 
beitsprozeß einer  GasmaschiBe 
kann  in  erster  Annäherung  an- 
genommen werden  als  zusammen- 
gesetzt aus  der  adiabatiscben 
Kompression  ÄB^  der  Zustands- 
änderung  bei  gleichbleibendem 
Volumen  BC,  während  der  die 
Wärmemenge  Q^  zugeföhrt  wird, 
der  adiabatischen  Expansion  CD 


VII.  Abichnitt,     Gleichgewicht  der  Gase. 
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imd  schUeQlieh  wieder  einer  Zustande  Änderung  bei  gl  eich  bleibendem 
Volniuen  DE,  während  der  die  Wännemengp  Q^  abgeführt  wird 
(Fig.  175),  Zu  berechnen  ist  der  therraiache  Wirkungsgrad  t;,  bei 
fliesen)  ProzeB. 

In  der  Maschine  wird  verbraucht  die  Wärmemenge  ij^  —  Q^, 
in  Arbeit   umgesetzt  wird,   als    thermischer  Wirkungsgrad  gilt 
das  Verhältnis  der  umgesetzten  Wärme    znr   gesamten  zugr'führten 

da  die  abgebende  Q^  nutzlos  auspufft. 
Nun  ist  aacb  Gleichung  (212) 

Q^  =  c,{T^  -  Ti)  und  ft  =  c,(r,  -  1\), 
lemnacb 


Aas  Gleicbnng  (226)  folgt  für  den  vorliegt 
Adiabate  AB 


nod  bei  der  Adiabate  CT) 


it-^ 


-c:) 


da  pg  nur  wenig  schwankt, 
ton  pj  getrieben  wii-d. 


1  größer,  je  höher  die  Kom- 


A 


daß  der  Zusammenhang  besteht 


Durch  Multiplikation  des  Braches  mit  2j  2,  läßt  sich  hiermit 
Ausdruck  für  den  Wirkungsgrad  schreiben 

i"»  TT'* T  ^  T  TT      T  ■  T  '^  T  ^ 

1,-  1  -  y_ 

Bfird  noch  Gleichung  (2271  angewandt,  so  ergibt  sich 
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Beispiel  117.  Ein  Luftkompressor  vom  Kolbendurchmesser 
D  =  60  cm  und  dem  Hub  5  «=*  50  cm  verdichtet  bei  n  =  80  Um- 
drehungen  in   der  Minute   in    einer   Sekunde    G  =  0,404  kg  Luft 

kg  kg 

von  p^  =  0,98      —    auf  |?2  =  4,1  —    -   Druck.     Zu   berechnen  ist 

qcm  qcm 

der   Eompressionshub    und    die    erforderliche   Antriebsleistiing  bei 

adiabatischer  Zustandsändemng. 

Die  Gleichung  (224)  ergibt  das  Volumenverhältnis 

!i  =  (?l) ^-  =  my^  =  0,239"'"  ~  0,36 : 
^1        NPs^  \  4,1  / 

der  Eompressionshub  beträgt  64^0  d^s  gesamten. 
Aus  Gleichung  (227)  folgt  femer 

r,-r.(^)'--'-293(-yJ--444: 

die  Temperatur  steigt  um  444  —  293  ==  151^. 

Da  die  Luft  in  den  anschließenden  Bohrleitungen  sich  wieder 
erheblich  abkühlt,  so  ist  diese  Temperaturerhöhung  und  die  dazu 
aufgewendete  Arbeit  nutzlos. 

Die  Eompressionsarbeit  in  der  Sekimde  giht  Gleichung  (228)  zu 

^^    /^        rr.^  0,404-29,37     ,,  .  ^  mkg 

^^  =  . -T  (^^  -  ^^)  =  -       -0,41-         •  151  =  -  4370  J. 

dazu  tritt  die  sekundliche  Verschiebarbeit 

^..  _  =  z.V..  a,.a--_«.eo'.  4.1.  0,36.  0,5.  ?-i» 

=  -  O560  --^ . 
In  Abzug  zu  bringen  ist  die  Gegenleistung  des  Ansaugedruckes 

Damit  erhält  man  die  gesamte  Antriebsleistung 

_  GL  +  A  -Ji  _  «70  +  5560  -3690 
^~"         tj-75  ~    "  0,9"  75"         •      =»A**^- 


1 
l 
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58.  Polytropische  Zastandsandening. 

In  den  meisten  praktischen  Fällt-n  macht  sich  der  Einfluß 

■  Zylinderwandungen  usw.   derart  bemerkbar,  daß  eine  rein 

Isbatieche  Zustandsänderung  nicht  stattfindet,  weil  die  Wau- 

igen  entweder  Wärme  abgeben  oder  aufnehmen,  je  nachdem 

B  Temperatur  die  des  Gases  unter-  bzw.  überschreitet.    Eine 

L  isothermisi-be  Zastandsandening  tritt  aus  demselben  Grunde 

rikt  ein.    Die  Spannung  verläuft  Tielmehr  gewöhnlich  zwischen 

iden   Kurven,    auf  der  Polytrope,    deren   Exponent  «>! 

t/i  <x  ißt. 

Die  Eurvengleichungen  entsprechen  im  übrigen  denen  der 
t  (224),  (226),  {227 1: 
3.)  pu"  =  konst 

Tt' "  -  '  =  konst, 


8)  Tp       "     =  konst; 

(ner  gilt  Gleichung  i228)  für  die  äußere  Arbeit  in  der  Form 


r 


^=^v^.-^») 


r 


itsprechend  die  daraus  hergeleiteten  (229)  und  (2'dU). 
Die  Wärmemenge,  die  zu-  oder  abgeführt  wird,  berechnet 
aus  Gleichung  (216)  zu 

Q  -  <-AT,  -  T,)  +  ÄL , 
wenn  hierin  L  aus  Gleichung  (234)  und  R  aus  Gleichung 
,5)  eingesetzt  wird,  folgt. 

Wird  nun  gesetzt 


268  Dritte  Abteilung.     Mechanik  der  Gase  und  D&mpfe. 

SO  ergibt  sich  schließlich  in  einfacher  Form 

(236)  «  =  c,  (T,  -  rO . 

Für  jede  Polytrope  ist  die  spezifische  Warme  c^  unver- 
änderlich, im  übrigen,  wie  Gleichung  (235)  zeigt,  wegen  x>» 
negativ. 

Ist  eine  polytropische  Kurve  gegeben,  so  werden  für  zwei 
beliebige  Punkte  die  Werte  p^,  v^  und  p^,  v^  der  Zeichnung 
entnommen.  Durch  Logarithmieren  der  Gleichung  PiVi^^ft^s* 
erhält  man  dann 

nlog  t\  +  logpi  =  nlog  v^  +  logft 
also 

(237)  n  =  pl^^^«^l . 

log  y,  -  log  «71 

Wird  die  Rechnung  für  mehrere  Punktpaare  wiederholt,  so 
ergeben  sich  gewöhnlich  kleine  Abweichungen,  und  es  ist  der 
Mittelwert  anzunehmen. 

Zeichnerisch  erhält  man  diesen  Mittelwert,  indem  man 
die  Konstruktion  der  Figur  174  rückwärts  ausführt  und  die 
Geraden  OC  und  OE'  so  zieht,  daß  sie  sich  den  beiden 
Punktreihen  am  besten  anschließen;  darauf  wird  n  bestimmt 
aus  der  Gleichung  (22n): 

log(l+tga) 

Beispiel  118.  Das  aufgenommene  Diagramm  eines  durch 
Mantelbewässerung  gekühlten  Luftkompressors  ergibt  für  den  Hub- 
anfang die  Spann ungsordinate  p^  =  5,2  mm,  die  Baumabszisse 
i\  =  49,0  mm,  ferner  bei  der  Spaimungsordinate  pg  =  15  mm 
die  Raumabszisse  Vg  =  20,8  mm.  Der  Exponent  der  Polytrope  ist 
zu  berechnen. 

Gleichung  (237)  liefert 

_    log  5,2  —  log  15,0   _  0,71600  —  1,17609  _  .  ^, 
''  "*  log  20,8  -lo^49,0  ~  1,31806  -~1 ,6 9020  ~    '"    ' 

Für  eine  zweite  Pnnktfolge  ergebe  sich  n  =  1,26,  somit  wäre  i.  M. 
n  =  1,25   anzunehmen. 

Beispiel  119.  In  einer  Viertakt- Gasmaschine  wird  das  längs 
AB  angesaugte  Gasgemisch  wegen  der  Mantelkühlung  polytropisch 


VII.  ÄbaohniU.     Oleichgewitht  dec  Gm 


BC  (Fig.  1 


)  komprimiert  - 


der  I 
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?rfalmings- 


r  Exponent  i 
M.  n  =  l,;tü  —  dann  tritt  die  plötzlkhe  Verpnflung  UV 
hieran  schließt  sich  die  Expansion  DE,  deren  poly- 
tropischer Exponent  i.  Af.  zu  1,35  angenommen  werden  kann, 
daxaiif  erfolgt  der  Auspuff  his  fast  anl'  die  AtmosphUrenspannung 
längs  EF  und  schließlich  der  Ausschuh  FA.  Zu  bestimmen  ist 
ctie  Leistung  einer  Mascliine  vom  Zylinderdurchmesser  I>  =■  30  cm 
md  dem  Hub  s  =  0,45  m  bei  2.1U  Umdröhungen  in  der  Minute, 
Iren  Kompressionsraum  r^  =  ^r  ist. 
■  Das  Gemisch  werde  mit  der  Temperatur  1^—  15"  und  dem 
k& 
mck   p.  =  0,9       -  n 

'  qcm  ^ 

igeeaugt,  infolge  des 
Knflusses  der  heißen 
Zylinder«  andnngcB 
eigt  jedoch  die  Tem- 
leratur  dabei  um  etwa 
,00 — 120',  so  daß 
', -^  400"  wird.  Die 
Ijis&ugearbeit  für  1  kg 
fMgemiscb  ist  dann 
MJh  Kg.  176 

RT. 
1er    mit    v  = 

Vi 
IS  der  Zustandsgieichung 

.  i,  =  JÜ^i  —  0,75  ■  31,2  ■  400  —  9360  mkg. 


'Orin  R  =  31,2  dem 
Der  Kompi 


ipiel    113  entnommen  ist. 
iddruck  ist  nach  Gleichung  (331) 


p.-ihil'f-o.^' 


4'.»  =  5,46  -° 


icbte  Temperatur  nach  Gleichung  (232) 


=  400  ■  4" 


■■  607", 


her  die  Kompressions  arbeit  nach  Gleichung  (234) 


X.-: 


.r_  (400  -  607)  =  -  21  530  mkg. 
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Da  mittelgutes  Leuchtgas  bei  t  =  0^  und  p  =  1,033     -  einen 

qcm 

Cal 
Heizwert  von  5000       -   besitzt,  die  bei  der  plötzlichen  Verpoflfiing 

cbm 

nutzbar    gemacht    werden,    so    hat    1  cbm    Gas-Luftgemisch  yom 

Mischungsverhältnis  1  :  9  den  Heizwert  500  Cal.    Sein  Grewicht  be- 

1  •  0,56  +  9  •  1,25  kg 

trägt  nach  den  Angaben  in  Beispiel  1 13  -  =  1,18  -— , 

kg 
also  sein  spezifisches  Volumen  t\  bei  T,  «=  400"  und  p,  =  0,9  — ^  nach 

qcm 

dem  Zusammenhang     ^  -  ==    ^^ 

V   =  r    ^  ^1  «  _L_    h^     ^^        1  43  ^^ 
^        Vi  ^0        I.IÖ  *    0,9    *  273  ^    '       kg 

Der     Heizwert     von     1    kg     angesaugtes     Gemisch     ist    demnach 

500 

-    -^  =  350  Cal. 
1,43 

FolgHch  ergibt  Gleichung  (212)  Q^  c^{T^—  T,)  mit  c.=  0,19 

Q  350 

To  =  -  +  ^i  =  7r->;  +  607  ~  2450<>. 
^       c^         *       0,19 

Wegen  der  Abkühlung  durch  die  Wandungen  werde  mit  T^  =  2200^ 
gerechnet. 

n  r         R' T 

Nun  besteht  för  die  VerpuflFiing  die  Proportion  -'--*  =  -^'i 

worin     _^  =  0,97  zu  setzen  ist.    Daraus  folgt 
li 

fft  jR'  T„  2200  kff 

Die  Endspannung  der  Expansion  ergibt  wieder  Gleichung  (231) 

die  entsprechende  Temperatur  folgt  aus  Gleichung  (232) 

/..  \n-\  /  1  \0,35 

T^  =  ^3  (    ;^ j       =  2200  y-.  j      ~  1350®. 


yn.  Abschnitt.    Gleichgewicht  der  Gase. 
Damit  ergibt  sich  die  geleistete  Arbeit 
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p'  30  2 

is  =  ^^  j  (2,  -  T,)  =  ^  (2200  -  1350)  =  73  300  mkg. 


0,35 


Bei    dem    plötzlichen    Spannungsabfall    bis   auf  p^^^  1^1 
sinkt  die  Temperatur  auf 


qcm 


Der  Ausschub  erfordert  die  Arbeit 

^4  =  -p5^i=-p5-|<' 
und  mit  t?  = 

i^-=  — fi2'T5  =  — 0,75  .  30,2-  510^ 11  530  mkg. 

Die  Gesamtarbeit  f&r  1  kg  Gasgemisch  ist  also 

i  =»  Xj  —  ig  +  X3  —  X^  =  9360  —  21  530  +  73  300  —  11  530 

=  49  600  mkg. 

Das  sekundlich  angesaugte  Gemischgewicht  ist  nun 

^       TT  ^„         n      \       \ 
4  2     60     V 


1 

jt     ^  „,    ^  , ,       240         1 

-    •  0,3*  •  0,45 

4       '  '         2  .  60    1,43 


0,0445  kg. 


demnach  die  Leistung  der  Maschine  beim  mechanischen  Wirkungs- 
grad 77  =-  0,8 

_^^gX       0,8. 0,0445-49  600^^3^^^3 


59.  Kreisprozeß. 

Man  bezeichnet  als  Kreisprozeß  eine  Reihenfolge  von  Zu- 
standsänderungen;  bei  der  die  Zufuhr  bzw.  Entziehung  von 
Wärme  derart  geregelt  ist,  daß  der  Endzustand  des  Körpers 
wieder  gleich  dem  Anfangszustand  wird. 

Ein  Gas  expandiere  vom  Anfangszustand  A  aus,  in  dem 
seine  innere  Arbeit  den  Wert  TJ^  hat,  bis  B  (Fig.  177),  dabei 
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wird  ibm  die  Würmemeiige  Q^  zugeführt,  bo  daß  die  innen 
Arbeit  den  Wert  U^  annimmt;  die  geleistete  äußere  Arbeit  L, 
wird  dargestellt  durch  dffl 
Inbalt  der  Flache  Ä'ABF- 
Es  expandiere  dann  vuia 
nach  einem  anderen  Geseti 
auf  der  Strecke  BC,  wobei 
sieb  die  innere  Arbeit  infolge 
der  Wärmezufuhr  Q,  tun 
ij  —  U^  ändert  and  ie 
äußere  T^  der  Fläche  B'BCt" 
entspricht.  Jetzt  erfolge  eme 
Kompression  nacb  der  Span- 
uungskurve  CD,  wobei  die 
Wänuemenge  Q^  abgeführt  wird;  die  iunerf  (Wärme- Jarlml 
beträgt  im  Punkte  D  U^  und  die  verrichtete  äußere  Arbeit  ist 
gegeben  durch  die  Fläche  C'C'DD'.  Zuletzt  kehre  das  Gm 
auf  der  Kurve  DA  wieder  in  den  alten  Zustand  zurück;  ab- 
geführt wird  dabei  die  Wärmemenge  (^^,  die  innere  Arbeit 
ändert  sich  um  L\  —  f',  und  die  äußere  L^  wird  dargestellt 
durch  die  Fläche  T)'DAÄ'. 

Nach  Gleichung  (217)  erhalt  man  demnach 
+  Q,^A(U^-l\}+AL, 

-Q,-A([u-  U,)+AL, 

-Q,^A{l\~U,)  +  AL,, 
woraus  durch  Addition  folgt 

(Qi  +  Vä)  -  (ft  +  '.'4)  -  ^C^i  +  4  -  4  "  L,)  oder 
(239)  ((?,+  i?a)-lft+  Q.^-AL, 

worin  L  der  von  den  vier  Spaonungskurren  begrenzte  FlächO' 
iahalt  ist. 

Bei  einem  Kreisprozeß  wird  keine  innere  Arbeit 
geleistet  (d.  h,  nach  Vollendung  des  Prozesses  hat  das  tlu 
wieder  dieselbe  Temperatur)  und  die  verrichtete  äoBei' 
Arbeit  entspricht  der  Differenz  der  zugeführten  oni 
abgeleiteten   Wärmemengen. 
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Warmem  oto  reu  liefern  auf  diese  Weise  mechanische 
Arbeit.  Wird  der  Prozeß  in  umgekehrter  Richtung  durch- 
laufen,  so  kehren  sieh  die  Voraeichen  der  Gleichung  (239)  luu: 
Änrch  Aufwendung  mechanischer  Arbeit  kann  Kälte  erzeugt 
werden. 

Wird  Gleichung  (239)  iu  der  Form  geschrieben 

(ft+ft)-e-.ii  +  (ft+ft), 

erkennt  man  sofort,  daß  von  einer  Maschine,  in  der  ein 
i  einen  EreisprozeB  vollführt,  durch  Zuführung  einer  be- 
stimmten Wärmemenge  Q  wohl  die  äußere  Arbeit  L  geleistet 
■wird,  daß  aber  ein  Teil  der  aufgewendeten  Wärme,  nämlich 
{ft+  Qi)  ^vieder  als  Wärme  abgeführt  wird,  die  gewöhnlich 
Antzlos  verloren  geht.  Bei  einer  Dampfmaschine  ist  dies  die 
mit  dem  Auspuffdampf  abgehende  Wärmemenge,  bei  einer  Gas- 
maschine die  mit  den  Abgasen  und  im  Kühlwasser  des  Mantels 
fortgehende. 

Der  Prozeß  verÜiuft  um  so  günstiger,  je  kleiner  die 
Jfltztere  Wärmemenge  ist.  Als  Maß  hierfür  hat  mau  den  tber- 
iscben  Wirkungsgrad  eingeführt,  das  Verhältnis  der  in 
Wärmewerten  augegehenen  äußeren  Arbeit  zur  aufgewendeten 
Wärme: 


AL 


(240) 


Genau  genommen  sollte  l]ei  einem  fortlaufenden  Kreis- 
Brozeß  stets  dieselbe  Gasmenge  immer  wieder  benutzt  werden, 
auch  bei  einigen  Heißluftmaschinen  geschehen  ist;  gewöhn- 
lich wird  jedoch  das  Gas  aus  der  Maschine  entfernt,  wenn  es 
einen  Kreisprozeß  vollendet  hat,  und  durch  frisches  ersetzt. 
Beispiel  120.  Eine  Gasmaschine  vou  .N'=50rS  Leistung 
einem  mechanischen  Wirkungsgrad  »;„,  ^  0,8  verbraucht  in  dt-r 
ida  für  eine  Pferdestärke  0,475  cbm  Leuchtgas  von  5000  Cal 
[nizwert.     Zu  berechnen  ist  ihr  thermischer  Wirkungsgrad  ^ 


I 


Die  ' 


i  Gas  in  der  Sekunde  verrichtete  äußere  Arbeit  ist 
50-75        ,,.^„     ^ 


iliolia  HKlunlk.   n. 
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die  sekundlich  aufgewendete  Wärmemenge 

GQ^  - — -  .  5000  .  50  =  33  Cal, 
^3600  ' 

demnach 

,     GL         4680 

Der  Gesamtwirkungsgrad  des  Gases  ist 

n=^Vfn'nt^Ofi'  0,335  =  0,268. 

Beispiel  121.     Eine   gute   Kondensationsdampfmaschine  Ton 

N  =  1500  PS  Leistung,  deren  mechanischer  Wirkungsgrad  i?g,*"0,9 

ist,   verbraucht  fElr   eine   Stunde  und  Pferdestärke   5,5  kg  Dampf 

kg 
von  13,5  —     Spannung    und    665   Cal    Heizwert.     Der   Gesamt- 
qcm 

Wirkungsgrad  ist  zu  bestimmen. 

Die  Dampfleistung  beträgt 

«.i=Ii^=!^1^0^  125000 1^, 
Vm  0,9  Sek 

die  sekundlich  aufgewendete  Wärmemenge 

G    0=  ,^'''    .  665  •  1500  ==  1525  CaL 
^       3600  ' 

demnach 

GL         125  000  ,,    , 

'''=^(;(;)  =  424  .-152-5  =  *^'^^^ 
und  der  Gesamtwirknngsgrad 

»/='/m-'?<=0.9-<V93  =  0,174. 

60.  Der  Carnotsclie  Kreisprozeß. 

Das  Kennzeichen  des  Camotschen  Kreisprozesses  ist,  daß 
von  den  vier  Zustandsänderuugen  abwechselnd  eine  isothermisch 
und  die  folgende  adiabatisch  verläuft. 

Zuerst  werde  isothermisch  expandiert  auf  der  Strecke  AB 
(Fig.  178),  wobei,  damit  die  Temperatur  konstant  bleibt,  eine 
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Wärmemenge  (>,  =  AL^  (vgl.  Absatz  ÖÖ)  zugeführt  werden  muß; 
i,  wird  durch  die  Flüche  A'ABB'  Teranschaiilicht.  Es  folgt  eine 
adiabatische  Expansion  längH  HC, 
während  die  äußere  Arbeit  Z.j 
entsprechend  der  Fläi'he  B'BCC" 
geleistet  wird,  die  von  der  vor- 
handcuen  Wärme  des  Gases  ge- 
deckt werden  muß,  da  keine  neue 
Wärme  hinzukommt,  so  daß  die 
Temperatur  von  T^  auf  T^  sinkt. 
Nach  Gleichung  (216)  besteht  der 
Zusammenhang -4Z,,'=c„(r,— 7',). 
Daran  schließt  sich  eine  isother- 
mische  Kompression;  damit  die 
Temperatur  dieselbe  bleibt,  muß  die  Wärmemenge  ~Qj  =  —ALf 
»bgeführt  werden,  worin  wieder  /^  durch  die  Flüche  C'CDIX 
dargestellt  wird.  Der  Punkt  D  wird  erhalten  als  Sehnittptmkt 
dieser  Isotherme  mit  der  letzten  Adiabate  T>A;  die  zur  Kom- 
Jiression     benötigte    Arbeit    dient    zur    Erwärmung    des    Gases 

Pf    die    Anfangstemperatur    T, ,     und     es     maß    wieder     sein 
^Zj'=c,fr,  -  r,),   worin   /,,'  durch    die   Fläche  IJ'DAA' 
nreranschaalicht  wird. 

Wird  nun  die  Summe  aller  Teilprozeese  gebildet,  so  folgt, 
sich  -IL,'  und  —  AL^'  wegen  der  Gleichheit  des  Temperatnr- 
ifäUeB  aufheben 

Q,-Q,=  A{L,-L,)~AL, 
renn  L  wieder  die  von  den  vier  Spannungskurveu  eingeschlossene 
)äche  bezeichnet. 

Nun  ist  nach  Gleichung  (226)  för  die  Kurrea  SC  und  DA 


bzw. 


Hiell  Gleichsetzer 
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Die  VolumenTerliältDisse  der  beiden  isothermisclien  Zustands- 
änderungen  sind  einander  gleich. 
Die  Gleichung  (220)  e^ibt 

L.  =  i?T,  In^     und     L,  =  RT^  In  -*  , 

durch  Division  beider  folgt 


«1  '       *"s 


i?T.ln''* 
Li i\ 


«       /ZT,ln-*- 
und  wenn  Gleichung  (241)  berücksichtigt  wird, 

(242)  ^-  -  ^- . 

Wird  jetzt  der  thermische  Wirkungsgrad  gebildet,  so  er- 
hält man 

_AL  _  Am  -  L,) 

oder  mit  Benutzung  von  Gleichung  (242) 

T  —  T 

(243)  ^''  =  ^     T,      • 

Wird  der  Prozeß  umgekehrt  in  einer  Kältemaschine  durch- 
laufen, so  wird  die  Arbeit  L  aufgewendet  und  die  bei  der 
tiefen  Temperatur  T^  dem  Gas  entzogene  Wärmemenge  ^j 
stellt  die  Kälteleistung  der  Maschine  dar.     Das  Verhältnis 

^^     ^  ÄL       1\  -  1\ 

nennt   man   die   Leistungsziffer  der   nach   dem  Camotscheii 
Kreisprozeß  arbeitenden  Kühlmaschine. 

Wäre  es  möglich  Tg  =  0,  also  t^=  —  273®  zu  machen^  so 
ergäbe  sich  7]^=!.  Da  für  Kraftmaschinen  jedoch  fast  stets 
Wasser  von  niedrigstenfalls  t  =  1  —  10®  als  Kühlmittel  dient, 
so  kann  praktisch  To  nicht  unter  280®  liegen.  Um  also  einen 
m()glichst  hohen  Wirkungsgrad  zu  erzielen,  muß  T^  so  hoch 
als  angängig  getrieben  werden. 
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Weil  tlieoretiBch  durch  die  Wahl  der  beiden  Tempera- 
turen T^  und  Tg  der  Wirkungsgrad  des  Carnotachen  Prozesses 
beliebig  hoch  gemacht  werden  kann,  so  gilt  er  als  allerdings 
unerreichbares  Ideal  eines  ArbeitsprozesseB,  und  andere  Pro- 
zesse werden  danach  beurteilt,  wie  sich  der  mit  ihnen  er- 
zielte Wirkungsgrad  zu  dem  eines  Carnotachen  von  denselben 
Temperaturgrenzen  stellt. 

Der  Carnotsche  Prozeß  kann  auch  umgekehrt  durchlaufen 
werden,  was  beispielsweise  von  dem  einer  Gasmaschine  nicht 
zutritft;  dagegen  ergibt  die  umgekehrte  Durchführung  des  Pro- 
Eesses  einer  Heißluftmaschine  den  eines  Kompressors,  obwohl 
er  von  dem  Carnotscben  erheblich  abweicht. 

Beispiel  122.  Bei  der  Dampfmaseliine  in  Beispiel  121  ist 
die  Temperatur  des  einströmenden  Dampfes  1\=  273° -|-  192",  die 
ybgehenden  3j  =  273"  -|-  55''  (vgl.  Tabelle  IV).  Demnach  würde 
•in  Camotecher  FrozcB  den  Wirkungsgrad  haben 


"  7*1  273  -1-192  '        ■ 

Der    thermische  Wirkungsgrad    einer    voraüglichen    Dampfmaschine 
*tebt  zu    dem    bei    anderer   Art    der    Zustandsändening    bestenfalls 

^reichbaren  im  Verhähuis     '„-^  =  0,655. 

Bei  der  Gasmaschine  in  Beispiel  li'O  ist  J,  ^  2200  und 
Tf  =  510,  demnach  der  im  Camotschen  Kreisprozeß  erreichbare 
titermische  Wirkungsgrad 

2200  —  öl 

"' — 22Öir 


-  =0,76K. 


Da  der  wirklich  erhaltene  nur  »j,^  0,335  ist,  so  ist  das  Verhältnis, 
das  die  Ausnutzung  der  Temperaturgrenzen  angibt,  '_  =  0,437, 
^Älso  geringer  als  das  der  Dampfmaschine. 

lil.  Entropie;  das  Wärmedlagramm. 

Neben  der  Gleichung  (242)  j^  = -^r  besteht  beim  Camot- 
schen Prozeß   noch   die  zweit«   -'  =  ^,  die  durch  Dimion  der 
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beiden  Ausdrücke  für  Q^  und  Q^  erhalten  wird.    Durch  Gleich- 
setzen folgt 


oder 


-^1  ^2 


worin    Q^    als    abgeführte    Wärmemenge    das    negatire   Vor- 
zeichen hat. 

Für  einen  Ejeisprozeß,  der  nicht  aus  zwei  Folgen  von 
isothermischen  und  adiabatischen  Zustandsänderungen  besteht^ 
sondern  aus  einer  größeren  Zahl,  geht  die  Gleichung  über  in 

e 


2 


T    '^• 


Nun  kann  jeder  geschlossene,  umkehrbare  Kreisprozeß 
durch  eine  sehr  große  Schar  von  dicht  nebeneinander  yer- 
laufenden  Isothermen  und  Adiabaten  in  entsprechend  viele 
kleine  Camotsche  Prozesse  zerlegt  werden,  die  in  ihrer  Gesamt- 
heit den  vorliegenden  Prozeß  ergeben,  und  die  Summierung 
über  alle  Kreisprozesse  ergibt  wieder 

(240)  2'?  =  Ö' 

wenn    Q'    die    kleine    zu-    bzw.    abgeführte    Wärmemenge    der 
Einzel-Camot-Prozesse  bedeutet. 

Ein  nicht  umkehrbarer  Kreisprozeß  kann  auch  nicht  durch 
eine  Summe  von  umkehrbaren  ersetzt  werden,  so  daß  auch 
Gleichung  (245)  ihre  Geltung  verliert.  Vielmehr  überwiegt  bei 
einem  nicht  umkehrbaren  Kreisprozeß  stets  die  zugeführt« 
Wärmemenge,  so  daß  also  die  Summe  einen  positiven  Wert  hat 

(246)  2'  r  =  +  -^^ 

Man  bezeichnet  den  Ausdruck  ^.  ^-,  der    nur   von    dem 

jeweiligen  Wärmezustand  des  Körpers  abhängt-,  als  Entropie 
und  kann  dann  aussprechen: 
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:  En 


ntropie  nimmt  bei  niclit  umkehrbaren  Kreis- 
prozeesen  zu,  bei  umkehrbaren  bleibt  sie  dieselbe. 

Die  Torstebendea  Satze  werden  auch  umgekehrt  z.ur  Kenn- 
zeichnung der  ümkehrbajkcit  bzw.  Nichtumkehrbarkeit  der 
Arbeitsprozesse  benutzt. 

Die  Größe  der  Entropie  bei  einem  bestimmten  Zustande 
berechnet  sich  iii  folgender  Weise: 

Man  setzt  in  Gleichung  |213) 

e'-|^[«'.(p.-v.)  +  «f.fe-">)] 

ans  der  Zustandagleichung  ein  R  ^    *  *  und  erhält  so 

oder  durch  Summation 

Nnn  ist  nach  Gleichung  (223) 

>  -i ^  —  In In  r£  —  In  r^ 


f  =  o 


damit  ergibt  sich 


Inpj, 


X  btij]. 


AIb   beliebig  herausgegriffener  Änfangszu stand  wird    ge^ 
^»ji^O,  alflo  lnp^  =  — tx)  und  dementsprechend 

nT       BT 

V,  =    --=-.      =  c». 

Dann  wird  für  den  Zustand  p,  v 

2?,  =  ';,(ln  p  +  oo  +  X  In  f  -  Od), 
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oder  mit  Benatzung  der  Logarithmensätze 

(247)  _2'y-<'- ■'»(<"')■ 

Sobald  für  ein  Gas  die  Konataaten  c,  und  x  bekannt  sind,  iit 
die  Entropie  hiemacli  anzugeben. 

Tri^^t  man  eie  für  verschiedene  aufeinander  folgende  Zn- 
Btände   des   Gases   als  Abszissen    auf  tind   senkrecht  dazn  als 


T" 

V^ 

K 

P, 

■i-^...,_^ 

T, 

< 

7 

1 

J 

j_ 

i-ti-, 

Vi 

f-           i 

..  ^^ 

Fig.  179a.  Fig.  lT9b. 

Ordiuaten  die  zugehörigen  absoluten  Temperaturen,  so  entsteht 
das  Wärmediagramm  (Fig.  179b),  das  aus  dem  Spannungs- 
diagramm  (Fig.  179a),  mit  Benutzung  von  Gleichung  (247) 

entwickelt  wird.  Aus  der  Gleichung  S  =  ^^  ^  folgt  die  kleine 
Änderung  der  Entropie  S'  =  s,-  oder  Q'  ^  T  ■  S'.   Der  schmale 

Flächen  streifen  stellt  die  in  dem  augenblicklichen  Zustand  ta- 


Fig.  180  b. 
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geführte  Wäimemeiige  (^  dar,  die  ganze  Fläche  demoaoh  die 
gesamte  wHhrend  des  ProzeBsea  zogefllhrtie  Wärmemenge  ^, 
woher  ihre  Bezeichnung  stammt. 

Bei  der  isotheruiischen  Zuetundsänderung  ist  die  Tem- 
peratur T  während  dea  ganzen  Prozesses  dieselbe,  demnach 
vird  das  zu  dem  Spann ungsdiagramm  Fig.  180a  gehörige 
"Wärmediagramm  Fig.  180b  begrenzt  durch  eine  Parallele  zur 
AbszisBenaehse  im  Abstände  T.  Die  Entropie  ändert  sich  um 
den  Betrag 

(248)  s._s,_2'f  =  2'«--y 

und  die  Rechteckääche  A'B'C'D'  gibt  die  gesamte  zugeftihrte 
Wärmemenge  ^  ■  T  =  (^  an.  Da  nun  Q  =  AL  durch  dos  Pro- 
dukt der  Fläche  ABCD  mit  der  Zahl  ^i  gegeben  ist,  so  ei"- 

llült    man    sofort    nach    Gleichung    (248)    die    Zunahme    der 
Entropie,  also  in  dem  angenommenen  Mafistabe  die  Länge  A'B' 
i  Wärmediagramms. 
Bei  der  adiabatischen  Zu  Standsänderung  ist  (/— 0  und 

femznfolge  S  =  ^  ^  =  0,  d.  h.  die  Entropie  bleibt  während 
I  ganzen  Verlaufes  des  Prozesses  konstant,  und  das  Wärme- 
diagramm   bekommt    die    Länge    '):     Die   Adiabate   AB    des 

A 


Fig.  ISla 


Fig.  lälb. 

Bpannongsdi  agram  ms  (Fig.  181)  erseheint  im  Wärmediagramm 
|ls  die  Senkrechte  A'B'  znr  Abszissenachse. 
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Erfolgt    die    Zustaudsänderung    bei    gleichbleibendem 
Volumen   v^    so    erscheint   die    Spannongslinie    als    eine    zur 


Ä.-- 


1 


B' 


P, 


± iL 


v*->! 


y 

c 

4>1 
TT 

,     w 1 

1 

t; 

iC 

1 

« Sg'S,—^ 


Fig.  182  a.  Fig.  182  b. 

Ordinatenachse  parallele  Gerade  AB  (Fig.  182a)   und  die  zu- 
geführte Wärmemenge  ergibt  Gleichung  (212): 


demnach  wird 


S 


2 


oder  nach  Gleichung  (223)  mit  geänderten  Buchstaben 


(249) 


Ä,-S.  =  c>p 


Ist  eine  Temperatur  z.  B.  T^  bekannt,  so  bestimmen  sich  die 
übrigen  durch  Anwendung  der  Zustandsgieichung 

r^ ^  -„  J",    also    T=^*Tj. 

Da  Op  eine  bekannte  Größe  ist,  so  läßt  sich  für  jeden  Punkt  p, 
der  Spannungslinie  in  Figur  182  a  der  entsprechende  Al>- 
schnitt  S^— S,  auf  der  Abszisse  in  Figur  182b  finden  und 
dann  die  zugehörige  Temperatur  T^.  auftragen.  Man  erMlt  so 
die  Kurve  A'B\ 

Die  Zustaudsänderung  bei  gleichbleibender  Spannung 
ergibt  als  Spannungslinie  eine  zur  Abszissenachse  parallele 
Gerade.  Die  Entropieänderung  bestimmt  sich  wie  vorher,  nur 
ist  als  konstanter  Gaswert  c    einzusetzen. 
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Bei  der  polytropiachen  Zustandsänderung  gilt  älmlicli 
Q'=  c^{r,  —  r,),  80  daß  für  die  Entropieünderung  die  Glei- 
chung besteht 

Andere  als  die  obigen  fönt'  ZustandBändemugen  kommen 
Dicht  vor,  denn  jede  von  den  ersten  vier  abweichende  kann 
mindeBtens  sehr  genau  angenähert  werden  durch  eine  poly- 
tropiache  mit  einem  entsprechenden  Exponenten  «,  der  ja  jeden 
Wert  zwischen  0  und  tx»  annehmen  kann,  wenn  er  auch  in 
praktischen  l^'ällen  nur  zwischen  1  und 
1,6  Uegt, 

Beispiel  12'6.  Zu  zeichnen  iat  das 
W&rmediagrajmn  fUr  eiaen  Camotsohen 
ELTäisprozeB,  der  zwischen  den  beiden  Tem- 
peratureo  T,   und  Tj  vei-liluft. 

Die  Isotherme  'AB  (Fig.  178)  stellt 
sich  als  eine  Parallele  A'B'  lui  Äbsnssen- 
achse  im  Abstände  7',  dar  (Fig.  183},  deren 


Länge  b\  —  S^ 


ÄL. 


I  die 


Größe  Z,,  gleich  dem  Flächeustiick  A!ABB' 

in  Fig.  178  ist.  Die  IsothermB  CT)  ergibt  eine  gleich  lange  Parallele 
C'D'  im  Abstände  T^  von  der  Achse,  nnd  die  beiden  Adiabaten 
Eeigen  sich  als  die  beiden  anderen  Seiten  des  Hechteckes  A'B'C'D', 
so  daß  die  gesamte  in  Arbeit  umgesetzte  Wurme  Q  sehr  einfach 
durch  die  schraffierte  Fläche  dargestellt  ist. 


Vffl.  Abschnitt 
Oleiclige wicht  der  Dämpfe. 

62.  Entatehung  und  Eigenschaften  der  Dämpfe. 

Wird  1  kg  einer  in  einem  Zylinder  mit  beweglichei 
Solben  abgeschlossenen  Flüssigkeit,  das  bei  t  =^0°  den  Raum- 
inhalt Pj  hat,    unter    dem   gleichbleibenden   Druck  p   — ^   er- 
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wärmt,  B^i   «Ufigt  seine  Temperntur  ood 

der  lüiominhalt  der  Flüssigkeit  zu  auf  r,.    l^  "^TarVTr  Uobi 

aber    sehr    gering,    bis    schließlich    eise    Kih    jem    Dmck  f 

waohfterjde  Temperatur  ^  erreicht  ist,  bei  der  äee.  der  Baam- 

iohalt  s^'hr  s'rhDell  auf  r^  vergrößert^  di  eiB  T«£i  der  Flfiflig- 

keit    in    den    gasförmigen    Znstand    übergebt:    e»    tnti  Ver- 

b 
d  a  TU  i)  f  u  n  g  ein.    Die  bei  dem  mittleren  Luftdro^  /  ==:  IJJ3S  --- 

qcm 


^  •  li?f  mm  Quecksilbersäule  bei  der  V 
Temperatur  beißt  die  Siedetemperatur,  diie  fnr  die  Ter 
^rhiedeueu  Flüssigkeiten  verschiedene  Weite  kit  t^  die  auf 
Seite  2^1  stehende  Tabelle).  Wird  die  Erwiznmw  foxtgCKtzt, 
ff//  bleibt  die  Temperatur  dieselbe,  so  lange  noi^  etwas  toh 
der  Flüssigkeit  vorhanden  ist.  Die  zur  ToHitlnitifflB  Tcr- 
#iampfung  eines  kg  Hüssigkeit  von  Siede-  bzw.  Vcrdampfniigs- 
t/fmperatur  erforderliche  Wärmemenge  r  heißt  Verdampfnngs- 
wHrmtt.  Sie  ist  gleich  der  Differenz  der  Gesamtwlrme  des 
Dampfes  und  der  der  Flüssigkeit: 

w^nn  /,  den  sogenannten  Wärm  einhält  der  Flüssigkeit  und 
/^  d'.n  des  Dampfes  bezeichnet.  Ihr  Wert  ist  natuigemiß  fir 
jeden  Stoff  und  für  jeden  Druck  p  ein  anderer. 

Die  Verdampfungswärrae  wird  nutzbar  gemacht  zur  Ve^ 
größerimg  des   Kauminhaltes   als  innere  Warme  p    ond  zur 

(.'berwindung    des   äußeren    Gegendruckes   p       -    bei   der  Ver- 

qm 

K^:hiebung    des   Kolbens    durch    den  Zuwachs    des   spezifischen 

Volumens  um  r^  —  i\  als  äußere  Wärme  -Ip^fj  — r^X  indem 

d;ib«*i  flie  Arbeit  p  •  («'2  —  i\)  verrichtet  wird  (vgL  Absatz  55i: 

Zwischen  Beginn  und  Ende  der  Verdampfung  besteht  das 
kjr  iU^H  Stoffes  aus  x  Gewichtsteilen  Dampf  und  y  =  l—x 
^/"wir-bt steilen  Flüssigkeit,  das  Geraisch  heißt  nasser  Dampf 
J/j    diesem    Zustande,   dem   sogenannten   Sättignngsgebiete 


cles  Dampfes,  ist  die  Tempemtur  /  allein  von  der 
Bpannung  p  abhilngig  und  umgekehrt.  Das  Geeets: 
er  Abhnngigkuit  ist  keiii  so  einfaches  wie  hei  den 
lasen  und  wird  gewöhnlich  aus  den  Veraucbsergebniseeii  ta- 
bellarisch dargestellt.  Das  spezifische  Volumen  des  Gemisches 
rgibt  sich  zu 

.-(! -«)>•, +«'. 


852) 
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Volumen    von     1    kg    ^ 


siittigteii     Dumpf    be- 


wonn    I,, 
seichnet. 

Wenn  alle  Ftllssigkeit  verdampft  ist,  ao  wird  der  Dampf 
als  trockener  oder  geaüttigter  Dampf  bezeichnet,  f^r  den 
4jie  obigen  Angaben  ebunfalls  zutreü'en. 

Wird  dem  trockenen  Dampf  bei  gleichbleibender  Spannung^* 
Doch  weitere  Wärme  Kugeführt,  so  steigt  seine  Temperatur 
nad  damit  sein  Volumen:  der  Dampf  wird  überhitzt.  Bei 
geringer  Uberhitzuug  folgt  er  in  seinem  Verhalten  an- 
nähernd der  Zustandsgieichung  der  Gase,  weshalb  er  auch 
als  unvollkommenes  Gas  bezeichnet  wird.  Bei  hinreichend 
hoher  Überbitzung  und  geringem  Druck  schließen  sich  die 
Verfluchsergebnisse  der  Gleichung  t?  ■  v  ^  JiT  genau  au,  man 
]iat  ein  vollkommenes  Gas  erhalten. 

Dampf  nennt  man  derauarh  einen  gasförmigen 
Srper,  der  bei  verhältnismäßig  geringer  Tempe- 
iturerniedrigung  in  den  flüssigen  Zustand  übergeht 
ad  in  seinem  Verhalten  nicht  der  Zustandsgleichnng 
der  Gase  gehorcht. 

Wegen  der  besonderen  Wichtigkeit  des  Wasserdampfes 
■werden  die  weiteren  Untereuchungen  an  dem  Beispiel  des 
Wasserdampfes  ziihlenmäßig  verfolgt. 

Bei    der    Temperatur   t^  ^  A"    und     unter    dem    Druck 
kg 


-  1,033 

1 


bat     Wasser     das      spezifische      Volum 


^  i7iF7:~i — -      fii''   öiiiP    andere    Temperatur    '    und    den 
iUÜU    kg 
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gleichen  Drack  p  gilt  die  Formel 

die   für  /  =  ICnj«   ergibt  r,  =  0,0Ca04^,    so   daß   man  in 

praktischen  fallen  das  spezifische  Volumen  des  Wassen  rid- 
£ach  als  gleichbleibend  annimmt,  obwohl  der  Fehler  hier  sdion 
4%  betragt. 


Irür  gesättigten  Wasserdampf  gilt  beispielsweise 

t-O"    p-  0,0063  ^ 

qcm 

r,  =  204,97*^^, 

50*           0,125 

12,09 

100»           1,033 

1,67 

150«           4,868 

0,39 

200«         15,89 

0,129 

300«         90,5 

365"»       205,0 

Werden  die  angegebenen  r  als  Abszissen  aufgetragen 
und  die  zugehörigen  p  als  Ordinaten,  so  entsteht  Fig.  184. 
Zwischen  derOrdinatenachse  und  der  ersten  Grenzkurve  liegt  das 
Gebiet  des  flüssigen  Wassers,  daran  schließt  sich  das  Gebiet  des 

gesattigten  Dampfes,  inner- 
halb dessen  die  Tempe 
ratur  för  jede  Spannung 
einen  ganz  bestimmten, 
konstanten  Wert  hat,  so  daß 
die  Isothermen  Parallele  zur 
Abszissenachse  sind;  außer- 
halb der  zweiten  Grenzkurve 
beginnt  das  Gebiet  des  über- 
hitzten Dampfes.  Der  Ver- 
lauf einer  Isotherme  ist  bei- 
spielsweise in  die  Figur  ein- 
Fig.  184.  getragen. 
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Die  beiden  Grenzkurven  vereinigen  sich  zu  einer  einzigen 

trescblossenen   Knrre   bei   dem  Wert  p.  =  205,0  ,  dem  die 

"  *  qcm ' 

Temperatur  t^  =  365"  entspricht,  in  dem  kritischen  Punkt- 
Ob  erhalb  der  kritisch  an  Temperatur  ij  bzw.  des  kritischen 
Druckes  p^  ist  die  VerflüBsigung  des  Danipfea  nicht  mehr 
möglich. 


Siede-  kritische 

Temperatur 


kritische 
Spannung 


Wasser 

Äther 

schweflige  Säure 
Ammoniak  .... 
Kohlensäure  .  .  . 
Saneretoff   .  .  .  , 

Stickstoff 

Waaeeratoff   .  ,  . 


100 
35 

-    10 


-194 
-240 


305 
192 
löfi 

130 

;-ii 

-118 
-146 
-230 


205 
38 
81 

115 
75 
52 
36 
21 


Die  vorstehende  Tabelle  enthält  die  entsprechenden  Werte 
ffir  einige  wichtige  Stoffe, 

Es  folgen  hier  die  Gleichungen  und  Zahleuwerte,  die  den 
Rechnungen   mit  Wasserdampf  jetzt  zugrunde   gelegt   werden. 

Bei  fldssigem  Wasser  steigt  die  spezifische  Wärme  c 
mit  der  Temperatur: 

(254)  c  "  0,9983  ~  0,0001037  t  +  0,1100002073  i», 

welche  Gleichung  allerdings  nur  für  die  praktisch  wichtigen 
Temperaturen  über  40"  gültig  ist. 

Der  Wärmeinbalt  der  Flüssigkeit  folgt  aus 

(255)  i,  =  Ec(, 

wenn  ^  eine  beHehige,  sehr  kleine  Temperaturänderung  zwischen 
0*  und  f  bedeutet,  und  der  verschwindend  kleine  Beitrag  der 
RaumvergrÖBerung  vernachlas-sigt  wird. 


-^';- 


•fT 


Cj^  r"»^*»tiÄi   ieü  »jrr»sj«ea  •1*'  X3>£  ^  xsl  wim^ri  ist 

c«-  V*rii^f  TOS  <  iCLiffcaJb  -!»>'  ix  s^ftckses. 

flr  W4§*<^ri4Epf  züi   r^:.  «ä!-  korrx^üne  Zustuub- 

w«.r.    c*%   z*iTiz^   5p<zic<Khe  Vo1ci&€b  des  Waasen  r^  -^  j^ 

T«73ft^&'i^.Sa    WlTvL       Hi<Ti!l    Süd    ZU    SCCZI«! 


die  Gaskonstuite  B  =  4T,W 
^5>r  der  Koirekdonsfaktor  C  =  0.075 

der  Exponent  m  =  ^* . 

Die  ^pezifiü^rfae  Wärme  de?  Dampfes  for  ^^chbleibenden 
Druck  berechnet  !?ich  nach  der  Gleichung 


1    j^^-^-^V^ 


r2*]0 


worin  ry,  =-  0.477  die  spezifische  Wärme  im  ToUkomineDen 
GafiZUfttarid,  also  bei  hohen  Temperaturen  und  kleinen  Drücken 
aii^bt-  c^  stei^  also  mit  dem  Druck  und  nimmt  mit  der 
Temperatur  ab. 

Wird  zur  Abkürzung  gesetzt 

■i^  =  c(-;,^)  =0,075.  (-•.^-)», 

^      10(KXj.         ,.  ^         ^      10<X»0/13    _      ^^,\ 
J  =       ^      [(„  ^  1;  i8  -  r,]  =    ^^,^    ( -g  ■  «  -  0,001 ). 

^  _  10000     15  _  10000    10    45 

"^  ~    ^  ' "  r  ~  424  ■  "3  ■  r ' 

so  geht  Gleichung  i259)  über  in 

13 
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ril    aus    der   Gleichunf; 


Der  Wärmeinhiilt   dea  Dampfes 
berechnet 
(262';  L  =  594,7  +  ü,4T" 


Jp, 


die  innere  Verdamptuugsvärme  nun 

(263)  e  =  064,7  +  0.367  (  ~  ~iSP6  t\p  -  i, . 

Die  Entropie  wird  beBtimmt  durch  dio  Gleichung 
(264J        ^  ==  0,477  In  J'  -  0,1 1  lup  -  S-p  -  1,0544 . 

Die  aufgeführten  Gleichungen  gelten  für  gesättigten  und 
fiberhitzten  Dampf. 

Die  ausgerechneten  ZahlengröBen  sind  in  den  Tabellen  IV 
and  V  tüT  gesättigten  Dampf  zusammengestellt,  die  Hülfs- 
größen  %  J,  S  in  der  Tabelle  VI.*| 

Für  nnssen  Dampf  vom  Dampfgehalt  x\\st  der  Wärme- 
inhalt 

(  =  (1  -  X)  i,  +  xi, 
oder 

(265)  1  =  )',  +  xr, 
die  Entropie 

(266)  s  =  5,  +  XM, . 
Die   entsprechenden   Werte   für   gesättigten   Animoniak- 

dampf  gibt  Tabelle  VU. 

Beispiel  124.  Ein  Flammrohrltessel  vou  50  (]m  UeizflBche, 
der   G,  ■=  10  cbni  Wasser  eiitliält,  soll  stündlich   22  kg  annähernd 

kg 
trockenen   Dampf  von  ^  =  9  absolutem  Druck    für  jeden  qm 

Heinflticlie  erzeugen.  Zu  berechnen  ist  die  dera  Wasser  zu  diesem 
Zweck  zuKiiführende  Wärmemenge,  wenn  das  Speisewasser  die 
Temperatur  t,  =  '20"  hat. 

Man  erhült  als  stündlich  zu  erzeugende  Dampfmenge 
ö,=-äO-  22  -  UOOkjj. 

Ana  der  Tabelle  IV  wird  i^ntnommen  der  Wärmeinhalt  des 
J)unpfeB    t,  —  t;64,9.     aus    der    Tabelle    V    der    des    zugetUhrteu 
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Waasers  i,  =  20,0.     Demnach  wird  die  Winnemenge 

Cal 
Q  ^  G»l>s  —  'iJ  °=  "W  ■  «44,9  =  709390        ■ 

Bei  einem  Wirkungsgrad  des  Kessels  jj  =  0,60  sind  demosoii 
auf  dem  Rost  stündlich  ku  »erbrennen 


Q_  _      TO9390 
~  V^u.~  0,60-7500  ~' 


1 63  kg  Steinkohle, 


deren  Hei/.wert   0„  =  7500  betrtgt. 


^ 


Beispiel  ]2ö.  Ein  Wasserrohrkessel  von  50  qm  Heiiflfaha 
enthalte  G^  =  3000  kg  Wasser.  Zu  berecfanea  ist  die  znm  An- 
heizen   vom   Änt'anesdruek  p,  =  2 bis    auf   »«=11 *!>■ 

qc.m  cjem 

solutem  Druck  erforderliche  Zeit,  wenn  dabei  im  stQndlicb  ffi- 
rechneten  Durch  schnitt  G  =^  100  kg  äteinkohlen  von  C^  =  7500  C*I 
Heizwert  verfeuert  werden. 

Wird  als  Wirkungsgrad  des  Kessels  ij  ^  0,65  angenouun^ii, 
so   ist   die    dem  Wasser   in  jeder  Minate    Kugeführte  WänuemMg" 

§  =  —  .  ^  .  6',  =  -^  ■  0,65  ■  7500  =  8125  Cal . 
Aus  der  Wärmegleichung  Q  ■  t  =  G^  (ij,  —  ij)   folgt  die  Z(il 
_  G]  (»11  —  *i)  _  3000(165,8—120,4) 


24  Min . 


Bei    der    Kechnung    ist    das    verschwindend    geringe    1 
gewicht  außer  acht  gelassen  wuiilen,  obwohl  der  Dampfranm  f 
die  Hälfte  des  Wasserraums  beträgt. 


ti3.  Das  Boolviasche  Wännediagramni. 
Werden  auf  eiuer  senkrechten  Achse  die  absoluten  Ten 
raturen  T  von  0  an  aufgetragen  und  auf  einer  wagerech 
die  zugehörigen  Entropiewerte  s,  für  Wasser  und  ebenso  | 
Sg  für  gesättigten  Wasserdampf  (Fig.  185j,  so  entstehen  1 
Kurven,  die  als  Abbildungen  der  Grenzkurven  im  Spai 
diagramm  (Fig.  184)  aufzufassen  sind. 
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Wird  in  dem  beliebigen  Punkte  j1,  der  ersten  Grenzkurre 
Tani^ente  gezogen,  welche  die  AbszisseiiachBe  in  Ä'  unter 
dem  Winkel  9^,  achneidet,  so  stellt  die  Sobtangente  A'  A^  die 
Bpezilisebe  Wurme  des  Wassers  in  dem  betreffenden  Zustand 
ias.     Denn  es  ist  A'Ag  =  A^A,  cotg  y, .     Nun   ist  A^A,  =  T 


und    ans    dem    kleinen    Elementardreieck  an  der  Beriihrungs- 

etelle  der  Tangente  col^  <f^=  J. ,  wenn  4,'  den  kleinen  Zuwachs 

der   Entropie    hei    der    kleinen    Änderung    2'    der    Temperatur 
l>ezeiohnet.     Damit  wird 


oder    mit    Beimtzimg    der    Grund gleichung    für    die    Entropie 
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denn  nach  der  Erklärung  für  die  spezifische  Wärme  bestellt 
der  Zusammenhang  Q'  =  c  -  T. 

Das  gleiche  gilt  für  die  spezifische  Wärme  des  gesättigten 
Dampfes.  Wie  die  Figur  zeigt,  verringert  sich  ihre  absolute 
Größe  mit  steigender  Temperatur,  denn  die  Subtangente  wird 
um  so  kleiner,  je  steiler  das  zugehörige  Kurvenstück  verläuft 
Ferner  haben  die  Subtangenten  für  Dampf  die  umgekehrte 
Richtung  wie  die  für  Wasser:  Die  spezifische  Wärme  des 
Wasserdampfes  ist  negativ.  Daraus  folgt,  wenn  Wasser- 
dampf expandiert,  also  die  Spannung  und  Temperatur  sinkt, 
so  muß  Wärme  zugeführt  werden,  falls  nicht  ein  Teil  des 
Dampfes  sich  niederschlagen  soll. 

Beim  Erzeugen  des  Dampfes  im  Dampfkessel  befindet 
man  sich  stets  dicht  an  der  ersten  Grenzkurve  OA^ ,  für  die 
c  positiv  ist. 

Der  Inhalt  der  Fläche  ÄiÄqUO  ergibt  sich  zu 

als  Wärmeinhalt  des  Wassers. 

Ebenso  ist  der  der  Fläche  B^B^Ä^A^ 

die  Verdampf ungs wärme. 

Die  Summe  beider  Flächen  ist  /^  +  r  =  i^ ,  der  Gesamt- 
wärraeinhalt  des  gesättigten  Dampfes. 

Teilt  man  nun  die  Abstände  der  Grenzkurven  auf  ver- 
schiedenen  Wagerechten  in  eine  Anzahl  gleicher  Teile  und 
legt  durch  die  entsprechenden  Teilpunkte  Kurven  (Fig.  185), 
scj  bezeiclinet  jede  Kurve  ein  bestimmtes  Dampfwassergemisch 
vom  Dampfgehalt  x  (vgl.  Gleichung  266). 

Da  die  spezifische  Wärme  des  Wassers  positiv,  die  des 
gesättigten   Dampfes   negativ   ist,   so   muß   das  Zwischengebiet 
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in  zwei  entsprechentie  Teile  zeri'allea.  Die  Bpezitieelie  Wärme 
geht  nun  durch  Nail,  wenn  die  Tangente  an  die  betreffende 
Stelle  der  a:-Kurve  senkrecht  /.ur  Abszissenachse  8teht,  da 
dann  die  Subtaugente  Null  ist.  Verbindet  man  die  einzelnen 
Beruh run gapunkte  der  senkrechteu  Tangenten  miteinander,  so 
entsteht  die  in  Figur  185  eingetragen  NuUturve,  auf  der  daa 
Gemisch  die  spezitische  Wärme  Null  hat. 

In  dem  Wärmediagramm  erscheint  nun  eine  Isotherme, 
bei  der  also  die  Temperatur  T  sich  nicht  ändert,  als  eine  Pa- 
rallele zur  Aljszissenaehse,  eine  Adiabate,  wo  die  Wärmezufuhr 

(Y 
an   jeder  Stelle    Q'  =  0   ist,   also   auch   der  Ausdruck   -=,   die 

Zunahme  der  Entropie,  als  senkrechte  zur  Abszissenachse.  Das 
Diagramm  zeigt  deutlich,  daß  bei  einer  Expansion  von  nahezu 
trockenem  Dampf,  die  annähernd  adiabatisch,  also  ohne  nennens- 
werte Wärmezufuhr  verläuft,  stets  Kondensation  eintritt,  und 
läßt  die  Menge  des  niedergeschl^enen  Wassere  zahlenmäßig 
entnehmen.  Ferner  ergibt  sich  sofort,  daB  bei  Dämpfen  die 
isothermische  Zustandsändening  mit  der  bei  gleichbleibendem 
Druck  a  berein  stimmt. 

Tragt  man  jetzt  auf  der  durch  0  gehenden  j^-achse  nach 
links  die  Drücke  p  auf  und  ab  Ordinaten  nach  oben  die 
entsprechenden  Damjiftemperaturen  t  (Fig.  18*»),  so  entsteht  in 
dem  Quadranten  neben  dem  Wärmediagramm  die  Druckkurve, 
die  den  Zusammenhang  zwischen  Druck  und  Temperatur  ver- 
anschaulicht. 

Werden  zu  denselben  Abszissen  p  die  zugehörigen  spezi- 
fischen Volumina  tj  als  Ürdinaten  nach  unten  aufgetragen,  so 
erhält  man  im  dritten  Quadranten  die  Span  nun  gs  kurve,  die  den 
Zusammenhang  zwischen  Druck  und  spezifischem  Volumen  des 
gesättigten  Dampfes  zeigt.  Eine  zweite  Linie,  die  im  Ab- 
stände i\  parallel  zur  Abszissenaehse  verläuft,  stellt  den  ent- 
sprechenden Zusammenhang  für  Wasser  dar. 

Man  entnimmt  dann  der  Figur,  daß  in  einem  bestimmten 
Punkt  X  auf  der  Druekkurve,  zu  dem  die  Temperatur  (  und 
der  Druck  p  gehören,  das  spezifische  Volumen  des  gesättigten 
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Dampfes  den  Wert  r^  ==  ^^i  l^at.  Femer  entspricht  dem 
Punkt  X  auf  der  äußeren  Grenzkurve  des  Wärmediagramms 
der  Punkt  Bi,  der  mit  B^  durch  den  Linienzug  B^BB^  in 
Zusammenhang  gebracht  wird.  Ebenso  erhält  man  f&r  Wasser 
das   zum   Punkt  X  gehörige   spezifische  Volumen   v^  =  X^^Ä^ 


Fig.  18G. 


und    auf  der   inneren    Grenzkurve   den   Punkt  Ä^ .  Ä^   und  Ä^ 
stehen  durch  den  Linienzug  A^AA^^  in  Verbindung. 

Für  einen  bestimmten  Feuchtigkeitsgrad  x  bei  gleicher 
Temperatur  und  also  demselben  Druck  ist  im  Wärmediagramm 
der  Punkt  Q  gegeben.  AVird  er  auf  die  gerade  Linie  AB 
nach  r  projiziert  und  dieser  Punkt  dann  seitlich  nach  C«  auf 
A^  />V  so  folgen  aus  der  Figur  die  Proportionen 

CT?.  _  CB       C\B, 
a]  li  ~~  A  B  ~  A,  B, 


Gleichgewicht  der  Dämpfe. 


Somit  stellt  nach  Gleichung  {252)  X^C^  das  spezifische  Vo- 
lumen V  des  nasseu  Dsimpfes  vom  Dampfgehalt  a-  dar. 

Zu  beachten  iat,  daß  i\  ~  (l,(K)l  in  stark  vergrößertem 

Maßstäbe  aufgetragen  ist.  Bei  Eiiizeichnmig  im  richtigen  Ver- 
hältnis fällt  die  Linie  mit  der  Abszisaenacbse  zusammen. 

Wird  der  Dampf  über  die  Sättigungstemperatur  Überhitzt, 
so  steigt  ebenfalls  die  aus  GleichuBg  (264)  zu  berechnende 
Entropie  derart,  daß  die  Zu  stand  Bäudenmg  im  Wärmediagramm 
z.  B.  als  die  Linie  l\B^  erscheint,  und  die  zur  Überhitzung 
nötige  Wärmemenge  ist  durch  die  zugehörige  schrafBerta 
Fläche  gegeben. 

Um  das  entsprechende  Dampfrolumen  f,  zu  finden,  wird 
I  nach  Gleichung  (200)  gerechnet 


f  und  die  Äuftragimg  ergibt  daun  die  Strecke  A^B^' . 

mit    gesättigtem    Dampf    arbeitenden 
P&mpfmascliine    (vom    Zylinclerdurclimesser   D  =•  -iö  em,  dem    Hub 
^  0,80  m    und    der    Umdrehungszahl    H  =  9U)     wurde    das    in 
.    1H7    dargestellte    Dampfdiagraram    entnommen;    es    zeigt   das 

lierdrack    und     die    Auspuffspanoung    p,  =  0,1      -       Überdruck. 
qom 
r     Dampfverbrancb       der      Maschine      zu 

■  1590  —   gemessen.     Zu  bestimmen  ist  die  indizierte  Leistung 

durch    Aufzeichnen    des    Entropiedi agram  nies    das    thermische 
[^arhalten. 

Zeichnet    mau    ein   Rechteck    von    dem   gleichen  Flächeninhalt 
EWU    das    Diagramm    und    derselben    Länge  s,    so    erhalt    man    die 


f  Pflllungs Verhältnis     '    =  0,25.    die    Eintrittsspannung    p  = 


|«icbzeitig      wurde 
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kg 
Höhe  p.  =  2,45        - ,  den  mittleren  indizierten  Druck.    Die  Leistung 

qcm 

der   Maschine    ermittelt    sich    dann,    wenn    mit   Rücksicht  auf  die 

beiderseits    durchgehende    Kolbenstange    für    die    Kolbenfläche   nur 


Fig.  187. 

das  0,9 7  fache   der   durch    den    Zylinderdurchmesser   gegebenen  ge- 
rechnet wird,  zu 


% 


2n 


—  '       D^  '  0,97 jh'S'    _ 
75     4  '      ^*  60 

1 


TT 


75     4 


45^  •  0,97  .  2,45  •  0,80 


2  •  90 
60 


=  120  PS 


Damit  folgt  der  Dampf  verbrauch 


.V;         120  ''      PSiSt 

Indem  man  die  in  Fig.  172  angegebene  Konstruktion  rück- 
wäi-ts  ausführt,  erhält  man  eine  annähernd  gerade  Linie  als 
Charakteristik  der  Expansionskurvo.  die  gleichzeitig  eine  Schätzung 
des  schädlichen  Raumes  zu  rund  6^/q  gestattet  —  ein  Zeichen,  daß 
die  Dainpflässigkoitsverluste  infolge  undichter  Schieber  oder  Kolben 
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sehr    gering    sind ;     schätzungsweise    werden     sie     zu     etwa    5  7o 

leg 
=  0.05  •  13,25  -^  0,65  ^^  äi.'  angenommen. 

Sichtbar  werden  in  dem  Diagramm 

^^  s  '  0,97  — D*.  r  .  2n  •  60       75  •  ^  •  3600 

5  4  s 


75-0,25.3600  kg_ 

0,322^24500    ^    '     PSiSt  ' 

1  kg 

worin  y  =        für   die   Eintrittspannung  i>i  =  6  —      absolut    aus 
V  qcm 

der  Tabelle  FV  entnommen  wird.  Demnach  werden  13,25  —  0,65  —  8,6 

kg 
=  4  j^^-^  beim  Eintritt  des  Dampfes  an  den  kälteren  Wandungen 

als  Wasser  niedergeschlagen. 

Bei  Beginn  der  Expansion  ist  also  der  Dampf  geh  alt 

8,6 

Jetzt  kann  das  aufgenommene  Druckdiagramm  in  den  unteren 
Quadranten  des  Wärmediagramms  (Fig.  188)  eingetragen  werden, 
indem  man  den  Expansionsanfang  1  auf  den  Punkt  1  der  ent- 
sprechenden Voliimenordinato  legt  im  Abstände  0,68  der  Ordinaten- 
länge  von  der  Abszissen achse.  Der  Anfangspunkt  0  der  Ein- 
strömungslinie wird  dadurch  gefunden,  daß  der  schädliche  Raum 
Sq  =  0,06  s  umgerechnet  wird  in 

Sq  =  0,06   '^  .  ö'i  =  0,06  .  4  •  ^^l  =  0,24  s^  • 

Wird   nun   die  Gesamtlänge   der  Ordinate  mit  /  bezeichnet,   so  ist 
0,24  5i  +  5i  =  0,68  l,  also 

0,68 
*i  =  -^^>4  1  =  0,55^ 

Nach  Auftragung   dieser  Länge   von    1    aus   rückwärts   erhält  man 
den  Hubbeginn  0. 
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Die  Eipansionskarve  12  kann,  da  die  Charakteristik  eine  von 
der  Ordinatenachse  wenig  abweichende  Linie  ist,  als  gleichseitig« 
Hjperbcl  ge;ieichnet  werdeu;  ihre  Länge  ist  s,  ^  3«,.  Die  Vor- 
ausstrÖmuDg  23  kann  schätzungsweise  überl ragen  werden.  Dif 
Auschubliüie  34  ergibt  sieb  ohne  weitpres  als  Senkrechte  znr  Ab- 
szisse p^  =  lil  ■      Die    Konjpressionslinie    45    und    die  Vorein- 


Fig.  188. 

Strömung  5U  werden  am  besten  entsprechend  dem  Hubverhlltuis 
bei  einigen  beliebig  herausgegriffenen  Drücken  übertragen.  Das- 
selbe ist  bei  der  Expansionslinie  nötig,  wenn  sie  von  der  gldrb- 
seitigen  Hyperbel  abweicht. 

Das  aufgeucmniene  Diagramm  stellt  nun  nicht  einen  ge- 
schlossenen Kreislauf  dar,  da  stets  frischer  Dampf  bei  Beginn  dt« 
Hubes  dem  Zylinder  zugeführt  und  beim  Kolbenrückgaug  wifder 
hinausgestoßen  wird.  Damit  der  \'organg  geschlossen  als  Entro- 
piediagramm  aufgezeichnet  werden  kann,  wird  deshalb  a 
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l6  hei  Beginn  der  Einstrütuung  U  der  Frischdampf  G^  sich  a.l§ 
'aflser  im  Zylinder  befindet  und  an  ihrem  Ende  1  verdampft  ist, 
jenso    vrird    für   den  Auspuff  3  4    vorausgesetzt,    daß  der  Dampf 

0  Zylinder  wieder  zu  Wasser  wird  und  wahrend  der  Kompression 
5  darin  bleibt,  wobei  Temperatur  und  DruL'k  entsprei-bend  steigen. 

Der  so  erhaltene  Kreislauf, 
der  ausgeführt  wird  von  der 
Frist' h  dampf  menge  G^  und 
der  bei  der  Kompression  im 
Zylinder  zurückbleibenden 
K«3tdampfmenge  (J^,  liefert 
diesplhp  äußere  Arbpit  bei 
der  gl  eil 'Leu  WämieEul'uhr 
wie  der  tatsHchliche  Ärhelts- 
proaeß,  sodaß  für  die  Er- 
mittlung des  Wirkungsgrades 
beide  Vorgänge  sieh  eräet'iteji 
können. 

DuTfh  die  bioreii-hend  oft 
wiederholte  Konstruktion  der 
Fig.  189,  die  hier  für  den 
Punkt  2  angegeben  ist,  wird 
uun  das  Druckdi  agram  m 
Ol  2  3  4  5  U  als  Kntropie- 
diagramm  0  I II  III  IV  V  O 
Fig.  189,  in  den  rechten  oberen  Qua- 

dranten übertragen. 
Könnte    der    kondensierende    Einfluß    der    Zylinderwandungen 
lim    Eintritt    des    Frischdampfea    vermieden    werden,    und    werden 
e    dem   Kompressionsheginn  4    entsprechenden  Werte    von  Druck 
id  Temperatur  als  Ausgangspunkte   der  Wärmezufuhr  angesehen. 

1  ergäbe  sich  das  Entropiediagramm  Fig,  189.  Wahrend  bei 
ig.  188  die  arbeitende  Dampfmeuge  G^  •+■  G^  ist,  hat  sie  hier 
W  Annahme  eutsprechend  nur  den  Betrag  G,.  Um  beide  Dia- 
-amme  miteinander  vergleichen  zu  können,  müssen  deshalb  die 
bszissen  des  zweiten  im  Verhültnis 


tgenüber  denen  des  ersten  verkleinert  werden. 

Legt  man  nun  Leide  Figuren  aufeinander  (Fig,  188),  so 
üasen  die  Punkte  IV  zusammenfallen,  da  diese  Stelle  in  beiden 
iagrammen  denselben  Zustand  darstellt,  wo  der  Fmchdampf  sich 
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als   WaBser 

Spannunc'    1,1  -      - 

qcm 

auch  die  Strecken  a 
(Fig.   188)    ist  o  = 


der    niedrigsten    Temperatur    entsprwhend  1 
Kessel    befindet.      Dann    decken    sieh  i 


,  denn  im  Diagramm  des  gesättigten  Dampf« 

G^{s,  — «,),    in    dem    des    nassen    (Fig.  183) 


=  (G,-f  ß;)(3s-s,)(l  ~r)  oder  mit  x=  ^-'~7i^ 


lar^-r,^..  =  t^t>83  - 


iin^l 


alao  absolut  genommen  ebenso  groß. 

Bringt  man  ao  die  Strecken  a  Tom  Punkte  IV  aas  in  Fig.  II 
zur  Deckung,  so  gibt  die  scliraffierte  FlHcbe  eiuschliefilich  der  va6- 
gelassenen  die  aufgewendete  Wärmemenge  an  und  die  weiBgebliebeae 
diu  in  Arbeit  umgesetzte.  Durch  Planimetrieren  beider  erhalt  M» 
als  tbermischen  Wirkungsgrad 

_    23  500 
'''  ~  282000 

Dabei  ist  zu  bea<;hten,  daß  die  //'//  schrat^erte  FlKchc  tdu  d«r 
'l\'.y  schratSertHu  iu  Abzug  gebracht  werden  muß,  was  sich  ja  ii- 
rekt  aus  der  Übe  rein  and  erleguag  ergibt. 

Die  Ausnutzung  ist  also  eine  sehr  schlecht«.  Der  Gnmd  liegt 
darin,  daß  beim  Dsnipt  ein  tritt  iu  den  Zylinder  große  Kondensations- 
verluste siattiinden.  Allerdings  verdampft  der  Niederschlag  im 
Laufe  des  Prozesses  wieder,  aber  bei  Beginn  der  Voran sströmung  H 
ist  der  Dampfgebalt  erst  x  =  0,74 ,  also  am  O.Ofi  größer  als  biiiii 
Eipansionsanfang :  der  Rest  verdampft  erst  bei  der  niedrigen  Aiu- 
puffspannung  und  wird  iinbenutzt  ins  Freie  abgeföhrt. 

Verbessert  wei-dcn  die  VerhEltais.se  unter  sonst  gleichen  l'ni- 
ständen  bei  gesüttigtem  Frischdampf  durch  Heizung  der  WauiluDpo 
Termittels  eines  Dampfmantela  und  uoth  mehr  durch  Cberhitiun? 
des  Dampfps.  Bei  mittlerer  überhitzuug  um  etwa  80"  goht  di« 
Abkühlung  beim  Eintritt  nur  so  weit,  daß  der  Frischdampf  ß/ 
gerade  geaHttigt  ist.  Die  Arbeitsfläche  verbreitert  sich  also  bis 
an  die  Sattigungskurve.     Durch  Anwendung  von  Kondensation  bei 

kg 
einer  Spannunir  von  0,15  absolut  kann  sie  dann  noch  um  etwa 

qcm 
50"  nach  unten  verlängert  werden.    Eine  weitere  ^'erbesserun^  d« 
Wirkungsgrades  ergibt  die  Erhöhung  der  Eintrittsapanuuug,  wodun'h 
beide  Flöchen    um  annähernd  denselben  Betrag  vergrößert  v 
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ihr  Verhältnis  i),  also  steigt.  Allerdings  niiiß  stets  dafür  gesorgt, 
werden,  daß  das  Temperaturgefälle  in  einem  Zylinder  nicht  mehr 
als  7o*  beträgt,  da  sonst  doch  wieder  erhebliche  Ahkiililungsverhiste 
eintreten.  Hierin  liegt  der  Wert  der  Verbundmascliine,  fflr  die  die 
Darstellung  in  genau  gleicher  Weise  erfolgt. 


IX.  Abschnitt. 

Dynamik  der  Gase  und  Ritnipfe. 

t)4.  Ausfluß  aus  einer  ebenen  Waudöffnnug. 

Das  in  einem  GefäQ  in  Ruhe  beßndliche  (las  habe  den 
Druck  p,  das  spezifische  Voliinieu  r  und  die  absolute  Tem- 
peratur T,  es  fließe  aus  einer  kletuen,  seharf kantigen  Öffnung 
Ton  der  Größe  F  mit  der  Geschwindigkeit  w  aus,  wobei  es 
den  AuBendruck  p^,  das  spezifische  Volumen  v^  und  die  Tem- 
peratur 7'(|  annimmt.  Vorausgesetzt  werde  noch,  daß  während 
der  kurzen  Ausflußperiode  die  Druck-  und  Temperaturverhält- 
nisse  im  Gefäß  dieselben  bleiben  und  daß  die  Zustandsiinderung 
des  ausströmeuden  (iaees  udiabatiscL,  also  ohne  Würmezu-  oder 
-abfohr  erfolgt. 

Es  sinkt  dann  der  Würmeinhalt  Q  von  1  kg  des  im  Ge 
faß   gewesenen   Gases  auf   deu   Wert  Q„,    du  es   wilhrend   des 

AuBStrÖniens  das  Arbeitsvcnnugen    ,        «'■  erhalten  bat,    Dem- 

gemäß  besteht  die  Gleidiung 

Die  Ausstrümmiggenergie  ist  gleich  der  Arbeit,  die  das  Gas  in 
«iner  Expansionsmaschine  bei  gleichem  Wärmegefälle  leisten 
würde. 

Nun  kann  nach  Gleichung  i'2li)  gesetzt  werden 

und  hierin  aus  Gleichung  (227)  für  die  adiabatische  Zustauds- 


302  Dritte  Abteilung.     Mechanik  der  Gase  und  Dämpfe, 

änderung 


x-1 


80  daß  man  erhält 

■     I  ■     I         '     I 

2g      A 


«•*  _  £p  j 


('«) 


Wird  jetzt  noch  die  Gleichung  (215) 


"  -  R 


A       X-  1 
benatzt,  so  folgt  schließlich 


|/r     ' 


X-1 


L'  -  (';) "  J 


(267)  w=  V    2q         ^BT 

als  ideelle  Ausflußgeschwindigkeit.  Die  tatsächliche  wird 
durch  Multiplikation  mit  dem  Ausflußkoef&zienten  ^^  erhalten^ 
der  die  Reibung  des  Gases  berücksichtigt. 

Die   Gleichung  ist  allerdings  nur  gültig  für  Druckunter- 

X 

schiede        >        ^-^]       •    Wird  dieser  Wert  erreicht,  so  erenbt 

p  '     ^x  +  1/  ?  n 

«ich  die  größtmögliche  Geschwindigkeit  «'max,  die  von  da  ab 
konstant  V>leibt.     Man  erhält  für 

;c  =  1,41    :  ^«  >  0,527,  ?r„ax  =  3,39  )/7?T, 
x=,,.8,;.>  0,54.,  ..„  =  3,82  VST, 

X  =  1,135:  ^«  >  0,577,  iVm.^  =  3,23  Vpi;. 

Der  Grund  dafür,  daß  mit  größer  werdendem  Druck- 
unterschied die  Geschwindigkeit  nicht  mehr  steigt,  erhellt  aus 
folgender  Überlegung:  Nimmt  bei  gleichbleibendem  Innen- 
druck p  und  spezifischem  Volumen  v  der  Außendruck  p^,  lang- 
sam }ib,  so  steigt  das  spezifische  Volumen  Vq  des  ausströmenden 
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'Gases  entsprechend  der  für  die  adiabatische  ZiiBtandaänderung 

geltenden  (ileicbiing  {'22-i)  i'o=  ''  (      )     oder,  was    daeselbe  ist, 

es   sinkt  die  Dichtigkeit;  J'o=!'(   " )  ■     Demnach   nimmt   die 

lusströmende  Gewichtsnienge  ('b^  yya  ™'*  ainkendetn  AuBen- 
druck  nur  verhältnisuiäUig  wenig  zu  und  erreicht  schließlich 
bei  den  angegebenen  Druck  Verhältnissen  iliren 
Höchstwert. 

Der  GeBchwindigkeitakueffizient  fi,  hängt 
von  der  Ausbildung  der  Öffnung  ab.  Für 
eine  trichterförmig  abgerundete  Cffiinng  in 
verbiiltnismäßig  dünner  Wand  nach  Figur  190 
kann  fi,  =  1  gesetzt  werden.  Für  eine  Öffnung 
nucb  Figur  191  gilt  etwa  il,  -0;t7. 

Ist  der  Druckunterschied  klein,  so  kann 
)    nesentlicb    vereinfacht   werden,    iiideni    man 


I 

1 


■  i 


Gleichung   (2(> 
•insetzt 


^68) 


(^)' 


=  (1  - 


i)  ' 


und  den  letzteren  Ausdruck  nach  dem  binomischen  Lehrsatz 
entwickelt.  Wird  in  der  Heibe  nur  die  erste  Potenz  beröck- 
sicbtigt,  so  gilt 


-  1  - 


X-  1 


und  damit  folgt 


)  a=y-2(,(RT=^V2gB^v. 

Die   Gleichungen  (267)   nod   (269)  werden    auch    für   ; 
Wasserdampf  mit  x  =  1,135  benutzt. 
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Die  in  der  Zeit  r  austretende  Gas-  bzw.  Dampfmenge 
ist  nun 

(270)  G  =  iLFuy^r  -  uFic  ^  r. 

worin  fi  den  Ausflußkoeffizienten  bedeutet,  der  den  Einfluß  der 
Reibung  und  Strahlkonstruktion  berücksichtigt. 

Er  kann,  wenn  die  Druckunterschiede  klein  sind,  bei  einer 
ÖflEnung  nach  Figur  191  in  dünner  Wand  zu  0,64  angenommen 
werden;  wenn  die  Wandstärke  etwa  gleich  dem  Ofliiangs- 
durchmesser  ist  zu  rund  0,8;  bei  einer  Öffnung  nach  Figur  190 
zu  0,97,  bei  einem  kegelförmigen  Ansatzrohr  zu  rund  0,9.  Bei 
größeren  Druckunterschieden  zeigt  sich  noch  eine  Abhängigkeit 
Ton  dem  Druckverhältnis;  man  kann  nach  Versuchen  mit 
Wasserdampf  setzen  bei 

kreisförmigem  Querschnitt    a  =  1,043  —  0,285  -  , 

Po 

rechteckigem  Querschnitt     fi  =  1,098  —  0,285  -  • 

Im  letzteren  Falle  wird  also  die  tatsächliche  Ausflußmenge 
größer  als  bei  runder  Öffnung;  dementsprechend  kann  gefolgert 
werden,  daß  lange  und  schmale  Steuerkanäle  weniger  Kon- 
traktions Verluste  verursachen  als  weite  und  kurze. 

Wird  in  die  obige  Gleichung  (270)  aus  der  Formel  (224i 

für  die   adiabatische  Zustandsänderung  eingesetzt  v^  =  v  [     ) 
und  femer  Gleichung  (267),  so  folgt 


und  wenn   der   zuletzt   stehende  Faktor   mit  unter  die  Wurzel 
gezogen  wird, 

oder  scbließlich 
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''^^^^^W-(b"\ 


(271)      G-(tF^ 


Beispiel  127.  Zu  berechnen  ist  die  Ausströmungsgeachwindig- 
keit  Yon  Leuchtgas  bei  einem  tlberdnick  von  5  cm  WassersSiiIe 
über  dem  Atanoäphürendruck  und  der  Temperatur  i  ^=  15*,  sowie 
der  zur  Lieferung  von  100  Litern  in  der  Stunde  erforderliche 
Querschnitt. 

Aus  Gleichung  (26fi)  ergibt  sich  bei  normalem  Barometerstand 
_  ö  1 

*  ~  1033  +  3  '^  20H  ' 
Damit  folgt  ans  Gleichung  (269)  mit  JB  —  67,4 


hiermit  erhält  n 
G 


9,81  ■    —  .  67,4  ■  288  - 
208 

HS  Gleicimng  (270) 


y         _  0,100  1000* 

~  fi  ■  rt-  - 1  ~  0,8 ^2,F-  3600 '  inoo  ^ 

Bei  Hinf  Öffnungen  ist  also  der  DurcbmeMser  der 

.       1/4     0,81 
d=  y       -     .      =  0,4.T  mm. 


0,81  qmm. 
Btnzelneti  Bohrung 


Beispiel  128.  Zu  bestimmen  ist  das  spezjtisrbe  Gewicht 
von  Ammoniak  gegenüber  Luft. 

Aus  einem  gröüeren,  auf  einer  Wage  stehenden  GefSß  wird 
imter  einem  gemessenen  Überdruck  gegen  die  Atmosphäre  eine  be- 
stimmte Menge  G  kg  Luft  durch  eine  kleine,  scharfkantige  Öffnung 
herausgelassen.  Darauf  liiüt  man  die  gleiche  Menge  Ammoniak 
unter  denselben  Umstünden  ausströmen  und  ermittelt  die  ent- 
sprechenden Zeiten  Tj  =^  116  Sek.  bsiw.  rj=  89  Sek. 

Es  gilt  dann  der  Zusammenhang 


oder  mit  Benutzung  der  Beziehung  c  =^  -     aus  Gleichung  (^269) 
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also 

9 

bzw.     >•,  -  yi  l\ 

und  mit  Einsetzung  der  Zahlenwerte 

/  89  \^ 


11  =.  "K 

71       h^  "        ~  h 


Beispiel  129.     Zu   berechnen   ist    die  Dampfgeschwindigkeit 
bei  Eröffnung  des  Auslaßventiles  einer  Dampfmaschine,  deren  End- 

Spannung   bei  Auspuff  p  —  1,6  und,  wenn  sie  mit  Kondensation 

qcm 

kg 
arbeitet,  p  =  0,6  beträgt,  während  die  entsprechenden  Gegen- 

kg 
drücke    in     der    Auspuff leitung    i^  =  1,1   ~      i    ini    Kondensator 

qcm 

Pf.=  OAö  sind, 

qcm 

Wird  der  Dampf  als  gesättigt  angenommen,  so  folgt  im  ersteren 

cbm 
Falle    aus    Gleichung  (267)    mit    jtt  =  0,97    und    v  «=  1,1096  — 

\Ttihe\le  IV) 


T  /  r  ^-'- 

1/  1  135  ^/l  l\i'i*^ 

tr  =  0,97  V    2  •  9,81     '      ^  •  16  000  •  1,1096     1  -  (    '    ) 

/      0,135  '  ^  \1,6/ 

ni 

Po 
im  zweiten   Falle,  wo        <  0.577   ist,  erhält  man 


^    m 


/'•m»x  =  0,97  •  3,23  .  VeOOO  •  2,777  ~  395  ^ 

Sek 

Die  abgekürzte  Gleichung  (269)  ergibt  im  Falle  des  Auspuffes 

1,6  —  1,1 

mit    £  =  -'       .   '     =  0,313 

1,6 


m 


/r  =  0.97]/2  .  9,81  •  0,313  •  16  000  •  1,11  ~  320  ^ 

Sek 

Go.  Widerstandsverluste  in  Rohrleitungen. 

Wenn  Gase  mit  der  Geschwindigkeit  iv  durch  eine   zvlin- 
drische  Rohrleitung  von  der  Länge  l  und  dem  Durchmesser  d 
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WTÖmeti,  so  treten  entsprechende  Verluste  auf  wie  bei  FlilsBig- 
Initen   (Absatz  49).     Dort    beträgt    nach  Gleichung  (1^9)   die 

Widerstantlshöhe  li  =  X  ,  ebenso  ist  der  Druckverlust  von 


ÜT 


Baaen 

'•      '      '       V      d  2g' 
)der  mit  Benutzung  der  Zustand  Sgl  eich  ung       = 

'  '■-HT  >■'/£■ 

Nach  den  vorliegenden  Versuchen  kann  hierin  bei  Rohr- 
tarchmesHem  >  10  cm  gesetzt  werden 

S74)  i^  0,0105  + "•7, 

Forin  (/  in  cm  zu  nehmen  ist;  bei  kleineren  Kohrdurebmesseni, 
ro  die  Kohrwandung  einen  größeren  EinfluS  auf  ilen  Gusstrom 
nsilbt,  gilt 

275)  A  =  0,0150  +  "'"J^^^ 

!  Für  Dampf  wird  ebenfalls  die  Gleichung  {212)  benutzt. 
Sei  langeu  Dampfleitungen  bis  d'^\v>cm  und  den  üblichen 
jlesch windigkeiten  ist  i  ^  0,029,  bei  den  hohen  Geschwiudig- 
teiten  in  Düsen  ist  X  ^  0,0^^9.  Zu  berücksichtigen  ist,  daß  die 
wibung  an  den  Rohrwänden  zum  Teil  zur  Erwärm img  des 
)Bnipfes  aufgewendet  wird,  so  daB,  wenn  auch  von  außen 
reder  Wärme  zu-  noch  abgeführt  wird,  die  Zustandskurve  doch 
ifaerhalb  der  Adiabate  verläuft. 

Ist  der  am  Ende  der  Rohrleitung  verlangte  Druck  p,  so 
irgibt  sich  der  am  Anfang  erforderliche,  wenn  die  Leitung  nm 
k  m  ansteigt,  zu 

(276)      C-P+'+f'+fAi-'+fi«, 

v^   das    mittlere   spezifische    Volumen    des    Gases   oder 
kmpfes  in    der  Leitung   bezeichnet  und   £  den  Widerstands- 
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koeffizienten  bei  plötzlichen  Richtungs-  und  Querschnitts- 
änderungen,  der  bei  Krümmern  zwischen  0,5  und  1,0  liegt.  Ist 
der  Querschnitt  der  Leitung  nicht  kreisförmig^  so  ist  ent- 
sprechend der  Herleitung  in  Absatz  49  zu  schreiben 

worin  U  den  umfang  der  gasberührten  Leitung  und  F  ihren 
Querschnitt  angibt. 

Beispiel    130.     Für    eine   Dampfmaschine   von  ^''=95PS,, 

die  16  -^  _,^   Dampf  von  «  =  5  Überdruck    verbraucht,   soll 

rS^  St  qcm 

die  Weite  d  der  /  =  120  m    langen   Schachtrohrleitung    berechnet 

werden,  deren  Steighöhe  /*  =  90  m  beträgt,  sowie  der  Dampfdruck 

jPj  und  die  von  der  Kesselanlage  zu  liefernde  Dampfmenge  Q. 

Überschlägig  wird    als    mittlerer   Dnick    in    der   Leitung  an- 

kg 
genommen  p^=  6,2  -       absolut,  damit  ergibt  Tabelle  IV  t?^'^  0,301 

Aus  dem  Zusammenhang 

G^  "^  d^.  W-'  3600 
4  V 

in 
foltrt  nun  mit  /r  =  25  .,  , 

Sek 

Tt    .  Gi'^  95  •  IG  •  0,301        ,^^.^^ 

al>o  d  =  S  cm. 

Jetzt   ergibt  Gleichung  (275)    die  Kesselspannung,  wenn  vif'r 
Krümmer  vorhanden  sind, 

()0  •>5-  1      /  l'^O  \ 

p   =50000+     "^        +      "^        •  1+0,029     "     +4-1  . 

^^  ^  0,301  ^  2  •  9,81     0,301  \    ^  0,08^       • 

p  =  50  000  +  299  +  106  •  33,5     ^  , 

qni 

kl?     .. 
also  p,  f^  5,4  Überdruck. 

(jcni 

Bei  guter  Isolation  mit  Kork-  oder  Kieseiguhrmasse  (Flanschen 

frei  gelassen)  kann  man  rechnen 
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.k« 


Dampfdruck 


Kondens  Wasser 


auf  einen  qm  Rohrinnenfläche, 

Seninach  kondensieren  im  vorliegenden  Fall   Btündlich 


l,H  ■  Tt  -  0,0y  ■  120  '^  40  kg. 


ao    <la5   die  KesseUulage 

muß. 

Beispiel  131. 
Schornsteins  für  eini 
fläche  bei  Feuerimg 
Flammrohrkesseln  ■ 


9ö  ■  n;  +  40  =  1560    °    Dampf   liefern 


Zu  herechnen  sind  die  Abmessungeu  eines 
e  Dampf  kesselanlage  von  H  =  200  qm  Heiz- 
mit  Steinkohle.  Die  Anlage  bestehe  aus  zwei 
[1  je  100  i^m  Heizfläche,  deren  Lauge  I  =  10,5  m 
beträgt.  Jedes  der  beiden  Flammrohre  eines  Kessels  hahe  0,8  m 
Durchmesser;  die  zwei  im  Mittel  1 1  m  langen  seitlichen  FeuerzOga 
haben  einen  Querschnitt  von  je  l,i(  •  0,30  i[m,  der  untere  einen 
solchen  von  1,2  -  0,7  <\m;  die  Lttnge  des  Fuchses  hetrnge  20  m. 

Damit  der  Schornstein  noch  für  die  Aufstellung  eines  dritten 
Kessels  ausreicht,  werde  mit  H  =  300  qm  Heizfläche  gerechnet. 
Bei  normalem  Beiriebe  werden  für  1  qm  Heizfläche  3  kg  Stein- 
kohle in  der  Stuude  verbrannt  (bzw,  H  kg  Braunkohle),  die  bei 
doppelter  Luftzufuhr  (was  bei  RUt  geführten  Betrieben  reichlich 
gerechnet  ist),  für  1  kg  Kohle  :i2,3  kg  Gas  erzeugen  (bei  Brann- 
kohle 13fi  kg),  dessen  spezifisches  Gewicht  gleich  dem  der  Luft 
gesetzt  werden  kann.  Es  wird  demnach  mit  einem  stündlichen 
Gasgewictit 

r;  =  300  -  3  ■  22,3  '^  20  OOO  kg 

gerechnet,  dessen  Volumen  bei  der  Fuchste mperatur  (  ='  300",  wenn 
dsA  speKifiscbe  Gewicht  der  Luft  bei  0°  und  normalem  Barometer- 
stand y=  1,29  betrfigt,  sich  ergibt  zu 

G  T,        2000O     573        .     ,   „    , 

Damit  ermittelt  sieb  der  Fucbsquerscbnitt  für  die  Geschwindigkeit 


:i2  600 
"  360fl-  6' 
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Der  obere  Querschnitt  des  Schornsteins  ergibt  sich  fOr  die 
Temperatur  der  Gase  t  =  200®,  die  infolge  der  erheblichen  Wärme- 
abfuhr im   Schornstein    bis   auf   etwa  diesen  Wert   sinkt,   bei  der 

m 
Geschwindigkeit  w  =  6  q  , 

^      G     T         1  20000    473  1 

F=-  =  --         .-     -.  =  1,25  qm, 

y     To3600.yr         1,29       273    3600  •  G         '       ^ 

also  d  =  1,25  m. 

In   Gleichung  (276)   ist  jetzt  einzusetzen,    da    der  Luftdruck 
unterhalb   der  Feuerung   gleich   dem   in  Schornsteinhöhe   zuzüglich 

des  Gewichtes  der  Luftsäule  von  der  Höhe  Ä  ist,  to,  =?=  ö  H ,  wenn 

Vq    das    spezifische    Volumen    der    Luft   bei    der    Außentemperatur 
fo=  20®  beträgt.     Damit  folgt 

V^o        ^•/       2//  r„,  \  4  F  / 

1  273 

Nun  ist       =  y  '  -T^r  >  demnach  kann  geschrieben  werden 
vT 

/ 1         1  \        M*   1    /      ,    iL    L'    ,    ^  \ 

worin  1\  die  mittlere  Temperatur  im  Schornstein  und   T„,  die  auf 
dem  Gesamtwege  der  Feuergase  bedeutet.    Man  kann  unbedenklich 

durchweg   mit    der    mittleren    Geschwindigkeit    w  =  G  -       rechnen, 

jedoch  empfiehlt  es  sich  '1\^  zu  zerlegen.    In  den  Flammrohrt^n  i>t 

1300+600 
ty^-       ^        -,     also     J^=1223, 

in   den   Seiten zügon 

600  +  400 


/,- 


—  ^    -     ,     also      T.  =  773, 


im  letzten  Zug 


ferner  ist 


,        400  +  300        ,         „,        ^,„ 
/, -^       -  ,     also      /,=  62.i. 


300  +  200  , 

I.  =  -   -      -       ,     also     y,=  o23. 
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Man  kann  annelunen  f£U*: 

Flammrohre  k  =  0,03, 

gemauerte  Feuerzüge         k  =  0,04, 
ein  scharfes  Knie  L  f  =  1,5, 

ein  abgerundetes  Knie  L  f  =»  1 , 
einen  flachen  Bogen  «^-^  f  =  0,6 , 

ein  Doppelknie  3  J  =  1,5  —  2,5  (je  nach  Abrundung), 

den  Durchgang  durch  die  Brennstoflfschicht,  je  nach  der  Brenn- 
stoffhöhe 5:  =  6  —  1 2 , 
den  Widerstand  der  Kesselböcke  f  <~  0,8 . 

Hiermit  erhält  man  bei  zwei  Doppelknieen  in  den  Feuer- 
zügen, drei  Kesselböcken  und  je  ein  L-  bzw.  L-Knie  im  Fuchs, 
wenn  noch  überschlägig  die  Schomsteinhöhe  zu  35  m  und  seine 
Weite  zu   1,3  m  geschätzt  wird, 

/  1  1  V  6-       r    1      /  10,5  \ 

^  V293  -  523/  "  2  •  9,81  LT223  V'^^   0,8  •  +  ^) 

Flammrohr        Rost 

4.    1    ["or.    ,   0,04  2(1,3  +  0,3)  \ 

Doppelknie  Seitenzug  Doppelknie 

1/0,04  2(1,2  +  0,7)  A 

^  623  \    4  1.2    0,7      ^  '  / 


1,2  •  0,7 

unterzog  Kesselböcke 


+  57 


73  \    ^     4  1,0  •  1,5       / 


Knie  Fuchs 


1     /  35         V 

+  ,, 3(1,5  + 0,04.  ^.^  +  l)_, 


Knie       Schornstein     Geschwindig- 
qAqY  keitshöhe! 

Ä(34,l  -  19,1)  =  1,83 [8,2  (0,4  +  9)  +  12,9(2,5  +  0,9  +  2,5) 
+  16,0(0,5  +  2,4)  +  17,5(1  +  0,7)  +  19,1(1,5  +  1,1  +  1)], 

also 

/<  =    '/   (77  +  76  +  40  +  30  + 69)~36m. 
lo 

66.  Ausströmung  aus  Düsen. 

Die  Gleichung  (271)  ergibt  den  Querschnitt  der  Öffnung  F, 
wenn  das  in  der  Zeit  t  zu  liefernde  Gas-  bzw.  Dampfgewicht  G 
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gegeben  ist, 


G 

(IT 


1 


V. 


x  +  in 


-^  X-  1  V  L\X>J         \X>J       J 


Die  Öfi&iuiig  nimmt  unter  sonst  gleichen  Umständen  den  kleinst- 
möglichen  Wert  JF\  an,  wenn  die  unter  der  Wurzel  stehende 
Differenz  ihren  Größtwert  erhält.  Letzterer  tritt  ein  bei  dem 
bereits  in  Absatz  64  gegebenen  Verhältnis  des  Außendnickes 


zu 


Innendruck  —  =  ( — --- )       ,  was    durch    die   zeichnerische 

p       Vx  +  1/       ' 

Auftragung  einer  Reihe  von  Werten  bestätigt  wird. 

Die  Zahlenangaben  in  Absatz  64  zeigen  nun,    daß  beim 

Ausströmen  aus  einer  ebenen  Öff- 
nung nicht  ganz  die  Hälfte  des 
verfügbaren  Druckgefälles  aus- 
genutzt wird.  Es  wird  deshalb  an 
die  Öffnung  F^,  die  zur  Vermei- 
dung von  Reibungsverlusten  gut 
abgerundet  wird,  ein  sich  nach 
außen  erweiterndes  Rohrstück  an- 
gesetzt, so  daß  die  in  Figur  192 
Der  so  erreichte  Vorteil  folgt  aus 


Fig.  192. 


dargestellte  Düse  entsteht, 
der  Kontinuitätsgleichung 


(277) 


(?  =  F. 


V. 


'".  =  F,  ■ 


IV 


1? 


m 


die  eine  bis  zu  ;rQ~1200^^  steigende  Geschwindigkeit  er- 
gibt, da  sich  v^  wesentlich  schneller  vergrößert  als  F^.  Das 
Gas  bzw.  der  Dampf  expandiert  in  dem  konischen  Ansatzrohr, 
wobei  Arbeit  geleistet  wird,  die  außer  zur  Überwindung  der 
Keibungswiderstände  zur  Erhöhung  der  Geschwindigkeit  Ter- 
braucht  wird. 

Die  genauen,  für  Dampf  besonders  wichtigen  Verhältnisse 
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dem   Boul einsehen   Wärme- 


f  werden   am    übersichtliehsteo 
'  dJagramm  enmittelt. 

Die  Erzeugungswärme  Ij  des  bis  auf  die  Temperatur  /, 
kflberhitzten,  im  ÄusstrnTnungsgefüfi  befindlichen  Dampfen  ist 
I  durch    die  '■•{[  -schraffierte    fläche  I    gegeben    (Fig-   li'-l),   der 


Fig.   193. 

Yanneinhalt  i^  eine»  beliebigen  Zwiscbenzastandea  toh 
[Temperatur  t^  durch  die  ,  -schraffierte  Fläche  H,  Die  nur 
[■«imnal  schraffierte  Flächendilferenz  I — 11  iet  demnach  verbnuicfat 
■  «Orden  zar  VergröSening  des  Ärbeitsrermögeiia: 


I 


^  =  Fläche  I— n. 


I(?78) 


Infolge  der  an  den  Dn»enwandongen  slftttfindentlen  i 
I  verlättfl  die  Zustandsänderung  nicht  genan  adiahatiscb  i 
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Linie  12',  wie  sie  wegen  des  Fehlens  von  Wärmezufiilir  und 
Abfuhr  sollte,  sondern  es  wird  der  durch  die  Reibung  ein- 
tretende Geschwindigkeitsverlust  gleich  wieder  in  Wärme  um- 
gesetzt, so  daß  der  Endzustand  2  erreicht  wird.  Für  die  üb- 
lichen Verhältnisse  kann  man  i.  M.  annehmen,  daß  die  Reibungs- 
wärme (Fläche  W)  etwa  15%  der  Arbeitswärme  (Fläche  <P) 
beträgt.  (Eine  genauere  Bestimmung  hat  nach  den  Angaben 
in  Absatz  67  zu  erfolgen.)  ]4an  kann  demgemäß  einfach 
schreiben 

(278a)  tvj  =  ^  .  0,85  Fläche  O, 

Nun  ergibt  Gleichung  (277)  F^=  6?-^;  trägt  man  also 

im  linken  unteren  Quadranten  die  Wj^  senkrecht  zu  den  ent- 
sprechenden v^  auf,  so  wird  F^  erhalten  als  Abschnitt  eines 
von  0  aus  nach  dem  Endpunkt  von  w^  gezogenen  Strahles  auf 
einer  Parallelen  im  Abstände  G  von  der  v-Achse. 

Am  besten  wird  die  Strömungsenergie  ausgenutzt,  wenn 
das  von  dem  Dampfstrahl  getriebene  Laufrad  der  Dampfturbine 
sich  mit  einer  ümfaugsgeschwindigkeit  c  dreht,  die  etwas 
kleiner  ist  als  die  Hälfte  der  Dampfgeschwindigkeit  tc^  (vgl 
Absatz  46).  Läßt  man  den  in  der  Düse  bis  auf  den  Konden- 
satordruck  expandierten  Dampf  auf  ein  Laufrad  einwirken 
(Fig.  194),  so  entsteht  die  Dampfturbine  von  de  Laval  bzw. 
die  einstufige  Turbine  von  Riedler-Stumpf.  Bei  der  ersten 
läuft  das  verhältnismäßig  kleine  Rad  mit  großer  Umdrehungs- 
zahl {n  =  i]0000  —  10500)  um,  so  daß  eine  Zahnradübersetzung 
im  Verhältnis  von  etwa  1  :  12  nötig  ist;  bei  der  letzteren  erhült 
das  Rad  entsprechend  großen  Durchmesser  (2 — 3  m),  wodurch 
direkt  brauchbare  Umdi'ehungszahlen  erzielt  werden. 

Würde  das  Rad,  was  sehr  erwünscht  ist,  langsamer  laufen, 
so  könnte  das  Arbeitsvermögen  des  Dampfes  nur  unvollständig 
ausgenutzt  werden,  und  er  würde  das  Rad  mit  großer  Ge- 
schwindigkeit verlassen,  die  nun  ihrerseits  wieder,  nachdem 
die  Richtung  des  Strahles  in  einem  Leitrad  zweckmäßig  ge- 
ändert worden   ist,  in   einem   zweiten,   mit  dem  ersten  gleich- 
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I   mäßig  umlaufenden  Rade  Arbeit  rerrichten  kann  entsprechend  dem 
I  Schenia  Figur  195,  das  die  mehrBtufige  Drucktnrbiiie  darstellt. 


Fig.  13 J. 


Hat  die  Düse  nicht  die  zur  Erteilung  der  größtmöglichen 
Dam pfgesch windigkeit  erforderliche  Erweiterung,  so  tritt  der 
Dampf  mit  kleinerer  Geschwindigkeit  ans  und  das  Laufrad 
kann  sich  also  entsprechend  langsamer  drehfu.  Das  dahinter 
noch  vorhandene  Druckgefiille  kann  nun  in  einem  darauf- 
folgenden Leitrade  durch  düsenartige  Erweiterung  der  Leit- 
schaufeln in  Geschwindigkeit  umgesetzt  und  dann  in  einem 
zweiten  Laufrade  {gegebenenfallB  noch  in  einem  dritten  usw.) 
augenutzt  werden,  wie  Figur  19Ö,  das  Schema  der  Curtis- 
Turbine,  zeigt. 

Wird  die  Erweiterung  auch  iu  den  Laufrüdeni  durch- 
geführt, so  entsteht  Fijfur  197,  das  Schema  der  Parsona-Turbine, 
fcei  der  allerdings  jede  Druckstufe  aus  mehreren  Rädern  nach 
Figur  195  heflteht. 
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Beispiel   133.    Zn  berechnen  sind  die  Abmessun^n  und  der 
Dampf  verbrauch   piner  LaTaU(.'hen  Dampfturbine  von    dor  Leistuof 

N  =  200  PS    für    die    Anfangsdampfspannung  p^  =  11      --,  der 

Überbitznugstemperatur   /,  =  300"   und    der    Kondea=fttorspannoiig 

Man  bereülinet  aus  Gleichung  (2Gi)  den  der  überhitiungs- 
temperatur  /,  entsprechenden  EntropiPwert,  sowie  etwa  Kwei  ZwisiiiM- 
werte,  trägt  sie  auf  und  zieht  dann  die  Linie  B,B^  {Yig.  I98). 
Darauf  kann  die  ausnutzbare  Dampfwärme  umsebrieben  werden  ili 
dia  \\Vy\8chraffierte  FiUhe  0  AiB^B^DiE^,  deren  Inhalt  zu  THOiimm  ■ 
ermittelt  wird,  wobei  der  Maßstab  der  Entropieeinbeit  So  mm  und 
der  der  Temperatureinheit  J  mm  beträgt.  Wird  der  ßcibuugs- 
veriust  in  den  Düsen  zu  1^%  angenommen,  so  erhält  man  die 
//////schraffierte  Fläche  H^  von  0,1  5  ■  700  =  105  qmm  Inhalt.  Die 
tatsächlich  erfolgenile  Zustandsäuderung  kann  hierauf  Bchätzun^- 
weise  eingetragen   werden. 

Solange  der  Dampfzustand  innerhalb  des  ÜberhitzungsgebieU^ 
liegt^  wii-d  das  zugehörige  spezifisclie  Volumen  aus  Gleichung  (207) 
mit  Benutzung  des  Sättigung? Volumens  bestimmt.  Im  Sattiguiip- 
gebiet  Terfährt  man  nach  der  in  Figur  1S6  angegebenen  Kon- 
struktion. Man  erhlllt  so  im  linken  unteren  Quadranten  d^n 
Linienzug  li^'D^'. 

Nun  folgt  die  Endgeschwindigkeit  in  dei-  Düse  aiis  Olfi- 
chung  (273a): 


-  0,85  Fläche  (J 


-  2  ■  9,81  -424 


0,85  ■  700 
"25  "i"' 


.ufgetragen     wird 


Für  einen   beliebigen    anderen   Zustand  z.  B,  }i^  = 


tcj  =  -J-  (Fläuhe 
und  somit 
Die   beiden   Flächen 


Ff')  =  2  ■  9,81  ■  424  - 


25-J 


«■,=  917  —- 
Sek 

ind    durch   gestrichelte   Linien    abgeschiüttai-   i 


IS.  Abaühnitt.    Djnamik  der  tJase  uad  Däuiiil'e. 
Für  den  Druck  1^-0,577411,  =  0,30    -®     folgt 
it;  =  3L>3]//i,i',  =  3L>3  ■V'6,35  ■0,343  -  47ß  ^ 


nt  noch  eiiiif^en  Zwisohen werten  kann  hiemach  die  «-Kurve  auf- 
Hichnet  werdeu.  Zu  bemerken  ist,  daß  die  aus  dem  Punkt  0 
t'  die  M'-Kurve  gezogwne  Tangente  bei  ii\  beiührt. 

Jetüt  ergibt  sich   aus  Gleichung  (272),  in  die  ß  —  1  kg  ein- 


-    >^  ßade^i   wäre 
:  r-impfstrom  im  L 

^■'.a.Ji..    inlblc-    <l 


in^  die  Lanfradi-Wm-  ir 
Figur  1!'9    .ins  Drei 


:>-.  Jie  relative  Eintri 
L:::riHsHiiikp]  dor  ScV 
:r:-'ni'?rlich  ist,  ß^  =  : 
:    wrgen    der    Reibi» 
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m 


gewählt   wird.     Man   erhält   somit  Mj  =324  — r- .     Die    ungefähre 
Schaufelform  deutet  Figur  200  an. 


Fig.  200. 

Als   gesamte   in    der   Turbine   nutzbar    gemachte  Energie  von 
1   kg    Dampf    war    die    Fläche    0    von     700  qmm    Inhalt    oder 

700 

-       =168  Cal  bestimmt   worden.     Als  lieibungsverlust   in   den 

Düsen  wurde  in  Rechnung  gestellt  die  Fläche  ^  von 

*^      —   i).\  O  ('.,1   1  ^  (\0/ 

-^  *  k 

Im  Laufrad  beträgt  der  Energie  Verlust 

2;,    '        ''  ^  ~  424  •  2  •  9,81  ~  ^^  *  *'  ~  ^^'^  "• 
Mit  dem  Abdampf  gehen  noch  an  Geschwindigkeitsenergie  verloren 

.<'=../".    no.  =  12,6  Cal  =  7,5 «0- 
2g    *        424  •  2  •  9,81  '  '      ° 

Die  Verluste  betragen  also 

15,0+  18,5  +  7,5  =--  41%, 

und  an  das  Laufrad  wird  von  1  kg  Dampf  nur  die  Arbeit  über- 
tragen 

424(168,0  —  25,2  —  31,0  —  12,6)  =  42  100  nikg. 

Unter  Annahme  eines  mechanischen  Wirkungsgrades  ij  =  0,94  bei 
der  Leistung  JV  ~  200  PS,,  stellt  sich  dann  der  stündliche  Dampf- 
verbrauch füi- 

lPS  =  -l"-^-f*''^-'^=287  50().nkg 
0.94  " 
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Dampf  arbeit  auf 

^       287  500       ^  ^  , 

42 100  ^ 

Wird  als  Umdrehuugszahl  w  =  12  000  gewählt,  so  ergibt  sich 
der  mittlere  Laufraddurcbmesser  aus  der  Gleichung  nDn  =  60c  zu 

600        60.  347 

-^  =         =        -\^A7:  =  0,oo3  m. 
rrw        .-T- 12000 

Werden  r  =  8  Düsen  über  den  Umfang  verteilt,  so  bestimmt  sich 
der  Durchmesser  d^  an  der  engsten  Stelle  (Fig.  200)  aus  dem  fÖr 
1  kg  berechneten  Querschnitt  JP^  nach  Multiplikation  mit  der  ganzen 
durchströmenden  Dampfmenge: 

4     ^  '~  £    '  3600  ' 
also 


-.-i 


4     7,2    6,9  -200       ^  ^^ 

--  =  0,66  cm; 


.T      8  3600 

ebenso  ist  der  an  der  weitesten  Stelle 


J.=| 


/  4     78,2     6,9  -200 

•      -.     •      .:.-...     =  2,18  cm. 
:t        8  36(X)  ' 


Der  Dampf  verbrauch  einer  unter  denselben  Umstanden  arbeiten- 
«i^-n  Vr-rbunddampfmaschine  von  gleicher  Leistung  ist  nur  wenig 
gf-riiii.-'ir.  In  der  Dampfmaschine  wird  das  Raumdiagramm  jB,& 
•  Fij.  11^^  etwa  nur  zu  70**^^  nutzbar  gemacht,  der  Rest  geht 
etwa  'iurch  Abkühlungs-  und  Drossel ungs Verluste,  sowie  durch  Kom- 
pre--i'  iisarr-eit  verl»»ren.  ferner  ist  ihr  mechanischer  Wirkungsgrad 
i/-rir;i:er:  /  ^  ^^.^.').  Daireiren  nutzt  die  Turbine  wieder  das  Raum* 
«liairrainm  von  (\'  bis  iL  Lränzlich  aus,  wodurch  die  erheblichen 
<ie-'hwir:dii:keit^verluste  z.  T.  ausiregliohen  werden.  Die  Figur  aeigt 
in  Verl'iüduDir  mit  den  vorstehenden  Darlegungen  deutlich,  daJ 
r>ainplturbiDen  ohne  Kondensation  imökonomisch  arbeiten. 
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Tabelle  L 

Elastizitäts-  nnd  Festigkeitszahlen. 


Material 


Elasti- 
zitäts- 
modul 

a 


Gleit-  ^P^f*^'»-' 
grenze 


Streck- 
grenze 


fettigkeit 


Drnck- 
fefltigkeit 


ßeisen 

Sehnenrichtong 

^hnenrichtong 


1 
■) 


len 


ihl 

uJB  rMartin)  . 


en 


'  (gewalzt) 
g  (gegossen) 


iiom 

i  Temperong 

Tempemng  . 

iholz 

Zug    . 

Druck 

Biegung 

Sehttb 

iholz  . 

Zug    . 

Druck 

Biegung 

Schub 

steine. 

ker.    . 

elbrand 

rachbrand 

Kalkmörtel 

tmörtel  .    . 

lernen    .    . 

«       •       •       •       # 

aucht     .    . 
(hanfteil   . 


2000000  770  000  1300-1700  2200-2800 
2 150000  830  000  2000-2400  2500-3000 
2  200  000  850  000  2500-5000      >  2800 

2 150  000  830  000        2000  >  2:»00 

750000  290  000 
bis  bis 

1050000  400  000 
1150000 

800000  ^650» 

900000  900 


) 


675000  260  000 

90000 

96000 

108000 


108f)00 
103000 
100000 


155 
200 


475 
150 
215 


27^00 


1  3300— M)00 

1  28'H^350<^> 

3400-4400 

454(»— 10000 

3500-4*00 

i     '^ 

1  weich  kf 

Ihart    K^ 

hart    K, 

1200-1800 

•HjOißSiißiA 

2000-2300 
1650 
2000 

i  2300—2700 
.     ./Xi-1000 

7ir> 

470 
45 

Z¥i 

•  -> 

i45 

2^-V-yyi 

40 

;«o 

1  250 
2i5^> 

10500 

12500 


St«pk*B,  torhnlich«  M«>cLABik.   II. 


160 


^'iV—t^O 


li-tl 


;«» 


*- 
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Tabelle  IL 

Zulässige  Spannungen  für  den  Maschinenbau. 


Material 


Schweißeisen 
Flußeisen 
Flußstahl 
Stahlguß . 
Gußeisen 
Kupfer.    . 


Zug 


Druck     '    Biegung 


Schub     i    Drehung 


900        I        900        i        900        i        720  360 

900—1200    900—1200    900—1200    720—960  6OO-800 

1200—1500  1200—1500  1200—1500    960—1200  9OO-120Ö 

600—900      900—1200    760—1050    480—840  \  480-840 

300        1        900        I        450                 300        !  800 

I        600  'I 

Die  Zahlen  gelten  für  ruhende  Belastung 
CFall  I  des  Wohl  ersehen  Gesetzes'). 


Tabelle  lU. 

Zulässige  Spannung  für  den  Hochbau. 


Material 


Zug  l-. 


Druck  k     \   Schub  i, 


Schweißeisen i!     750  (1000) 

Flußeisen 875  (1000) 

Gußeisen 250 

Eichenholz 100 

für  zeitweilige  Bauten  ....        120 

Kiefernholz '      100 

für  zeitweilige  Bauten  ....        120 

Granit 

Sandstein  je  nach  Härte  .    .    .    .  ' 

Kalkstein  in  Quadern , 

Kalksteinmauerwerk     in     Kalk-   ' 
mörtel 

Ziegelmauerwerk        in        Kalk- 
mörtel    ' 

Ziegelmauerwerk      in      Zement- 
mörtel   

Klinkermauerwerk     in    Zement- 
mörtel    I 

Beton  gegossen 1 

Beton  gestampft 

guter  Baugrund 


750  (1000) 
875  (1000) 
500 

80 

90 

«0 

70 

45 

15—30 

25 


11  (12) 

14  I 

5—10       I 
15— 3U 
2,5  (bis  5)  \ 


600  (7W) 

(760) 

200 
•20 
20 
10 
15 


Tabelle  IV  ( Wasserdampf |.                        ^^^        ^^| 

.  ÄJ  ir-^:  ^.^1..  ^,„ 

„      D™pflF10«i«-,  D.n,p-       t^-      „»™, 

WILns*    daiBlüM-        dM           ^^^^H 

Ebn       '     kell          f«      ■     w«™*      "»™» 

■IgkBlt     Dampf»       ^^^H 

1       ^       ,      .;           ,,     ,.■,-/,  =  ,;      e 

C-M'        ..       .       H                     V 

S   IGS,I3Ö     1    17,3      603,9  i    5S5,fi       563.6     »1,Q1     0,0616  1  !,0T88                    ■ 

8    85,387         38,8      608,3  !    679,*       6'16,3     33,15  '  0,1004     2,0203                    ■ 

0  l24,H0         :16,0      611,6'    676,6    ,511,7     33.92  ■  0,1240  1   1,9868                     | 

B  |18,408         41,4  !  614,1      572,7 

1  588.2     34,49     0,1411     1,9631                     | 

■  114.930         46.7      616.0  i    670,4 

636,4     34,94'   Ü.16I6 

1.9149 

S  !ia,568         49,3      817.7.    568,4 

533,1     86,32     0,166i) 

1,9300 

T    10.190     1    63.8      eiy,7      665,9 

530.1     36.79     0,1799 

1.9121 

B      7,777     '    69,9      U2a,4  i    662,6 

528,1  '  86,13     0,1984 

1,8891) 

6      6,307 

64.8      621.6      559,8 

522,9     36,92 

0,2129 

1,8^1 

1'-    6,316 

68,9      636,4  1    657,6 

620.3 

37,84 

0,2352 

1,8586 

B      4  600 

72.5      628,0      666.6 

617,8 

37.70 

0,3366 

1.8444 

B  i   4,060 

76,7    ■   6^9,4  1     663.7 

616,6 

38.02 

0.2448 

1.8336 

1      3,2940 

91,2      631,7  '■    550.5 

612,0 

38.56 

0,2604 

1,8159 

i      8,7170 

86,8   '  083.7  '    647,8 

608.8 

39,01 

0,2734 

1,8016 

,  2,4040 

89,9      636.3'    546,5 

506,1 

39.39 

0,2846 

1,7895 

1  2.1216 

93,6  :   636.8;    543.3 

503,6 

39,;3 

0.*944 

1.7789 

1   1,9003 

96,7   j   638,1      541,4 

601,1 

40,03 

0.8032 

1,7698 

1  1,7220  '    99.6  '   636,3  1    639,7 

199,1 

10.30 

0,3111 

1.7615 

1   1.6761     102,3      640,7  1    638.1 

497.5 

10,66 

0.3183 

1,7541 

1   1.4621      104,H      641,.l  ■    .^36,6 

495.7 

40,78 

0,3250 

1,7473 

1,2671   1  109,4      G43.1      633,7 

492.6 

41,16 

0,3370 

1,7352 

■   1,!0U6     113,4      G44,7  ,    531.2 

489,7 

41,64 

0,8476 

1,7248 

0,9939     117,1   1   046,0      528,9 

487,1 

11.86 

0,3569 

1,7156 

0,9Ü06  1  120,4      647.2      626,8 

484,7 

*S,14 

0,3666 

1,7077 

:   0,7310      127,7    '   64y,U       622.2 

479,4 

12,71 

0,3839 

1,6903 

1  o.eiea  1 133,9    662,0 1  518,1 

474,9 

48,23 

0,3993 

1.6760 

1  0,6335  •  139,4      «63,8  '    614,6 

470,8 

43,66 

0.1126 

1.6840 

1  0,4708 

144,3      655,4  1    511,2 

167.2 

14,01 

0.4243 

1.6637 

1  0,4217 

148,6      666,8  1    608,2 

463,9     44,33 

0,4317 

1,6416 

'  0,3830 

152,6  !   658,1      606,5 

160,8     44.61 

0,4112 

1,6368 

'  0,3494 

15.1.3  :   659,2      603,9 

458,0,  44,87 

0,4629 

1,6290 

<   0,3220 

169.8  '  660,2  ,    600,4 

455,3     46,10 

0,1609 

1.6221 

0,2987 

163.0  1  661.1  1    498,1 

458,8     16,32 

0,4683 

1.6158 

1  0,^786 

166,1      1.62,0  '    496.9 

460.4     46,61 

0,1753 

1,6101 

1  <  0,2611 

188,9      662,8  1    493.9 

448.2     45,87 

0,1819 

1.6048 

l  j  0,2158 

171,7  '   663,5      491,8 

446,0     46.86 

0,1881 

1.5997 

1  1  0,2322 

174,3      664,2      489.9 

143,9      46.02 

0.493« 

1,5949 

1      0,2200 

176.8  ,  664,9  !    488.1 

111,9     16.17 

0.49B6 

1,5906 

I      0,2091 

179,2   '  665,5      486,3 

440,0     46,30 

0,6018 

1.6663 

1      0,199.1 

181,5  :  666,1  1-484.6 

438,3     46,13 

0.5091) 

1.6893 

l      0,1822 

186,8       667,1       481.3 

134.6  ,  46,67 

0.6194 

1.6748 

1       0,1678 

18U.9      666,1  1    478.2 

131,3     46,88 

0.6382 

1.61178 

t       0,15565 

193,7      668,9      176.3 

128,2     17.08 

0.3364 

1.5016 

1      0,14516 

197,3       669,7  |    472,6 

126,2     47.26 

0,5140 

1.6567 

1     0,13601 

200.7   ■  670,5      469.8 

422,4     47,13 

0.5613 

1,5504 

f     0,12797 

a03,9      (!71,2  ■    407.3 

419.7  1  47.68 

0,6581  1 

1,6462 

0.11450 

310,0       672.4       462.4 

411,H     47.65 

0,6707  1   1,6369                       ■ 

0,10366 

215.5       673,4;     457,9 

109.8     48.08 

0,6821  1   1,5-271                       ■ 
1 

^^^^^^^^H 

^^^^^^^^^^^^ 
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Tabelle  T  (Wasserdampf). 


1 

2 

s 

4 

5 

fi 

7 

8 

9          10 

Tempe- 

Druck 

Tolomen 
von  1  kg 

Wärmelnhalt 
der           des 

Yerdamp- 

Innere 

AoBere 

fintropie 
.     der         dM 

rfttiur 

kg/qcm 

Dampf 
obm 

FlOsdg- 
keit 

Dftmp- 
fea 

fQngs- 
wärme 

Wftnne 

W&nne 

FlfiMiff-  Da■^ 
keit        tu 

/ 

P 

'» 

• 

«1 

• 

1,  -  »,  =  r 

Q 

;  (p»-»i) 

*i            h 

0 

0,0063  204,97 

0     ; 

594,7 

694,7 

1 
564,7 

30,02 

0,0000  2,17» 

5 

0,0089  146,93 

6,0  ; 

597,1 

692,1 

661,5 

30,66 

0,0182, 2,1479 

10 

0,0125  106,62 

10,0 

599,4 

589,4 

658,3 

31,11 

0,0360;  2,1188 

15 

0,0178 

78,23 

15,0 

601,8 

586,8 

666,1 

31,65 

0,0635  2,0999 

20 

0,0236 

68,16 

20,0 

604,1 

684,1 

651,9 

32,19 

0,0707  2,0643 

26 

0,0320 

43,667 

25,0 

606,5 

681,6 

648,7 

32,74 

0,0877  2,0889 

30 

0,0429 

33,182 

30,0 

608,8 

578,8 

546,5 

83,28 

0,10441 2,0141 

35 

0,0569 

25,393 

35,0 

611,1 

!    676,1 

642,3 

83,81 

0,1208'  1,991! 

40 

0,0747 

19,650 

40,1 

618,6 

673,4 

539,1 

84,34 

0,1369;  1,96S8 

45 

0,0971 

15,346 

46,1 

615,8 

570,7 

635,8 

84,88 

0,1528  1,9474 

50 

0,125 

12,091 

60,1 

618,0 

567,9 

532,6 

36,41 

0,1685  1,9388 

55 

0,160 

9,607 

65,1 

620,3 

666,2 

529,3 

85,39 

0,1889j  1,9070 

60 

0,202 

7,695 

60,1 

622,6 

662,4 

526,0 

36,45 

0,1991- 1,8880 

65 

0,254 

6,211 

65,2 

624,8 

559,6 

522,7 

86,96 

0,2141  1,8697 

70 

0,317 

6,050 

70,2 

627,0 

656,8 

619,8 

87,47 

0,2289  1,85« 

76 

0,892 

4,1353 

75,8 

629,2 

553,9 

616,0 

87,97 

0,2486  1,836! 

80 

1  0,482 

3,4085 

80,3 

631,3 

561,0 

512,6 

38,47 

0,2679  1,8189 

85 

,  0,689 

2,8272 

85,3 

683,5 

648,1 

509,3 

38,96 

0,2721  1,8011 

90 

0,714 

2,8592 

90,4 

635,6 

545,2 

506,7 

39,45 

0,2861  1,7879 

95 

0,862 

1,9797 

95,5 

637,6 

542,2 

602,2 

39,92 

0,2999  1,7781 

100 

1,033 

1,6702 

100,5 

639,7 

539,1 

498,7 

40,89 

0,8136  1,7589 

105 

1,232 

1,4106 

105,6 

641,7 

536,1 

495,2 

40,85 

0,3271  1,745! 

110 

1,462 

1,2073 

110,7 

643,6 

532,9 

491^6 

41,30 

0,3404  1,7319 

115 

1,726 

1,0338 

115.8 

645,5 

529,8 

488,0 

41,74 

0,3636  1,7190 

120 

2,027 

0,8894 

120,9 

647,4 

526,6 

484,4 

42,17 

0,3666  1,7064 

125 

2,371 

0,7681 

126,0 

649,2 

523,3 

480,7 

42,59 

0,3795  1,6948 

130 

2,760 

0,6664 

131,1 

651,0 

520,0 

477,0 

43,00 

0,3922  1,68!4 

135 

3,200 

0,5800 

136,2 

652,8 

516,6 

473.2 

43,41 

0,4048  1,6710 

140 

3,695 

0,5071 

141,3 

654,5 

513,2 

469,4 

43,80 

0,4173  1,6599 

145 

4,248 

0,4450 

146,4 

656,1 

509,7 

465,5 

44,18 

;  0,4296  1,6490 

150 

4,868 

0,3917 

151,6 

657.8 

506,2 

461,6 

44,65 

0,4418  1,6884 

155 

5,557 

0,3460 

156,7 

659,3 

502,6 

457,7 

44,90 

0,4538  1,6280 

1()0 

6,323 

0,3065 

161,9 

660,8 

498,9 

453,7 

45,25 

0,4658!  1,6181 

1G5 

7,170 

0,2724 

167,1 

662,3 

495,2 

449,6 

45,58 

0,4776-  1,6082 

170 

^l04 

0,2429 

172,2 

663,7 

491,4 

445,5 

45,90 

0,4893  1,698« 

175 

9,131 

0,2171 

177,4 

665,0 

487,6 

441,4 

46.20 

0,5009|  1,5893 

180 

10,258 

0,1945 

182,6 

666,3 

483,7 

437,2 

46,49 

0,5124  1,6802 

185 

lf,491 

0,1748 

187.9 

667,6 

479,8 

433,0 

46,78 

0,5238  1,5713 

190 

12,835 

0,1575 

193,1 

668,8 

475,7 

428.7 

47,05 

0,5351  1,5626 

195 

14,300 

0,1423 

198,3 

670,0 

471,7 

424,4 

47,31 

0,5463  1,6641 

_ 


200     15,890        0,1288   203,6     671,1  !    467,5       420,0 


47,66      0,5574;  1,6458 


r 

■ 

" 

™ 

^1 

r 

^M 

' 

'S 

Ö 

'  j 

' 

<S 

3 

^H 

0 

0.076 

8 

o.oai 

226 

0,0101 

1,00 

^^1 

6 

0.071 

7 

0,020 

380 

o,oogg 

0.97 

^H 

10 

0,087 

7 

0.018 

235 

0,0096 

0,94 

0,00146                 ^H 

16 

0,063 

G 

0.ni7 

240 

0,0092 

0,91 

0,00139                 ^H 

80 

0,059 

8 

0,016 

246 

0.0080 

0.88 

0,00134                 ^H 

ae 

1  0,056 

S 

0,015 

360 

0.0086 

0,85 

0.00129                 ^H 

M 

1  0,053 

5 

0.014 

266 

0,0083 

0,88 

0.00123                 ^H 

86 

1  0,060 

5 

0,013 

260 

0,0081 

0,79 

0,00118                 ^M 

40 

,  0,048 

5 

0.013 

265 

0.0078 

0.77 

0,00118                  ^H 

M 

1  0,0*0 

5 

0,011 

270 

0.0076 

0.75 

0,00109                   ^M 

M> 

1  0,043 

*,3 

0,0103 

275 

0,0074 

0,78 

^1 

«6 

1  0.041 

*-l 

0.0097 

280 

0,0071 

0,70 

o.ooioi              ^H 

60 

0,030 

3.9 

0.0091 

285 

0,0069 

0.88 

U,00097                  ^H 

66 

0,037 

3,7 

0,0085 

290 

0.0067 

0.66 

0.00098                  ^H 

;7o 

0,036 

3,6 

0,11080 

295 

0.0065 

0,64 

0.00090                 ^H 

» 

0.083 

3.4 

0.0076 

300 

0,0063 

0,62 

0.00086                  ^M 

flO 

0,032 

3,2 

0.0070 

305 

0,008! 

0,80 

0.00083                      ^M 

« 

0,030 

a,i 

0.0066 

310 

0.0080 

0,58 

O.O008O                   ^M 

w 

0,029 

2,9 

0,0062 

316 

0.0058 

0,57 

0,00077                  ^M 

,  0.028 

2,S 

0,0069 

320 

0,0067 

0,65 

0,00071                  ^H 

0 

0,0266 

8,68 

0,00664 

.125 

0.0056 

0.63 

0,00073                  ^B 

0,0255 

8,55 

0.00624 

330 

0,0053 

0,62 

0,00089                  ^H 

10 

0.0^43 

2.44 

0.00494 

335 

0,0052 

0,50 

0.00087                    ^H 

1    llö 

0,0332 

9,35 

0.00468 

S40 

0,0051 

0,49 

0,00064                 ^H 

120 

0,0323 

2,24 

0.00442 

346 

0,004li 

0,48 

^H 

ISB 

0.0214 

8.11 

0,00418 

360 

0.0048 

0,46 

0.000«0                   ^H 

ISO 

11.0205 

8.08 

0,00397 

356 

0,0047 

0.46 

0.00068                 ^H 

18S 

0.0197 

1.97 

0.00376 

360 

0.0046 

0,44 

0.00066                  ^H 

UO 

0,01 8S 

1.89 

0.00367 

365 

0,0044 

0,43 

0.OO064                  ^H 

14Ö 

0,0181 

1,82 

o.oo.iy9 

370 

0,0043 

0,41 

0.0006S                  ^H 

150 

0.0174 

1.75 

0.00321 

375 

0,0042 

0.40 

0.00061                   ^1 

156 

0.0188 

0.00306 

380 

0,0041 

0.39 

0.0004»                   ^M 

180 

0,0161 

l'81 

U.00891 

385 

0,0040 

0.88 

0,00017                    ^M 

166 

0.0155 

1,55 

0.00277 

390 

0.0039 

0.37 

0,00046                    ^M 

170 

0,0149 

1.49 

0.00363 

395 

0.0088 

0,36 

a.moii              ^M 

175 

0.0114 

1,44 

0,00251 

400 

0.0037 

0.S6 

0.00048                   ^M 

180 

0,01811 

1.3» 

0,00339 

405 

0.0036 

0,34 

0.0004S                    ^M 

185 

0.0134 

1,33 

0.00228 

410 

0.'«l3ö 

0,38 

0.<KiO40                    ^M 

190 

;  0,0129 

1.39 

»,00217 

115 

0.0034 

0.33 

0,00089                   ^M 

196 

0,0124 

1,24 

0.00308 

420 

0,0034 

0,32 

0.0008S                   ^M 

aoo 

,  0,0130 

1.20 

0,00198 

426 

0,00S3 

0.31 

0.0O0S7                   ^H 

ä06 

1  0,01  Iti 

1,15 

0,00189 

430 

0,0032 

l).30 

0.00036                   ^H 

210 

0,01  IS 

1,11 

0,00181 

436 

0,0031 

0.29 

0,00036                   ^H 

il6 

;  0,0108 

1.08 

0,00173 

440 

0.0031 

0,29 

0,00084                   ^M 

320 

0,0106 

1.04 

Ü.00166 

446 

0.003» 

0.28 

O.00OS3                   ^M 

IL 

:  0.0101 

1.00 

0.00169 

450 

0,0039 

0.27 

0.0003S                  ^M 

326 


Anhang. 


Tabelle  ^TI  (Ammoniak). 


3 

i 

^ 

3 

4 

6 

6 

7 

^ 

1 

Volumen 

Wärme- 

V6r- 

Tempe- 

Druck 

von  1  kg 

inhalt 

d»mp- 

Innere 

Äußere 
Wärme 

Entropie 

des 
Damp/M 

rfttur      ! 

kg  qcm 

Dampf 

d.  Flttuig- 

fongs- 

Wärme 

cbm 

keit 

W&rme 

jp. 

( 

f          i 

P 

*i 

'i 

r 

P 

(«■«-  rj 

H 

30 

1,19 

0,997 

—  25,61 

330,6 

302,6 

28,0 

—  0,099 

25 

1,51 

0,798 

-  21,47 

829,1 

300,6 

28,6 

—  ofm 

— 

20 

1,90 

0,044 

—  17,34 

327,2 

298,8 

28,9 

—  0,066 

16 

2,37 

0,524 

—  13,13 

324,9 

296,6 

29,3 

—  0,050 

10 

2,92 

0,430 

8,83 

322,3 

292,6 

29,7 

—  0,033 

5 

3,58 

0,356 

—    4,46 

319.4 

289,4 

80,0 

—  0,017 

0 

4,35 

0,296 

0 

816,1 

286,7 

80,4 

0 

+ 

O 

5,24 

0,248 

+    4,54 

312,6 

281,8 

30,7 

+  0,017 

+ 

10 

6,27 

0,210 

+    9,17 

308,6 

277,6 

81,0 

+  0,083 

+ 

lö 

7,45 

0,178 

+  13,87 

304,4 

278,1 

81,8 

4-0,050 

+ 

20 

8,79 

0,152 

+  18,66 

299,9 

268,4 

81,5 

+  0,066 

+ 

25 

10,31 

0,131 

+  23,53 

295,0 

263,3 

81,7 

+  0,088 

+ 

30 

12,01 

0,113 

-f  28,49 

289,7 

267,8 

81,9 

+  0,099 

+ 

35 

13,91 

0,098 

+  83,52 

284,0 

261,9 

32,1 

+  0,116 

+ 

40 

ir.,(n 

0,085 

4-  38,64 

278,0 

245,8 

82,2 

+  0,182 

Sacliverzeichnis. 


A   Arbeit, 

mechanisches  Wärmeäqaivalent. 
a    Abstand, 

ffroße  Achse  der  Ellipse. 
a    Neigungswinkel, 

Dehnungskoeffizient. 
a„  Ausdehnungskoeffizient. 
ctq   Anstrengungsverhältnis. 
Achse  55. 
Adiabate  261. 

Äquatoriales  Trägheitsmoment  24. 
Ammoniak  305,  326. 
Anstau  238. 

Anstrengungsverhältnis  127. 
Armierter  Träger  75. 
Auflagerdruck  von  Trägem  26,  42, 

67,  74. 
Auftrieb  192. 

Ausdehnungskoeffizient  11,  246. 
Ausfluß,  ideeller  203,  206,  301. 
— ,  wahrer  213,  301. 

—  koeffizient  214,  215,  304. 

b    Breite, 

Abstand, 

kleine  Achse  der  Ellipse, 

Grundlinie  des  Dreiecks, 

Bogen. 
ß    Neigungswinkel, 

Schubkoeftizient, 
Bq   Anstrengungs Verhältnis. 
Bagger  241. 
Balken  45. 
Beton,  DehnungszifiTer  79. 

—  platte  78. 
Biegungsbeanspruchung  3,  21. 

—  moment  23. 
Blattfeder  60. 
Blechträger  37. 
Bodendruck  187. 
Boulvinsches  Diagramm  290. 


Braupfanne  178. 

Bronze,  Mischungsverhältnis  194. 

Brückenträger  17. 

C   Korrektionsfaktor    für   Wasser- 
dampf. 

c     Abstand,  Zapfenbreite, 
Abschnitt  eines  Trägers, 
Verhältniszahl  für  Widerstanda- 

momente, 
G  esch  windigkeit, 
spezi tische  Wärme. 

Carnotscher  Prozeß  274,  283. 

Charakteristik  der  Expansionslinie 
296. 

Curtisturbine  315. 

Z>  Druckmittelpunkt, 

großer  Durchmesser, 

Auftrieb. 
(1    Durchmesser, 

Stärke, 

Abstand. 
J   kleiner  Zuwachs  an  Breite. 
8     Winkel, 

Stärke, 

Durchmesseränderung. 
Dachpfette  115 
Daltonsches  Gesetz  250. 
Dampf,  gesättigter  285. 

—  nasser  284. 

—  überhitzter  285. 
Dampfkes>el  289,  290. 

-  boden  170,  175. 

—  mantel  175. 

—  nietung  19. 
Dampf  kolbeu  159. 
Dampfleitung  308. 
Dampfmaschine  274,  277,  295,  306. 
— ,  Welle  136. 
Dampfturbine  314. 
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DeckelBauEch  im. 

—  8chr«nl>eD  9.  169. 

FeBte  Körper  1. 

DftbDUDK  b.  Vi. 

—  gkoeffiiiieiit  «,  13,  79. 

FextigkeiUterhältDLi  20.  ITI. 

FeuerhuobgpUtts  164- 

—  Bkorve  6,  fl,  13. 

—  bjdrant  206,  236. 

—  »Terhaitnis  6,  13. 

Flacheiaen  n. 

Deplaxement  194. 

Flaminrohr  178.                                  , 
Flanath  130, 

Drelikran,  Fundament  KJä. 

—  Fufliapfen  102. 

-   Schließen  112, 

FlüBBige  Körper  1.  18t. 

—  WideretandBmoment  31. 

Fiat«igkeit«druek  181.  187. 

Dmckbeanapnicliiing  3,  12. 

—  Spiegel  18G.  1B7. 
Freiarche  101. 

—  fentigkeit  13. 

—  höhenverluat  336. 

Freitrilger  38. 

—  kurve  393. 

Fundament  B7,  98.  JOS. 

Fußiapfen  102. 

—  tnrbine  315. 

—  Terhältnis  303. 
Dnttn  313. 

Durchbiegung  des  Freitrügera  66. 

—  des  Trägers  auf  zwei  Stützen  62 

G    Gewicht, 

Oleitmodol. 
3    Fallbesohleunigang. 
y     Winkel, 

Schiebung. 

spesi  fische  B  (ie wicht. 

E  ElastizitäUmodul, 

GastVmige  Körper  1.  ä,  lU. 

«     Abstand  der  ftuBerBten  Faser, 

t     Dehnung, 

Gaakonstante  347. 

Leiatungsziffer    einer    Eühlma 

Gasmaschine  364,  2UÜ.  S73,  ) 

seh ine, 

-,  Welle  139. 

Druckverhältnis. 

Gav-LuasacscheB  GeaeU  2iS. 

Eingeapannter  Trflger  66. 

Gefiibrlioher  IJuerBcbnitt  SB. 

EintrittBkoefBzient  23a. 

Gefäße.  Fettigkeit  173, 

Geaamtwürme  28*. 

lyekUir  329. 

ElaBtiüche  lest«  Körper  2,  3. 

—  koeffizient  313,  303 

Oleittuodul  16. 

—  Linie  tili. 

Greni^kurve  hei  Dampfen  iUt 

-  Nachwirkung  4. 

GruiidablaB  209. 

Ellipse,  Triigheitsmomeut  36. 
—  Widern  tan  dsmoment  3fi, 

H   franze  Höhe 
h     Höhe 

Elliptische  Platte  159. 
Entleerung  vgn  GefTißen  210. 

Entropie  27S, 

Hängewerk  3i), 

Hobelmaächine,  Ständer  87. 

Tlochdrucktarbtne  331. 

/     kleine»  FlüchenstiJck, 

Durchbiegung. 

üolzzapfen  20, 

#    Arbeitsfläche      im      WilrmediH 

Qookesches  Geseti  8. 

Hydrant  205,  23G. 

.,.    Winkel, 

Hjdrauliacher  Druck  883. 

FestigkeitsverhältniB, 
BerichtigungBraktor. 

HydrauliBche  Druckhöbe  2«. 

—  Presse  185.  186. 

J     TiäKbeitamoniBut. 

AbküRDORBwert     lifi     Wiiaser- 
dampf. 

Anzahl, 

GeaamtirlLmie . 
Meeller  AdbHiiB  303,  -im.  3iil. 

-  s  BieguniTHiuomeDt  1H5. 
Normal  epunnung  126. 

Isotherme  äfiH. 

K  Bnicb Festigkeit.. 

k     Spannung    in    elaHtiHi:hi'D    Koi'- 

X    Exponent  der  adialiatlHcben  V,>i- 
Btandallnderaog, 
Hiirawert  bei  geKriimiiit«n  StJl- 

Kalkmörtelniauerwcrk   14. 

Kalorie  3ü2. 

Keil  10,  14,  16,  46,  n. 

Kernweit«  in. 

Kette  8. 

Knickbeanspnicliiirig  .1,  hh. 

Kolben  169. 

-  atange  •i4,  94,  IIS. 
Kondeneator  2iJ6. 
Konsole  S4. 

Kontra ktioniikoetli/.ient  2i:!. 
Kragträger  44,  Ht. 
Krananaleger  ioii.   154. 
Kreifl,  Tiägheilauioment  3ä,  34. 
— ,  Wideratandsmonient  33.  S 1 

—  rennige  Plutt«  156. 

—  proaefl  271- 

—  —  Carnotsoher  374. 

umkehrbarer  878, 

Kjenzkopfzapfeti  47,  71,   127. 
KrBuaqiierBchmtt,Trilgbeitsiiioiui'nt 

31. 
— ,  Widemtandamonieiit  Hl. 
Kritischer  Punkt  287. 
Srümmnnifehftlbmpasijr   dt'r  ela^ti- 

Bchen  Linie  32 
Kugelfilnnige     Körper,     Fentigkeit 

172,  176. 
Kurbel  10«,   12k. 
zapfen  40. 


ftoflere   Arbait   i 
mkg. 
I     Länge. 


1.     VerlUngerung,  Verkürzung, 
J..eitungiiwid  arataudako  cfB  z  ien  I . 

I.auiellenfeder  61, 

Lastbaken  löl, 

Laufktan  48. 

Ivaufateg  65. 

Lavaltiubine  314. 

Lederriemen  8. 

LpiatuDgsziffer    der    Kiiblniaacbine 
376. 

Lcitungawideratand  231. 

Leuchtgas  362,  306. 

L nehm aech ine  ül. 

l..utt.  Bestandteile  260. 

-,  Dichtigkeit  246. 

--,  leuchte  251. 

-  k..mpreBBOr  248,  «60,  266.  268, 

.1/  Moment, 

In    Maaap, 

D  eh  Tiu  u  gHv  erhül  luis. 

fi     lieibun^koefüzient, 
AuisaußkuprG/.ieiit. 

Mannlocbderkcl   161. 

Mario ttewchi's  lipBi-i/.  atii 

Mauerjifeiler  'Jh. 

Mauerwerk,  Druckfestigkeit  14. 

MecbamacheaWärmeilquivalent  267. 

MeBlatt«  48. 

Metamer tnim   \9!>.  luß. 

MiticbnngHverhältniBvonBron/e  rJ4. 

Mcmient«nkurre  26,  Sfi. 

.V  Auflagen! ruck, 

Leistung  in  PS. 
«     Anzahl, 

Umdrehungszahl  in  der  Minute, 

Kxponent  der  Polytrope. 
Niwhvrirkung,  elaBtische  4. 
Neutrale  Faser  21. 
Niete  bei  DftmpfkeBiteln  10. 

bei  tÜBenkoustruktionen   IT,  18. 
Nullkurve  292. 
NuUinie  33,  24. 
NullBcbicht  21,  70. 

O    Mittelpunkt. 

lu    Winkelgeschwindigkeit, 

Hilfswert. 


Druck  in  ^  **   . 

lielaxtung  für  den  ni  Längte, 
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p     tlnick  in   ''K  . 

RepulflioBBBehilf  SIT,  ä3«.           ^M 

Jt   s.uißy. 

Kiedler-Stumpfturtiiiie  311.        ^H 

W   Heihunitiswilmii'. 

Riemenscheibe  11.                        ^H 

«1    Neigungewinkel. 

Rnhrleitang  2:U,  306.                 ^H 

Rückwirkung  auiiflieBeiiilHrKl^^H 

Peltonrad  221 

keiten  216.                            ^^M 

I'feilhölte  Ton  TraglVctpm  Hy 

l'ferdeHtarke  261. 

S    Schwerpunkt.                              ■ 

l'lVtteü   nr>. 

Sparinkmlt  in  Zugstuigen. 
Statieches  Moment  von  FlftcAna, 

Plitt.tenßmiig''  Ki'irpfr  Iftfi 

l'oiHsoiiBches  OeseU  262 

Entropie  tod  Gasen, 

Polare»  TritgheiUmoment  2',l. 

X     Stilrke. 

-  WiderBtiiniiRmoment  2» 

Hub  eines  Kolbens, 

Polytrope  387, 
Poröse  Körper  U. 

Entropie  von  Dämpfen 

S    Sicherheitserad, 

Preßzylinder  176. 

Silule  06,  11», 

Proportionalitä(sgren>:e  7 

Wcbeiiienkolheu  löü. 

l'umpfl  226. 

SchieberkMtandeckel  167 

Schiebung  lii.  S2. 

Q   LMt. 

Schleppdampfer  242. 

Querkraft. 

Schleiine  212. 

FliUBigkeitBrnengc, 

Schließen  eiocH   Drehkrans  US 

Wärmemenge. 

Schneelast  116. 

Schornstein  100,  104,  300. 

Quadrat  oiit  gebi-oohenen  Kckeu  as. 

achranbe  !l,  10.  J3.1,  134. 

ScliiaubenabsUnd  0,  169. 

-  bolzen  mit  Hakenkopf  ins. 

-   feder  87. 

guadratische  Platte  162. 

Schmmpfnng  11. 

-     elaatizimtemodul   16.              ^M 

i^uerkrafl  2S,  26, 

-  koefSzient  16.                       ^H 

-     Spannung  IG,  8S.                    ^^H 

QuetBphgrenM  13. 

stjtnge  91.                                 ^^H 

-  Stangenkopf  B.                      ^H 

R  (großer  Hallimesaer, 

Schlitze  191.                                  ^H 

(iaakonittftnte. 

ßchwerpankt  93.                        ^H 

,■      HalbmeBser, 

Schwinghebel  63,  61.                ^H 

A  bHtanddeB  Urut'k  mittel  im  nkte», 

Segnerschea  Rohr  218.                ]^H 

Kern  weite. 

Seitendruck   189.                           ^H 

SichcrheitHgrad    gegen   Zerknld^H 

^H 

innere  Wurme  von  Dampfen- 

Sieiletemperatur  381.                   ^" 

Hechteek,  TiigheitsmoDient  2H.  31), 

Sinuslinie  91. 

Spannungsknrre  293. 

SpezifiacheB  Gewicht  188,   10.1,  305. 

—  ,  Verdrehungsbeansptuchiing  M4. 

— ,  Widet^tandgmomeDt  30,  33. 

Spröde  Körper  13. 

— .    «Mammen jfesetite    Beaniipm- 

Spundwand  310.                          ^M 

thung  116. 

Spvrlager  16.                              ^M 

Kechtenkige  Platte  165, 

-  Kapfen,  16,  nri.                     ^H 

Relfttire»  Gewicht  198. 

Sachverzeichnis. 
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«Ständer  einer  Hobelmaschine  87. 
^taiikoeni/.ient  231). 
iStehbolzen  164. 
^toßdnick  (ier  FlüHHigkeiten  210. 

Strebe  20. 

Stitjckgrenie  7. 

Btromfäden  213. 

Summierung  der  Wirkungen  45. 


T  Tangentialkraft, 

absolut-e  Tempcrutur. 
t      Teilung, 

Temperatur, 

Zeit. 
t     Zeit. 

^    VerdrehungHwink«»l. 
T-  Querschnitt,     Träglu^itsnioment 

31, 
— ,  Widerntandsmoment  81. 
X-  QuerHchnitt,       VVidt^rstand^mo- 

ment  31. 
Thermischer  Wirkungsgrad  273 
Teigige  Körper  181. 
Temperatur,  abttolute  247. 
Tragachse  55,  77. 

—  feder  61,  62. 

—  Säule  95,  119. 
TiÄger,  Auflagerdnick  26. 
— ,  —  länge  14. 

— ,  auf  «wei  Stützen  42. 
— ,  auf  drei  Stützen  71. 

—  eines  Laufkranes  48. 

—  —  —  Steges  65. 
— ,  eingemauerter  66. 
— ,  eingespannter  66. 

— ,  ffefUhrlicher  (Querschnitt  27. 

—  gleicher  Biegungsfestigkeit  49. 
Trägheitsmoment  24,  27. 
Treibriemen  8. 

Trogschleuse  212. 
Torsionsbeanspruchung  3,  Hl. 


U  innere  Arbeit  eines  (iuses. 
«    Abstand. 
Hilfswert. 
Überfallwehr  209,  215. 
Ufermauer  191. 
Unelastische  Köq)er  3. 
Unterlagplatte  14. 
Unterschlächtiges    Wasserrad    219. 
Unvollkommen  elastische  Köqier  3. 
—  e  Gase  285. 


V  Vertikalkrall, 
Rauminhalt. 

V  Abstand, 
Geschwindigkeit, 
spezifisches  Volumen, 
Hilfswert. 

$   Abkürzung  bei  Dämpfen. 
Verdampfung  284. 

—  swärme  284. 

Verdrehungsbeanspruchung  3,  81. 
Verdrehungswinkel  81. 
Verhältnis  der  Widerstandsmomente 

eines  Querschnittes  115. 
Verkürzung  12. 
Verlängerung  4. 
Vernietung  17,  18,  19,  174. 
Verschlußdeckel  163. 
Vollkommen  elastische  Körper  2. 

—  e  (lase  285. 
Volumen,  spezifisches  245. 


W  Widerstandsmoment. 
w    Geschwindigkeit, 

Hilfswert. 
Wandkonsole  54. 
Wa  mieäqui valen  t  2 5 7 . 

—  -  äußere  284. 

—  diagramm  2H0,  283. 
-  einheit  252. 

inhalt  284. 

—  innere  284. 

—  men^  262. 

—  spezifische  252. 
Wasser  287. 

dampf  288. 

—  rad  220. 
verdrängimg  194. 

Welle  einer  Dampfmaschine  136. 
—  s  Klektromotors  77. 

—  --  r  Gasmaschine  139. 

—  -  —  Transmission  85,  86. 
Widerstand  bewegter  Körper  241. 

—  skoeffizient  235,  242,  307. 
smonient  24,  28. 

Winddruek  106,  116. 
Wöhlersches  Gesetz  4. 


X  Hauptachse. 

X    beliebige  Länge, 

KoUenwiderstandskoefiizient, 

I)am])fgehait. 
J     Nebenkoordinate. 
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Sarhverzpichiiis. 


p     Dnirk   in      ^  • 

(|1U 

1'«    N«*ij,nin^swink«*l. 
rsn-Minsturhiiu^  'Mf*. 
I'«*lt(»nru(l  221. 
IM'imIIiüIh'  vom  'rrapt'i'ilcru  <»*J. 


HeliitivgeHohwiiidi^kelt  i^ 
KeiMilHionssehift'  217,  9' 
Hiedler-Stumpftarbiy  ^; 
Riemenscheibe  iJ 
Rohrleitung  234  ■: 
Rückwirkung 
keiten  21f 


l'tVnlostilrko  2ö7. 

N    Schwp 

Pf.'tten   llö. 

Spar 

IMattciiturmip'  KnrjH'r  löö. 

Sta'    ; 

I*oi>«s(»iischi»s  (icset/.  2t>2. 

E-      >■ 

l'olan's  'rrii^hfitsiiioment  2l>. 

H    r.:-'- 

WitiiTstandsniumoni  2*.>. 

•    r- 

I\»l,vtn»iM'  --»«iT. 

.   .  ■   •-■    «i 

IVrös,'  Körpor  U. 

FVensr,  hviirauHsoho  IHö,  18«. 

IVob/.vliiiihT  l"i>. 

• 

l'niiK)rti(>iialitUts^n»nKi»  7. 

■       '1      '■ 

riim]>o  '2'H\. 

• 

V    laiHt,                                         ;    ■ 

«^huTkraft,                            .   ^ 

Klüssij^keitMnicngf',            ,•  ,' 

Wärmeuii'nge. 

7     Kt'schleuni^ng, 

^     . 

I<ehii*tung  für  den  o 

Qiimlrat  mit  gebrocher 

.  'rrUgheitsmoment 

,  \'er(lrehunffibef 
,  \\  iderstandsm- 

Quadra tische  Fla 

Qut*niu8dehniiikr 

Ijuerkraft  88,  * 

QuerxchnittBS 

i^uerzu«amir 

Quettfchgir 

li  groft' 
Gar' 

r     H- 
1 

■::'.'. 


.••«<;;. 


iiÜBcheu  l're'»»-'"  l'** 


.1». 


\ 
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Parson>t:i 
JVItnrinj.i 
F'ft'ilhü},.. 
i*tV.'rile-f  • 

t'Iattoni. 

P(>i^Slir|-. 

Polar«- 
-  WiM. 
F*oIvtr.  . 
Por'r».- 

Preüz 

PrO|i(.: 
f*UDl|i. 


I; 


ff    '. 

I . 

.\ 


n 


p 


1 


^  '1  i::.v. 
■■-.'iir  i't" 

'7h 


• ''  ".-i-li»' 


'.'I.  : 


«    f!. 

l.'iTi..: 


/ 


